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I. 

üeber  die  Auflösung  eines  Systemes  von  unendlich  vielen 

linearen  Gleichungen. 

Von 

Dr.  Th.  KcJtteritzsch, 

Lehrer  an  der  Fürstenschule  zu  Grimma. 


§1. 

Allgemeine  Betrachtungen. 

Ist  ein  System  von  n  +  1  linearen  Gleichungen  («  eine  reelle  ganze 
positive  endliche  Zahl)  mit  n  +  1  Unhekannten  zur  Auflösung  vorgelegt  in 
der  Form : 

QÖQ  Xq  +  QÜ^   X^   +  Q«2  i»?2  "T I     0^«  ^n  "^^  *^0 

1^0  ^0  +  1«1  ^1   +  1«2  ^2  + +  1««  ^n  =  Wj 

I)  2«0  ^'0  +  2<*l  ^l  +'2^'2  ^2  + +  2««   ^»  =  ^^2 


««0  ^0  +   »^1   ^1  +  «^2  ^2  + +   ««»  ^«  =  "«1 

wo  die  mit  u  und  a  bezeichneten  Grössen  keine  der  mit  x  bezeichneten 
Unbekannten  enthalten,  so  ist  bekanntlich  der  Werth  irgend  einer  der  Un- 
bekannten, z.  B.  der  Werth  von  x/c  dargestellt  durch 


1)  ^*  =  ^  «0  +  -^*  Wi  +  -^^i  + 


wenn 


R  = 


1«0    t«l 


•      •      • 


ft^O   n^i 


ndn 


die  Determinante  des  vorgelegten  Systemes  I)  linearer  Gleichungen  be- 
deutet und  ittfi  den  Coefficienten  von  ,a/t  in  der  Entwickelnng  von  R  be- 
zeichnet. 
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2     Ueber  AuflÖs.  eines  Systemes  von  nnendl.  vielen  linearen  Gleichungen. 


Die  eben  angegebene  Art  der  Anflösung  des  vorgelegten  Systemes  I) 
bleibt  bestehen,  wenn  man  zu  den  linken  Seiten  der  einzelnen  Gleichungen 
der  Keihe  nach  noch  die  Glieder  addirt:  o^»+i  ^«+i  5  i^»H-!  ^/i+i5  a^^+t 
a:«-!-^;  •  •  •  •  n^n^i  a^H-i  5  ^^^  wenn  man  zugleich  die  Anzahl  «+1  der  Glei- 
chungen des  Systemes  I)  vermehrt  um  die  folgende: 

Es  ändert  sich  also  nichts  an  der  angegebenen  Methode  der  Auflösung  des 
Systemes  I)  wenn  die  Anzahl  der  Unbekannten  ebenso  wie  die  der  ge- 
gebenen Gleichungen  um  eine  Einheit  zunimmt;  da  man  nun  "das  eben  er- 
haltene Resultat  wiederum  auf  das  erweiterte  System  linearer  Gleichungen 
anwenden  kann  u.  s.  f.  so  kommt  man  zu  dem  allgemeinen  Resultate : 

Ist  das  System  linearer  Gleichungen  I)  so  beschaffen,  dass  in  ihm  die 
Anzahl  n  ^  1  der  Gleichungen  in  ganz  derselben  Weise  wie  die  Anzahl 
n  -\-  1  der  darin  vorkommenden  Unbekannten  x  ins  Unendliche  wächst,  so 
ist  der  Werth  irgend  einer  Unbekannten,  etwa  der  xt 

2)-*=f  «,+  f  «,  +  f  «.+^;^«,+ 

wenn  R  die  Determinante  von  ^^  (n  +  1)*  Elementen  des    vorgelegten 

Systemes  unendlich  vieler  linearer  Gleichungen  bedeutet  und  ictk  den  Coeffi- 
cienten  von  «a^  in  R  bezeichnet. 

Die  Existenz  eines  Systemes  linearer  Gleichungen,  deren  Anzahl  un- 
endlich gross  ist,  ist  aber  nur  möglich,  wenn  das  allgemeine  Gesetz  gegeben 
ist,  nach  welchem  die  Coefficienten  a  und  die  Werthe  u  gebildet  werden 
müssen,  weil  im  entgegengesetzten  Falle  das  System  unendlich  vieler 
linearer  Gleichungen  gar  kein  Gegenstand  mathematischer  Beliandlung  sein 
kann.    Um  diess  anzudeuten,  setzen  wir 

so  dass  wir  ein  beliebiges  System  unendlich  vieler  linearer  Gleichungen, 
mit  ebensoviel  Unbekannten  x  als  Gleichungen  existiren,  kurz  andeuleu 
können  durch  die  Form : 


Ü 

II)  m 


/*   fo  (fn  ,  p)  0^  =  (p^ 


Da  auch  jetzt  noch  die  Gleichung  2)  die  Auflösung  des  Systemes  II) 
bildet,  so  können  wir  aus  ihr  leicht  folgende  Sätze  ableiten: 

Sind  sämmtliche  g>m  der  Null  gleich,  während  sämmtliche  Functionen 
fi)  (^< )  P)  endlich  sind  und  die  Determinante  R  des  Systemes  II)  einen  von 
Null  verschiedenen  endlichen  Werth  hat,  so  ist  auch  der  Werth  einer  jeden 
Unbekannten  der  Null  gleich. 


Von  Dr.  Th.  Kötteritzscu.  3 

Verschwindet  die  Determinante  R  des  Systemes  II),  so  kommen  sämmt- 
lieben  Unbekannten  x  unendlich  grosse  Werthe  zu,  die  aber,  wie  eine  ge- 
nauere Betrachtung  der  Partialdeterminanten  t-or^  für  den  Fall  R  ^=  0  lehrt, 
zu  einander  bestimmte  Verhältnisse  haben.  Das  letztere  findet  auch  statt, 
wenn  sämmtliche  Functionen  (ptn  verschwinden. 

Diese  beiden  Sätze  können  leicht  durch  eine  Betrachtung,  die  der 
Eingangs  dieses  Paragraphen  geführten  analogisch  ist,  streng  nachgewiesen 
werden,  indem  man  zeigt,  dass,  weil  dieselben  gelten  für  ein  System 
linearer  Gleichungen  von  endlicher  Anzahl,  und  unverändert- Geltung 
behalten ,  wenn  die  Anzahl  der  Gleichungen  um  eine  endliche  Zahl  wächst, 
sie  auch  gelten  müssen,  wenn  die  Anzahl  der  Gleichungen  und  Unbekannten 
ins  Unbegrenzte  wächst. 

Wird  irgend  eine  der  Functionen  f^y  (m,  p),  etwa  f^  (r,  s)  unendlich, 
während  tpr  endlich  ist,  so  kann  x,  den  Werth  Null  haben;  findet  dies 
statt  und  lasst  man  in  dem  System  II)  alle  die  Glieder  hinweg,  welche  in 
Xs  multiplicirt  sind  und  vernachlässigt  man  die  Gleichung,  welche  /*o  (r,  s) 
enthält,  so  kann  man  aus  dem  übrig  bleibenden  Systeme  linearer  Glei- 
chungen sämmtliche  Unbekannten  x  mit  einziger  Ausnahme  von  x,  bestim- 
men ;  setzt  man  dann  die  erhaltenen  Werthe  der  x  in  die  vernachlässigte 
Gleichung  ein,  so  ergiebt  sich  aus  derselben  das  Gesetz,  nach  welchem  sich 
Xs  der  Null  nähert. 

Wird  eine  der  Functionen  9?«,  etwa  tpr  unendlich,  so  kann  entweder* 
auch  eine  oder  mehrere  der  Functionen  /j,  (r,  s)  (constantes  r)  unendlich 
werden ,  oder  es  kann  auch  eine  oder  mehrere  der  Unbehannten  x  unend- 
liche Werthe  erlangen.  Der  erster e  Fall  kann  durch  Division  der  5**^" 
Gleichung  mit  einem  der  unendlich  gross  werdenden  Werthe  entweder  auf 
den  zweiten  Fall  zurückgeführt  werden,  oder  man  erlangt  statt  der  5*®" 
Gleichung  eine  neue  richtige  Gleichung  mit  lauter  endlichen  bekannten 
Werthen.  (Der  erstgenannte  Umstand  kann  offenbar  dann  eintreten,  wenn 
q>r  in  höherer  Ordnung  unendlich  wird,  als  irgend  eins  der  ebenfalls  unend- 
lich werdenden  f^  (r,  s)).  Im  zweiten  Falle  vernachlässige  man  vor  der  Hand 
die  Ä**  Gleichung  und  bestimme  aus  den  übrigen  Gleichungen  die  Ver- 
hältnisse aller  Unbekannten  x  zu  irgend  einer  bestimmten  Unbekannten, 
etwa  Xq  als  Functionen  von  Xq,  Durch  Einsetzen  der  so  erhaltenen  Werthe 
in  die  vorher  vernachlässigte  Gleichung  ergeben  sich  aus  derselben  sämmt- 
liche Werthe  der  Unbekannten  x. 

Die  praktische  Verwendung  dieser  Sätze  aber  scheitert,  eben  so  wie 
die  nach  Gleichung  2)  zu  erlangenden  Werthe  der  Unbekannten  x  an  der 
Schwierigkeit,  mit  der  die  Werthe  der  Determinante  i2  und  ihrer  Partial- 
determinanten a  beschafft  werden  können.  In  den  folgenden  Para- 
graphen soll  ein  Mittel  angegeben  werden,  um  diese  Schwierigkeiten  zu 

besiegen. 

1* 


4     Uober  Anflös.  eines  Syßtemes  von  unendl.  vielen  linearen  Gleichungen. 


§2. 
Anflösung  eines  besonderen  Systemes  linearer  Gleichungen. 

Gesetzt  in  dem  Systeme  II)  §  1  wären  sämmtliche  Functionen  /),  (m,  p), 
deren  p  kleiner  als  m  ist,  der  Null  gleich,  alsdann  hat  die  Determinante  R 
dieses  vereinfachten  Systemcs  die  Form: 


1)  R 


/•«  (0,  0)  /„  (0,  1)  /•„  (0,  2) 
0  ^  (1,  1)  f„  (1,  2) 
0  0        /J,  (2,  2) 


fn  (0,  «) 
^  (1.  «) 
/•«  (2,  ") 


•         •         •         • 


=  ^  (0,  0) /"o  (1,  1) /i  (2,  2) 


fo  («»  «) 


Diese  Form  der  Determinante  R  läset  leicht  erkennen,  ob  ihr  ein 
verschwindender  Wertli  zukomme,  indem  in  diesem  Falle  eine  oder  mehrere 
der  Functionen  f^  mit  zwei  gleichen  Argumenten  verschwinden  müssen. 
Findet  diess  aber  statt,  so  haben  die  Unbekannten  x  zu  einander  ein  be- 
stimmtes Verhältniss  oder  mit  andern  Worten ,  die  einzelnen  Gleichungen 
des  zur  Auflösung  vorgelegten  Systemes  sind  nicht  unabhängig  von 
einander. 

Es  kann  nun  auch  leicht  der  Werth  irgend  einer  der  Unbekannten  .r, 
z.  B.  der  von  Xp  dargestellt  werden  durch  die  Functionen  f^^^  Die  Gleichung 
2)  §  1  liefert  nämlich  für  den  jetzigen  Fall : 


2)  X,  = 


fi){p>P) 


\  fp  - 


fp+i 


f,  (P      .        P  +  1) 
/..  (P  +  1  ,  P  +  1) 


.  fA,  (p  +  1 .  p  +  2)  A.  (p.   P+1)  _  /;.  b »  pJ:-?)! 

"^  ^'^^  U  (P  +  2  ,  p  +  2)    /•„  (p+1  ,  ;;+l)       Ä.  (P-f2 ,  p-i-2)J 

_ „    r/'o  (p  +  2 . p  +  3)  //;, (p+i,p+2)  /:«_(p ,_ p+1) 

'^^  U  (p  +  3,p  +  3j    V;,  (p  +  2,p  +  2)  /•o(p-|-1,pH-1) 

Mp,  p  +  2)\     /-qO+i.p+s)  Ao  (p .    P+1)  I  4iPj_P+_:l)  1 

/;,  (p+2,p+2);       /;,  (p+3,p+3)  /•,  (p+1  ,  p+1)  "^  /;,  (p+3  ,  p+3)  J 
,  „       (  /•o(P+3.P+4)  r/'o  (p+2. p+3)  //•o(p+l,p+2)  /•«  (p  .  p  +  1) 
■^  '^^  ♦  ^(p+4,p+4)  l/o(P+3,P+3)  Vo(p+2,  P+2)  Z",  (p+l,P+l) 

_  /;>(P  .  P+2)\      A  (p+1,  P+3)  ^(P  .  p  +  1)    I  /-Q  (P  .    p+3)  -] 
/■«(p+2,P+2)y      /•o(p+3,p+3)  ^(p+l,p+lj.  "^/-o  (p+3  ,  p+3)  J 

/•« (p+2. P+4)  /A (p+1, p+2)       ^(p  .p+1)       /«  (P  .  P  +  2)\ 
^(P+4,P+4)  V/'o(P+2.P+2)       /„(P+1,P+1)       /",  (p+2  ,p+2); 

A.Cp+1.  P+4)  /;.  (p  .  P  tl)       /•«  (P    .    P  +  4)  I 


+ 


/«  (P+4,  P+4)  ^  (p+1.  p+1)       U  (p+4  ,  p+4)  » 


I    ■    •    •    «    « 
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Schreibt  man  für  den  angeführten  Werth  von  Xp  kurz 
^)  ^P  =  ^  /        N  I  p^P  9p  —  P^P+i  9p+i  +  P^P+2  9p+2  —  p^p^'s  9p+:i 

± +  (—  1)*  P^P^m  (Pp+m    + I 

80  erkennt  man  auH  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  2)  und  3)  dass  die 
Werthe  der  Coefficienten  B  der  Reihe  nach  leicht  gebildet  werden  können 
mit  Hülfe  der  folgenden  Gleichungen : 

pBp  =  1 
4)  pB^  -  pB^,  /•^(p  +  2,p  +  2)  ~  ''^''  A,  (^"+2  ,  ^+2) 

—  ;'^fM-«-2  fn  (p+'w— 2  ,  p+m)  +  pB^^^^  /„  (p+m— 3 ,  />+w) 
+ +  (-l)""-'  pBp^i  ^  (p+1  ,  /^+'«) 

Vermittels  der  Gleichungen  3)  und  4)  ibt  es  nun  ein  Leichter,  das 
SyHtem  II)  §.  1  aufzulösen,  wenn  die  einzelnen  Functionen  f^^  desselben 
von  der  Art  sind ,  dass  /J,  (r  ,  5)  =  0  ,  so  lange  «  <  r. 

§.3. 

Keduction    eines    beliebigen    Systemes    unendlich    vieler 
linearer    Gleichungen    auf  die   Form   des    in   §  2 

Behandelten. 

Es  möge  zunächst  die  Reihenfolge  der  einzelnen  Gleichungen  des 
Systemes  II  §  1,  wie  es  immer  möglich  sein  wird,  so  geordnet  werden,  dass 
in  der  q^^^  Gleichung  das  Glied  der  linken  Seite  /J,  (9  ,  q)  Xq  nicht  ver- 
schwindet; ausserdem  ordnen  wir  die  Glieder  der  einzelneu  linken  Seiten 
so,  dass  diejenigen  der  Unbekannten  x,  welche  voraussichtlich  am  beträcht- 
lichsten von  Kuli  verschiedene  Werthe  erlangen,  die  niedrigsten  Indexe 
erhalten,  und  dass  analog  diejenigen  Gleichungen,  welche  voraussichtlich 
den  meisten  Einiluss  auf  die  Werthe  der  Unbekannten  x  habcu,  die  ersten 
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.--r^^j-^    ^^ 


in  der  Beibenfolge  der  einzelnen  Gleichungen  sind.  Die  eben  genannte  An- 
ordnung der  Gleichungen  wird  meist  von  selbst  gegeben  sein  in  den  Fällen, 
wo  die  Rechnung  auf  ein  Gleichungensystem  führt,  wie  das  vorgelegte  ist. 
Diese  eben  angegebene  Eigenschaft  habe  nun  das  System  Gleichungen 

0  00 

/o  ('»  J  P)  ^p  =  ^>r 


m 


Wir  lassen  zunächst  die  Ote  Gleichung  unverändert,  schreiben  aber 
statt  f^  (0  ,  p)  einfacher  f^  (/))  und  statt  tp^  (9?^),  so  dass  also 

/o  (p)  =  /o  (0 ,  p);  (9^0)  =  <Po 

Wir  multipliciren  ferner  die  Ote  Gleichung  des  gegebenen  Systemes 
mit  A,|,  addiren  sie  alsdann  zur  Isten  Gleichung,  und  bestimmen  nun  den 
Factor  AJ  so,  dass  in  der  neuen  Gleichung  der  Coefficient  von  x^  verschwin- 
det.  Diess  geschieht,  wenn 

^1 /o  (0)  + /i  (1  ,  0)  =  0  =  A  (0) 

Den  Coßfficienten  von  Xp^  nämlich  A}  /J,  (p)  -|-  /o  (1  1  p)  setzen  wir  zur 
Abkürzung  gleich  f^  (/>)  und  schreiben  für  die  rechte  Seite  der  Gleichung, 
nämlich  Aj  {tp^  +  g^j  ,  (9,). 

Wir  multipliciien  ferner  die  Ote  Gleichung  des  gegebenen  Systemes 
mit  \\  und  die  nach  der  .eben  angeführten  Methode  transformirto  zweite  mit 
A^  und  addiren  die  so  entstandenen  Produkte  zur  2ten  Gleichung;  die 
Werthe  von  A^  und  A^  bestimmen  wir  nun  durch  die  Bedingung,  dass  in  der 
neu  entstandenen  Gleichung  der  Coefficient  von  x^  und  x^  verschwindet, 
dicss  erfolgt,  wenn: 

M  U  (0)  +  /"o  (2  .  0)  =  0  und 

während  in  der  neu  entstandenen  Gleichung  allgemein  der  Coefficient  von 
iCp,  nämlich  X\  /\  (p)  -}-  ^\  /o  (p)  +  /o  (2 )  p)  mit  f^  (p)  und  die  rechte  Seite 
der  Gleichung,  nämlich  gjj  +  ^2  (9i)  +  ^l  (%))  ™it  OP2)  bezeichnet  werden 
möge. 

Es  möge  weiter  die  Ote  Gleichung  des  gegebenen  Systemes  mit  A^  die 
erste  transformirte  Gleichung  mit  A^  und  die  zweite  transformirte  Gleichung 
mit  A3  multiplicirt  werden,  die  so  entstandenen  Gleichungen  addiren  wir 
zur  dritten  des  gegebenen  Systemes  und  bestimmen  nun  A],  A^  und  A^  so, 
dfiss  in  der  neu  entstandenen  Gleichung  die  Coefficienteu  von  ^2)  ^1  ^^^^  ^0 
verschwinden;  diess  geschieht,  wenn 

^?  A,  (0)  +  ^  (3 , 0)  =  0 

A  A  (1)  +  A  ^  (1)  +  ^  (3 . 1)  '=  0 

XI  r,  (2).+  kl  f,  (2)  +  AJ  /•„  (2)  +  /•,  (3  ,  2)  =  0  =  ^  (2) 
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Der  Coefficient  von  Xp  in  der  neu  entstandenen  Gleichung  sei  kurz  bezeich- 
net mit  f^  (/?),  wo 

und  die  rechte  Seite  derselben  sei  {q>^)  wo 

(fa)  =  V^  +  ij  M  +  n  (Vi)  +  M  (9«) 
Fahren  wir  in  analoger  Weise  weiter  fort  die  einzelnen  Gleichungen  des 
gegebenen  Systemes  zu  transformiren,  so  erscheint  als  neues  System 


I)  m  I  ^   fm  (P)  Xp  =  (<p«.) 

Ai  (p)  =  0  so  lange  p  <  m. 
Das  System  I)  kann  nun  ganz  nach  Analogie  dos  in  §  2  aufgelösten 
Systemes  behandelt  werden  und  man  erhält : 

^)  ^P  =  f     /   \  {  P^P  (^'a»)  —  p^p+i  {<Pp-hl)  +  P^/H-2  (^P+2)  +  •  •  •  • 

+  (—1)-  ;,^H-  i^P^)    + j 

wenn 

pAp  =  1 

2)  p^^,  =  — -J  ~-2)  [  »-^P+i  /"h-i  (/>  +  2)  -  p^p  />  (P  +  2)  ] 

pAp+m=J TTjT^'j  I  P'^H-"-!  /H-»,-1  0»+'«)— P-W«-!  /h-«-2(P+'«) 

+ +  (-1)—^  p^W-1  /h-i  (p+«>)  +  (-1)"-'  P^P  /i.  (?+«)] 

Um  nan  die  Werthe  der  Functionen  f  und  (9>)  zu  ennitteln ,  bedarf  es 
der  Werthe  der  eingeführten  HUlfsgrössen  l.  Um  irgend  eines  der.A.,  z.B. 
Ap  zu  bestimmen,  haben  wir  das  System  Gleichungen  aufzulösen : 

K  /•„_,  («-1)  +  a:_j  a,_j  («-1)  +  a:_2  a-j  («— 1)  + +  a;  A  («-i) 

-f  i7  /;,  (n-l)  +  /•„  (n  ,  n-1)  =  Ö 

i:_,  A-j  (n-2)  +  l:_j  A_3  («  -2)  + 

+  i;/-,  («-2)  +  AT/o  (n-2) +^  («, «— 2)=0 

i:-2  fn  -3  («-3)  H h  iJ  A  («-3)  +  i?  /•«  ('«—3) 

+  ^  («  ,  n-3)  =  0 

K  h  (1)  +  ^"  /o  (1)  +  /■«  (»  .  1)  =  0 
A7/'o(0)+Ao(«,0)=0 
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.  iK^  ^  ^s.  '^  »\  ^ 


oder  wie  wir  hierfür  kürzer  schreiben : 

n—l 


1 
m 

n-l 


U 


fn-p^i  (w — 1 — m):^0  80  lange  n — 1 — m  <C  n — p — 1. 

Auch  dieses  System  Gleichungen  kann  aufgelöst  werden  nach  Ana- 
logie des  in  §  2  behandelten  Systemes  von  Gleichungen  und  man  erhält: 

^"-f  =/;;i (yt— p_-i)  I  n-pCn-p^x  Uin,n'--p--l)—n-pCn-p-2U{n,n-p-2) 

+  „_pC„_^3/;,(«,/i-p-3)+ +  (— i)«-H-i,_pCo/;,(/j,o)  j 

wenn 

n — p^H — p — 1  1 

fn~p-2    V^~^P       ^) 

ox       ^  _       r  fn-p-7^{n~p—2)  f„  pl.^{,i—p--i) 

O)  tt  -p^n — p — 3"^  n — p^H~p — 2    f  (  Q\         H-p^n~p — | 


/"n-p-S  (^ P 3) 


fn-p-3  (n—p—3) 


n-pCn-  p-q ^  ;  " "T  )  n-pCn-p—q-^i  fn-p—q  («      P       j'+l) 

Tn-p-q  \n — p—q)  l 

n-pCn-p-q^2  ff^-p-Q  (** P ^+2) 


+  (-l)S,pC^p_,  /•«_;,-_,  (n-^p-l)  } 


Aus   der  ersten  der  Gleichungen,  die  die  Werthe  der  A  bestimmen, 
folgt  ferner  der  Werth  von  /*„  {q)  ^  ^  n  in  der  Form : 

fn  {q)  =  f,  (/i,  q)  +  lU,  {q)  +  ^'ifv  ((7)  +  ^S/'2  (y)  + +  «  A-i  ifd 

und  zugleich  ist 

(9>.)  =  Vi.  +  ^:  (9>«-i)  +  «-1  (9>— 2)  + +  ^J  (9>i)  +  ^T  (9>«) 

Setzt  man  die  für  die  X  gefundenen  Werthe  ein,  so  entsteht: 

fn{q)=foOiy  q) 


-A.(«.2)[ 


(-i)Y(«,-i)[ 


+(-i)-^.«-.^-;'^J 
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und 

_(_,).  n^  „_,)  [  +  (_  1).-  c..,^}-^ 

Aus  den  Gleichungen  3)  4)  und  5)  lassen  sich  nun  die  Werthe  von 
f^  {q)  und  ((pj  mit  Leichtigkeit  nach  und  nach  herechnen  als  Functionen 
von  den  /"q  und  g>^,  Mit  Hülfe  der  so  erlangten  Werthe  der  fn  (q) 
folgen  dann  leicht  aus  der  Gleichung  2)  die  Werthe  der  pJj^m  und  als- 
dann aus  den  gefundenen  Wcrthen  der  (9,,)  und  pAf^^  nach  Gleichung 
1)  die  Unbekannten  Xp  selbst. 

Sind,  wie  in  §  1  bemerkt  wurde,  die  Functionen  /J,  ebenso  wie  die 
Functionen  g>  nach  einem  bestimmten  Gesetze  gebildet,  so  ist  dasselbe 
auch,  wie  man  aus  den  Gleichungen  3)  4)  und  5)  erkennt,  mit  den 
Functionen  fn  {q)  und  {(p„)  der  Fall,  also  dann  auch,  wie  man  aus  den 
Gleichungen  2)  und  1)  erkannt,  mit  den  Werthen,  welche  die  Unbe- 
kannten Xp  erhalten.  Hat  man  daher  den  Werth  der  Unbekannten  mit 
dem  allgemeinen  Index  p  erhalten,  so  kann  man  daraus  ohne  weitere 
Rechnung  die  Werthe  aller  anderen  Unbekannten  x  ableiten.  Das  spe- 
cielle  Gesetz,  nach  welchem  diess  zu  geschehen  hat,  hängt  freilich  ab 
von  dem  speciellen  Bildungsgesetz  der  Functionen  /j^  und  g)  und  lässt 
sich  daher  specieller  als  geschehen  ist,  nicht  angeben. 

Die  somit  durchgeführte  Lösung  des  Systemes  linearer  .Gleichungen 


0 
m 

00 


5 


/o  (»»1  p)  ^p  =  V>» 


ist  von  ganz  besonderer  Wichtigkeit  für  die  Anwendung  der  Methode 
der  unbestimmten  Coefficienten.  So  weiss  man  z.  B.  dass,  innerhalb  ge- 
wisser Grenzen  des  Argumentes,  jede  Function  sich  nach  Kugelfunctio- 
nen  oder  nach  Fourierschen  Keiheu  entwickeln  lässt ;  mau  kann  also  auch 
von  einer  gesuchten  Function  eine  derartige  Entwickeluug  im  Voraus 
annehmen  und  die  Coefficienten  der  Entwickeluug  nach  der  Methode 
der  unbestimmten  Coefficienten  zu  bestimmen  suchen.  Sind  nun  die 
Bedingungen,  denen  die  gesuchte  Function  zu  genügen  hat,  derartig, 
dass  es  nur  eine  einzige  solche  Function  geben  kann ,  so  müssen  auch 
die  unbekannten  Coefficienten   x  der  Entwickeluug  einem  Systeme  vou 
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Bedingungsgleichungen  genügen,  wie  das  eben  hingeschriebene  ist. 
Kennt  man  nun  aber  durch  Auflösung  des  Systemes  linearer  Gleichungen 
den  allgemeinen  Werth  von  Xp,  so  kann  man  auch  mit  leichter  Mühe 
die  Functionen  selbst  finden,  bei  deren  Entwickelung  nach  Kugel- 
functionen  oder  Fourierschen  Reihen  die  x  die  Coefficienten  bilden.  Es 
kann  nämlich  in  diesem  Falle  Xp  =^  f  {p)  &ls  Function  des  Stellen- 
indexes p  betrachtet  werden,  so  dass  die  Entwichelungen  lauten: 


5i  =/*(0)  /^  +  f{l)  P'  +  A(2)  P^  + +  /^(n)  !>'  +  ...  . 

Sj  =  ^f{0)  J{-  f{l)  cos  $  +  f(2)  C082  0  + +  f{n)  cos  n  $ -j- 

S^=  /-(!)  sin  Ö  +  f{2)  sin  2  $  + +  f{n)  sin  n  0  + 

Nun  ist  bekanntlich,  wenn  z  eine  complexe  Variable  bedeutet 


f  ^dz  =  2inf{a), 
J     z — a 


wenn  f  {z)  innerhalb  der  geschlossenen  Integrationscurve  synectisch 
bleibt.  Hat  nun  etwa  f  (z)  die  ebengenannte  Eigenschaft  für  alle 
Punkte  der  positiven  Seite  der  Zahlenebene,  Null  und  die  imaginäre 
Axe  eingeschlossen,  so  kann  man  als  Integrationscurve  wählen  die 
imaginäre  Axe  und  einen  auf  der  positiven  Seite  der  Zahlen  ebene  ge- 
legenen Halbkreis  mit  unendlich  grossem  Kadins.  Das  Integral,  aus- 
gedehnt über  diesen  Halbkreis,  verschwindet  und  es  bleibt  allein  übrig, 
wenn  allgemein  z=a:-|-iy 


/ 


^  0 

f{iy)    .     ,      /*  A<y)  j    __(  — 27r/'(a)j  wennderreelleTheilvonapositiv    |. 


\ty)    .     ,      /*  / \ty)    ,    (  — isTP/W-^wennderreelleTheilvonapositiv    | 

' — a    ^  *     I   iy — a  (         0         J  wenn derreelloTheil von a negativ) 


Es  bedeute  nun  a  irgend  eine  Zahl  p  der  reellen  Zahlenreihe  von 
1  bis  oo,  dann  folgt  aus  der  eben  erlangten  Belation,  wenn  in  ihr  noch 
die  Integrationsgrenzen  sämmtlich  auf  0  bis  oo  zurückgeführt  werden: 


\iy-P)niy)-{iy+p)f{-iy)  ^^  _  ^ 


Q  y*+p* 


r  -  Qy+p)  /  Qy)  -f  («y-p)  f  (-«y)  a«=-2 nfi«) 

Verbindet  man  diese  beiden  Gleichungen  durch  Addition  und  Sub- 
traction,  so  erhält  man 


OD 


0 

oe 


*>)      ,    J  y+f 2 dy^infip) 
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In  dem  besonderen  Falle  p  =  0  schliessen  wir  den  Ausnahme- 
pankt  Nnll  dorch  einen  nach  der  positiven  Seite  der  Zahlenebene  sich 
erstreckenden  Halbkreis  von  der  Fläche  aus,  die  die  Integrationscnrve 
umkreist.  Das  über  die  jetzige  Integrationscnrve  erstreckte  Integral  muss 
Null  sein.  Lassen  wir  nun  den  Radius  des  den  Nullpunkt  ausschliessen- 
den  Halbkreises  bis  zur  Grenze  Null  abnehmen,  so  ergiebt  sich: 


O  —CD 


Oder: 


o)       ./ifc^!iS^ttM*-iWCO) 


J^s 


Setzt  man  nun  die  Werthc  von  f  (0)  und  f  (p)  aus  den  Gleichungen 
a  und  c  ein  in  die  obige  Summe  S.^,  so  erhalt  man 


COS  2  $       y  cos  3  Ö 

1      o2  I  -.2     r 


2»  +  y«    '     ^»+y» 


I    y  cos  n  g   •  ^f(-iy)-f{J^iy) 

Oder  weil 


1     ,  y  cos  ö   ,    ycos29      yco«3ö    ,  j^ycosn^    ^^ 

2  y  +  1«  +  y2  +  22+P  "'■  32+y»"'" "^  nHV 


oe 

6)  Sj=  /  ■ 


Setzt  man  ferner  den  Werth  von  f  (p)  aus  der  Gleichung  h  ein  in 
die  Summe  /S3,  so  entsteht: 


PrisinO 


•   •  •    « 


Nun  ist 


.72   «    92 _L «2 "r  q2  j_ ^ "T r  "2"i_ ,/2  "r 


l2  +  y2-r22  +  y2    .     32+y2    .  .     ^2_^_y. 

=  ln ~ 7i;>ö>0 


folglich  ist  auch 
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00 


/      /      3         ^  ^Äy ^— iry  2  j  ^     ^ 

0 

Durch  die  Formeln  6)  und  7)  sind  die  Functionen  selbst  gefunden, 
die,  nach  Fourier  entwickelt,. die  Unbekannten  Xp  des  Systemes  linearer 
Gleichungen 


0 

m 

OD 


^  ^  ('W  ,  PJ  ^p  =  9>m 

0 


zu  Entwickelungscoefficienten  haben. 

Es  hat  bekanntlich  keine  Schwierigkeit,  das  Gültigkeitsintervall  der 
Formeln  6)  und  7)  noch  weiter  auszudehnen,  als  die  beigefügten  Gren- 
zen anheben. 

Sollte  die  Bedingung,  dass  Xp  =^  f  {p)  synectisch  bleibt  auf  der 
ganzen  positiven  Seite  der  Zahlencbene,  wenn  man  für  p  die  complexe 
Zahl  X  -]-  iy  setzt,  nicht  erfüllt  sein,  so  hat  diess  für  die  Ilerleitung 
der  Formeln,  die  anstatt  der  6)  und  7)  auftreten,  weiter  keine  Wirkung, 

als  dass  andere  Integrationswego  der  Formel    I  — —  dz  =^2  n  i  f  (a) 

gewählt  werden  müssen.  Darauf  hier  weiter  einzugehen  ist  nicht  der  Oil. 
Um  ferner  die  Function  S^  von  d  zu  erhalten,  die  bei  Entwickelung 
nach  Kugelfunctionen  die  Unbekannte  Xp  =  f  (p)  zum  Coefficienten 
von  PP  besitzt,  braucht  man  nur  die  Dirichlet'sche  Formel**)  zu  be- 
nutzen : 

$  n 

2'  r  cos  X  w  cos  n  CD  .    2    /*  sin  X  cp  cos  n  w 

njy2{cos<p  —  cosO)  'JtJy2{cosQ — coscp) 

in  der  man,  im  Falle  n  ==  0,  die  H&lfte  der  rechten  Seite  zu  nehmen  hat. 
Substituirt  man  den  Werth  von  P"  {cos  ö)  in  die  Entwickelung  von  Sy^ ,  so 
erhält  man : 

^J    y  2  {cosq)  —  cos^)  ' 

'^f{n)cosn(p'\ •   I  d(p 


n 


+  A  r^t^y ^  I  ^  f(o)  +/•(!)  cos  g>+n2)  C05  2  9,  +  . . . . 

%y  ^  (cosÖ  —  cos^)  ^ 

-\- f{^l)cosn^)-\ >  ^9 


*)  Man  vergl.  hierüber :  Sclilömilcli,  De veloppement  de  deux  formules  suinraatoires. 
Journal  von  Crello  Bd.  42,  pag.  125  seqq. 

••}  CreUe,  Journal  f.  Mathem.  Bd.  XVn.  p.  41. 
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Diese  Gleichung  vereinfacht  sich  aber  hei  Anwendung  der  Formel  6)  in: 


J    y2{cos$—cosfp)J  e^y  —  e-^y  2f  > 

Die  Formel  8)  gilt  natürlich  unter  denselben  Voraussetzungen ,  über 
Xp  =  Xjc-^iy  =f(z)y  unter  denen  auch  die  Formel  6)  galt,  während  die  nach 
6)  über  g)  aufzustellende  Bedingung,  nämlich  tt  ^  9)  ^  0,  durch  die  Gren- 
zen der  zweiten  Integration  von  selbst  erftillt  ist. 

Da  nach  der  Gleichung  1)  der  Werth  irgend  einer  Unbekannten  Xp  zu- 
nächst immer  in  Form  einer  unendlichen  Reihe  erscheint,  so  versteht  es 
sich  von  selbst,  dass  nur  solche  Werthe  von  Xp  wirklich  brauchbar  sind, 
für  welche 

bei  hinreichend  grossem  m  kleiner  wird  als  jede  noch  so  kleine  Grösse  ö. 
Dieser  Umstand  bildet  auch  das  allgemeine  Kriterium  darüber,  ob  das  vor- 
gelegte System  Gleichungen  überhaupt  zulässige  Lösungen  besitze.  Die 
speciellen  Hegeln  darüber  können  ohne  Weiteres  aus  der  Theorie  über 
die  Convergenz  unendlicher  Reihen  übertragen  werden. 

§4. 

Beispiel. 

Gesetzt  es  sei  zur  Auflösung  vorgelegt  das  System  Gleichungen 

00 


0 
m 

00 


I 


P  aj*    »Tp  =  C^ 


0 

so  ist,  verglichen  mit  der  zu  Grunde  gelegten  allgemeinen  Form  eines  sol- 
chen Systemes  Gleichungen: 

pttan  erhält  dann  zur  Bestimmung  der  Functionen  f^  {g)  und  (9^)  aus  den 
Gleichungen  3)  4)  und  5)  von  §  3 : 

f\  (</)  =  «y  —  «0 


,  c„ 

1; 

2^1  

l^i^o  — 

1; 

3^2  ■   - 

^1  3^1 

«2 
«1 

«0 
"0 

3^0 

«2          «0 
«1           «0 

A  (9)  =  («V  —  «0)  K  —  ^i)  ^9  —  «2) 


14   lieber  Auflös.  eines  Systemes  von  unendl.  vielen  linearen  Gleichungen. 
A-  _  i .   r  —  («8  —  «o)  ("a  ~  "i) 

^^'  =  &=?T&^i  -  ?=?  ^^  (?)=K-««)  K-«i)  K-«2)  K-«3) 

^^«2 — aj  ^^flfj — «o;       a^ — ctq 


(«3  —  <^o)  (^3  --  «i)  _  «3  -^«0  ___  (<^3  —  «o)   (^^s  —  «j) 

(«2  —  «l)   («^1  —  «o)  «1  —  «0  («^2  —  «l)  («2  —  «o) 


(9^0)  =  1 

w  =  (<  —  «0)  (^  —  «1) 

(9>3)  =  ('  —  «0)  (^  —  «1)  (<  —  «2) 

(9>4)  =  ('  -  «0)  (<  -  «1)  ('  -  «2)  ('  -  «3) 

Man  erkennt  hieraus  bereits,  dass  fn  (9)  nnd  (jp^  die  Form  haben 
müssen : 

fn  {q)  =  {^q  —  «o)  («^  —  Oft)  (a^  ~  «2)  .  •  •  .  .  (cf^  —  a„_^) 

(9«)   =   (^  —  «o)    if  —  «1)    ('  —  «2)    ('  —  «»-1) 

Resultate,  deren  Richtigkeit  man  noch  durch  die  nicht  schwierige  aber 
umständliche  Rechnung  des  Schlusses  vom  nten  Gliede  auf  das  (fi-|-l)te 
Glied  nachweisen  kann. 

Die  Determinante  des  gegebenen  Systemes  Gleichungen  ist  nun 

n  =^00  ^^  ^"^  ~  ^^^  ""  "0^  ^"^  ""  ^^^  (**«"-  ^2) («»  —  ««- 1) 

Soll  daher  das  gegebene  System  Gleichungen  wirklich  so  bestehen 
können,  dass  seine  einzelnen  Gleichungen  unabhängig  von  einander  sind, 
so  darf  die  Determinante  nicht  verschwinden  oder  es  müssen  die  einzelnen 
a  durchgängig  von  einander  verschiedene  Werthe  besitzen. 

Setzt  man  die  für  fn  (9)  erlangten  Werthe  ein  in  die  Gleichungen  2)  §  3, 
so  entsteht: 

pAp  =  1 
l      _  1 


V^V^l 


(«/H-l  —  «p)  («P+2  —  «p) 

V  ^^~  (a^j  _  up)  (a;^2  —  «p)  («;4-3  —  «p) 


p^p+m 


K+i  —  «p)  («H-2  —  «/»)  («IH^  — «p) («P4-W  — «p) 
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and  die  Gleichung  1)  §  3  ergiebt  jetzt : 

ic  ^  (^  "^  ^o)  (^  —  ^i)  (^  ~  ^2)  (^  —  <^3) 0  —  «P-i)  i^        t  —  ap 

i      (^  —  «p)  (<  —  <^P+i)    _  (<  —  gp)  (<  —  «,^,0  (/  -  a^  ^ j 

(ap+,-flrp)(a,^— Afp)        («p+|-«i>)  («iH-2-«p)  («H-3-«p)  "~  '      *     ' 
Oder,  wie  man  leicht  findet : 

**         («P~«o)  («p-«l)  («P— «2) («P— «p-l)  K— «P+l)  K-«|>+2) 

Durch  diesen  Werth  von  Xp  ist  das  gegebene  System  Gleichnngen  voll- 
ständig aufgelöst,  da  man  für  p  jede  der  ganzen  Zahlen  von  0  bis  00  setzen 
kann^). 

Ob  der  gefundene  Werth  von  Xp  überhaupt  branchbar  sei,  hängt  davon 
ab,  ob  das  unendliche  Product,  das  den  Werth  von  Xp  stellt,  einen  end- 
lichen Werth  besitzt  oder  nicht,  gleichgültig,  welche  positive  ganze 
Zahl  p  sei. 


*)  Vergl.  Lagrange,  Mem.  de  Berlin  1776  p.  185.  Cauchy,  J.  de  l'^c.  polyt.  Cah.  17 
p.  73. 


n. 

üeber  die  elektrodynamische  Wechselwirkung  der  Theile 
eines  elektrischen  Stromes  von  veränderlicher  Gestalt. 

Von 

Dr.  Ludwig  Boltzmann. 


(Mit  1  Tafel.) 


Ampere  gründete  sein  Gesetz  für  die  Wechselwirkung  zweier  Ele- 
mente eines  elektrischen  Stromes  auf  qualitative  Versuche.  Seitdem  fand 
dieses  Gesetz  durch  die  schönen  quantitativen  Versuche  Web  er' s  eine 
ausgedehnte  Bestätigung. 

Allein  Weber  operirte  blos  mit  sogenannten  Soleuoiden,  prüfte  also 
blos  die  Wirkung  fester  geschlossener  Ströme  auf  andere  feste  geschlossene 
Ströme  (wenigstens  solcher,  welche  für  das  Experiment  als  in  sich  ge- 
schlossen angesehen  werden  konnten).  Es  erschien  mir  daher  nicht  ohne 
Interesse  zu  sein ,  die  Wechselwirkung  der  Theile  eines  Stromes  auch  in 
Fällen  quantitativ  zu- bestimmen ,  wo  nicht  jeder  der  festen  Theile  für  sich 
bereits  als  ein  geschlossener  Strom  angesehen  werden  kann.  In  diesen  Fäl- 
len ist  der  quantitativen  Bestimmung  namentlich  die  grosse  Zähigkeit  des 
Quecksilbers  hinderlich,  das  man  als  Verbindungsmittel  der  beweglichen 
Stromtheile  nicht  entbehren  kann.  Ich  untersuchte,  um  diesen  Uebelstand 
möglichst  zu  vermeiden,  einen  Strom  von  unveränderlicher  Länge,  aber 
veränderlicher  Gestalt,  so  dass  also  Gleitstellen  gänzlich  vermieden  wurden 
und  sich  die  beweglichen  Stücke  an  den  Verbindungsstellen  blos  im  Queck- 
silber zu  drehen  brauchten.  Die  Keibung  in  demselben  war  auf  diese 
Art  freilich  nicht  ganz  vermieden ,  aber  sie  erschien  doch  auf  ein  Minimum 
reducirt. 

1«  Beschreibung  des  Apparates. 

Der  Apparat,  den  ich  zu  diesem  Zwecke  anwandte,  ist  in  Fig.  1  sche- 
matisch dargestellt.  Die. beiden  Linien  GEA  und  IJFD  sind  Kupfcrdiähte, 
die  auf  einer  passenden  hölzernen  Unterlage  festgemacht  sind.   Die  Enden 
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G  und  H  derselben  werden  mit  den  Polen  einer  Batterie  verbunden.  Die 
Stücke  GE  und  HF  laufen  parallel  und  befinden  sich  in  möglichst  geringer 
Entfernung.  Die  Stücke  EA  und  FD  dagegen  sind  so  gebogen,  dass  sie  in 
eine  and  dieselbe  horizontale  Linie  AD  fallen. 

Dieselben  sind  an  den  Enden  ^  und  2)  etwas  nach  abwärts  gebogen 
und  tragen  daselbst  je  ein  kleines  Kupferschälchen.  AB  und  CD  sind  eben- 
falls zwei  an  den  Enden  etwas  nach  abwärts  gebogene  Kupferdrähte.  Die 
Enden  B  und  C  derselben  tragen  zwei  Kupferschälchen  von  derselben  Be- 
schaffenheit, wie  die  der  früher  betrachteten  Drähte.  Die  Enden  A  und  D 
dagegen  sind  mit  einer  feinen  Stahlspitze  versehen,  welche  in  den  Schäl- 
chen  A  und  D  aufruht. 

Um  die  Reibung  der  Stahlspitze  zu  vermindern  ist  jedes  der  Kupfer- 
schälchen in  der  Mitte  durchbohrt  und  in  dasselbe  ein  Granathütchen ,  wie 
man  dieselben  bei  Bussolen  verwendet,  eingelegt.  Fig.  2  giebt  einen  Quer- 
schnitt des  Schälchens  bei  D  sammt  der  darin  ruhenden  Spitze.  Die  Kupfer- 
drahte  AB  und  CD  sind  an  zwei  hölzernen  Stäben  IK  und  LM  befestigt, 
welche  bei  K  und  M  mit  passenden  Gegengewichten  versehen  sind,  so  dass 
sie  bei  horizontaler  Lage  von  AB  und  CD  auf  den  Spitzen.  A  und  D  balan- 
ciren.  BC  ist  ebenfalls  ein  an  seinen  Enden  mit  Stahlspitzen  versehener 
Kupferdraht,  welcher  genau  in  derselben  Höhe  in  den  Schälchen  B  und  C 
balancirt ;  er  trägt  bei  N  etwas  tiefer  ein  Gegengewicht. 

Um  die  Reibung  zu  vermindern,  sind  an  den  Holzstäben  /JSTund  LM 
bei  A  und  D  Coconfäden  befestigt,  welche  über  eine  Rolle  laufe<i  und  an 
dem  andern  Ende  so  gewählte  Gewichte  tragen,  dass  auf  die  Spitzen  A  und 
D  nur  ein  ganz  kleiner  Druck  nach  abwärts  übrig  bleibt.  Die  Länge  der 
Linien  AB,  BC,  CD  und  DA  beträgt  338%  Mm. ,  die  Dicke  der  Drähte  etwa 
2  Mm.  Die  Schälchen  wurden  nun  so  weit  mit  Quecksilber  gefüllt,  dass  der 
Strom  direct  vom  Schälchen  in  die  Kupferdrähte  übergehen  konnte  und  die 
Stahlspitzen  nicht  zu  durchlaufen  brauchte,  weil  dieselben  sonst  durch  die 
starken  angewandten  Ströme  gelitten  hätten.  Werden  nun  die  Drahtenden 
G  und  H  mit  den  Polen  einer  Batterie  in  Verbindung  gesetzt,  so  durch- 
fliesst  der  Strom  die  Kupferdrähte  in  der  durch  die  Pfeile  angegebenen 
Richtung.  Man  sieht,  dass  die  vom  Strome  durchflossene  Figur  ein  Rhom- 
bus ist,  in  welchem  bloss  die  Winkel  der  Seiten  variabel  sind.  Umfliesst  der 
Strom  den  Rhombus  von  West  über  Nord  nach  Ost,  so  sucht  sowohl  die 
Einwirkung  des  Erdmagnetismus  als  auch  die  Wirkung  des  Stromes  den 
Hhombus  in  ein  Quadrat  zu  verwandeln.  Hat  dagegen  der  Strom  die  ent- 
gegengesetzte Richtung,  so  kehrt  sich  die  Einwirkung  des  Erdmagnetismus 
um,  während  die  des  Stromes  auf  sich  selbst  unverändert  bleibt.  In  diesem 
Falle  ist  das  Quadrat  eine  labile  Gleichgewichtslage  und  die  stabile  tritt 
bei  irgend  einem  andern  Winkel  ein.  Derselbe  wächst  mit  zunehmender 
Stromstärke,  bis  er  endlich  bei  sehr  grosser  Stromstärke  gleich  einem  rech- 
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ten  wird,  wo  dann  die  labile  Gleichgewichtslage  aufhört,  was  durch  die 
späteren  Rechnungen  begründet  werden  soll. 

Alle  diese  Erscheinungen  zeigen  sich  bei  der  grossen  Beweglichkeit 
des  Apparates  schon  recht  auffällig  bei  Anwendung  von  6  Smee^scben  Ele- 
menten, und  dürfte  sich  daher  der  Apparat  bei  seiner  leichten  Herstellbar- 
keit auch  als  elektrodynamischer  Vorlesungsapparat  gut  eignen,  wobei  viel- 
leicht noch  die  Granathütchen  und  Aequilibrirung  durch  die  Bollen  weg- 
gelassen werden  könnte.  Zum  Zwecke  der  Messung  war  natürlich  eine 
Kraft  nöthig,  welche  den  Rhombus  in  eine  bestimmte  Lage  zu  bringen 
suchte.  Es  wurde  zu  diesem  Zwecke  an  den  Holzstab  LM  auch  im  Funkte 
S  in  der  Entfernung  von  98^/^  Mm.  von  D  ein  Goconfaden  und  vertical 
unter  demselben  ein  Gewicht  von  10  Grammen  befestigt. 

Das  andere  Ende  des  Coconfadens  wurde  an  einem  horizontalen  Stabe 
festgemacht,  der  um  eine  verticale  Axe  drehbar  war.  Die  Axe  wurde 
ausserdem  noch  mittelst  eines  Senkels  vertical  Über  die  tiefste  Stelle  des 
Schälchcns  D  gestellt.  Das  Gewicht  sucht  dann  immer  vertical  unter  dem 
oberen  Befestigungspunkt  des  Coconfadens  zu  stehen  und  hält  daher  den 
Rhombus  in  einer  bestimmten  Lage  mit  einer  bestimmten  Kraft  fest,  welche 
Lage  jedoch  durch  Drehung  des  Stabes,  an  dem  der  Coconfaden  festge- 
macht war,  beliebig  variirt  werden  konnte. 

Es  ist  natürlich,  dass  dann  der  Winkel  des  Rhombus  durch  die  elektro- 
dynamischen Kräfte  nur  unbedeutend  verändert  wurde.  Um  diese  Winkel- 
veränderungen mit  Genauigkeit  messen  zu  können,  war  am  Holzstabe  LM 
im  Funkte  D  ein  kleiner  Spiegel  angebracht,  auf  den  mittelst  eines  Fern- 
rohres visirt  wurde.  Der  Spiegel  war  ausserdem  noch  um  eine  verticale 
Axe  gegen  den  Holzstab  drehbar.  Der  ganze  Apparat  befand  sich,  um 
gegen  den  Luftzug  möglichst  geschützt  zu  sein,  in  einem  allseitig  verschlos- 
senen Kasten ,  der  nur  für  den  Spiegel  ein  mit  einer  plan  parallelen  Glas- 
platte verschlossenes  Loch  hatte.  Ich  bemerke  noch,  dass  der  Draht  ^2) 
direct  mittelst  einer  Libelle,  die  übrigen  Drähte  aber  durch  Verschiebung 
der  Gegengewichte  auf  den  Holzstäben  unter  Vergleichung  mit  nahe  an- 
liegenden, mittelst  Libelle  horizontal  gestellten  Stäben  horizontal  gemacht 
wurden. 

2.  Theorie  der  auf  den  Rhombus  wirkenden  Kräfte. 

Ich  will  nun  zur  Berechnung  der  an  diesem  Apparate  zu  beobachten- 
den Erscheinungen  übergehen. 

Ich  will  zu  diesem  Zwecke  die  Länge  einer  Seite  des  Rhombus  ABf^i 
etzen  (vergl.Fig.3);  ich  nehme  an,  dass  auf  ein  Längendifferential  ds^  der 
Seite  AB^  das  sich  in  der  Entfernung  s^  vom  Funkte  A  befindet,  in  Folge 
der  elektrodynamischen  Kräfte  die  Gesaramtkraft  R^  ds^^  auf  ein  Längen- 
differential ds2  der  Seite  BC  die  Gesammtkraft  R^ds^  und  auf  ein  Längen- 
differential ds^  der  Seite  CD  in  der  Entfernung  s^  von  D  die  Gesammtkraft 
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^  ^  --  >--^  j^    • 


/{3(/^3^  ausgeübt  werde.  Ausserdem  wirkt  noch  auf  den  Pankt  S  die  hori- 
zontale Componente  Q  des  Zuges  des  daselbst  angehängten  Gewichtes  in 
einer  Richtung  senkrecht  auf  CD,  Der  Winkel  der  beiden  Geraden  AB 
und  AD  soll  a  heissen.  Vergrössern  wir  denselben  um  da,  so  soll  das  Ele- 
ment ds^  die  virtuelle  Verschiebung  ^p^ ,  das  Element  ds^  die  Verschiebung 
^P29  d^s  Element  ds^  die  Verschiebung  ^pj,  endlich  der  Punkt  S  die  Ver- 
schiebung iq  erleiden.  War  der  Winkel  or  eine  Gleichgewichtslage,  so  muss 
die  Gleichung  bestehen: 

0  0  0 

worin  mit  jP^,  Pj  ^^^  ^3  ^^^  Componenten  der  Kräfte  i?|,  i?2  ^"^  ^3  ^^  ^^'^ 
Eichtung  der  virtuellen  Verschiebungen  öp^^  dp^  und  ^^3,  also  in  einer  Rich- 
tung senkrecht  auf  ^^  oder  CD  bezeichnet  wurden.  Dieselben,  sowie  die 
Kraft  Q  sollen  positiv  gezählt  werden ,  wenn  sie  die  durch  den  Pfeil  YZ 
Fig.  3  dargestellte  Richtung«  negativ,  wenn  sie  die  entgegengesetzte  Rich- 
tung haben. 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  die  Werthe : 

^P\  "^^  *1  ^^»  ^P2  =  ^^^^  ^Pz  ==  ^3^*^)  ^9  =  ^^^ 

ein,  wobei  m  die  Länge  des  Stückes  DS  ist  und  dividirt  durch  da  weg,  so 
ergiebt  sich : 

1)  J  P,8,ds,  +  /  /  P^ds^  -f  /  P^s^ds^  -(-  Om  =  0. 

0  0  0 

Die  Kräfte  P^ds^^  -^2^*2  ^^^  P^^h  bestehen  aus  2  Theilen:  der  Compo- 
nente der  Einwirkung  des  Erdmagnetismus  A^ds^ ,  ^2^^2  ^^^  ^:i^h  ^^  ^^^ 
Richtung  FZ,  und  der  Componente  der  Wirkung  des  Stromes  auf  das  be- 
treffende Stromelement  in  derselben  Richtung. 

Vom  Erdmagnetismus  wirkt  auf  ein  horizontales  Stromelement  ds  in 

horizontaler  Richtung  bloss  die  Verticalcomponente,  und  zwar  mit  der  In- 

Vids 
tensität  --f=  gegen  die  Linke  einer  mit  dem  Gesichte  nach  abwärts  im 

Strom  schwimmenden  Figur.  In  dieser  Formel  bedeutet  V  die  In- 
tensität der  Verticalcomponente,  t  die  Stromintensität,  gemessen  in 
elektrodynamischem  Maasse.  Diese  Wirkung  fallt,  wenn  der  Strom  von 
der  Intensität  t  den  Rhombus  in  der  Richtung  von  West  über  Nord  nach 
Ost  durchfliessty  für  die  Seite  AB  mit  der  Richtung   TZ  zusammen.    Man 

hat  daher : 

Vi 

Für  die  Seite  CD  ist  sie  der  Richtung  YZ  entgegengesetzt,  daher 

_         -IL 
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r  vx -^yv^  N^  %*  N-^^^V^  \^  \^  x^    V  ^^-\^-^^  ^^N^    »•^>.  \j  V*  . 


Für  die  Seite  BC  scbliesst  sie  mit  TZ  den  Winkel  cc  ein ;  es  wird^  also : 

Vi 
A^S2  =    y —  COS  a  dS2» 

Die  Glieder ,  welche  der  Erdmagnetismus  in  die  Gleichung  1)  liefert, 
sind  daher: 

^^.        Vi       n  Vil  cos  a     f  Vi       P  Vil^  cos  a 

0  0  0 

Um  die  Wirkung  des  Stromes  auf  sich  selbst  zu  rechnen,  will  ich  den 
Draht  AB  mit  /,  den  Draht  BC  mit  //,  den  Draht  CD  mit  III  und  den  Draht 
^2>mit/F  bezeichnen  und  die  Glieder  gesondert  betrachten,  welche  die 
Wirkung  eines  jeden  dieser  Drähte  auf  jeden  anderen  liefert.  Es  seien  zu- 
nächst in  Fig.  4  LAI  und  MN  zwei  im  Funkte  M  zusammenstossende  Prähte, 
welche  von  einem  Strome  in  der  durch  die  Pfeile  angezeigten  Richtung 
durchflössen  werden  und  mit  einander  den  Winkel  ß  bilden.  Die  Ab- 
stossung  der  Elemente  ds  und  äs'  in  den  Entfernungen  s  und  $  von  M  ist 
nach  dem  Ampere' sehen  Gesetze 

i^  dsds  /        n    I    o         ^        ^f  \ 
p  = ~ — f   cos  ß  -j-  ^  cos  Q  cos  Q     j  ; 

darin  ist: 

r^  =  5*  -|-  /2  —  2ss'  cos  ß 

^       s'  cos  ß  —  $       ^,       s  cos  ß  —  s' 
cos  0  == cos  0  = ; 


es  ist  daher: 

t^  ds  ds' 


P  = 


2r^ 


l  —  s^  cos  ß  —  s'^  cos  ß  -^  Sss'  —  ss'  cos^  ß  j  . 


Für  die  Wirkung  des  Drahtes  IV  auf  /  ist  j3  =  a  zu  setzen;  die  Com- 

.ponente  dieser  Wirkung  in  der  Richtung  TZ  wird  durch  Multiplicatiou  mit 

c  siti  HC 

gefunden  und  geht  in  die  Formel  1)  mit  s  multiplicirt  ein.  Die  Wir- 

r 

kung  des  Drahtes  IV  auf  1  liefert  daher  in  die  genannte  Formel: 

i  i         ^ 

^  t^  sin  et    (*„      /*  ,  /  ss'  ( —  s'^cos  a  —  s^  cos  a  +  3w'  —  ss    cos^  a) 

*' 2~J  ^'J  ^  ,,    .     ,,       ^       ;i 

^        ^  is^  -{-  s^  ^  2  SS  COS  ap 

Für  die  Wirkung  des  Drahtes  //  auf  I  ist  ß  =  180  —  a  zu  setzen ,  s 
und  s'  sind  jetzt  die  Distanzen  der  Stromelemente  vom  Punkt  B.  Dieselbe 
wird  daher  gleich : 

i'-^  ds  ds'  {s^  COS  a  -|-  s'^  cos  a  -f-  3  w'  —  ss  cos^  a) 
(s'^  +  s'^  +  2  ss'  cos  of)^ 
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Ihre  Componente  in  der  Richtung  7Z  wird  wieder  durch  Multiplication 

niit  gefunden.    Multiplicirt  man  zudem  noch  mit  dem  Abstand  des 

Elementes  ds  von  A  also  mit  /  —  /  und  integrirt ,  so  erhält  man  für  den ' 
Ausdruck,  welchen  die  Wirkung  des  Drahtes  II  auf  i  in  die  Gleichung  1) 
liefert 

r  s'm  a  I*       /* .  '  (^  —  0  ^  (^^  cos  a  +  s^  cosa  -4-  iiss'  —  ss'  cos^a) 
/?„    =  —  —  I  ds  I  ds 

2     '/       -J  •      {s^  +  s'^  +  2ss  cosa)i 

Die  Wirkung  des  Drahtes  II  aui'  HI  ist  gerade  so  gross,  wie  die  von'  IV 
auf  / ,  aber  sie  ist  entgegengesetzt  gerichtet  und  mit  /  —  s'  statt  /  zu  mul- 
tipliciren;  sie  liefert  daher: 

1^  sin  a  r       /*./(/  —  *')  s  {s^  cos  a  -\-  s'  cos  a  —  3s s'  +  **'  <^05^  a) 
^2  3'=  — T^ —  /  "*'   f  "^ s ~ 

^      *{         %  (,2  _f.  /2   _   2  «/  C05  a)t 

Die  Wirkung  des  Drahtes  IV  dM^  III  ist  gleich  und  entgegengesetzt 
gerichtet  der  Wirkung  von  II  auf  /  und  mit  s  statt  /  —  /  zu  multipliciren ; 
liefert  daher 

i^  sin  a    i\     i\  ,  ss'  (s^  cos  et  +  ^'^  cos  et  -\-  3  ss  —  s/  co«'  a) 
/?j3= —  -    I  ds  I  ds  — ^ -^ -^ r ^ 

^       '{      '{     ,  (52  +  5-2  +  2  w  C05  cr)i 

Die  Componenten  der  auf  die  Bogen-Differentiale  des  Drahtes  II  wirk- 
samen Kräfte  gehen  in  die  Formel  1)  mit  /  multiplicirt  ein.  Sie  sind  gleich 
und  entgegengesetzt  bezeichnet  mit  den  Componenten  der  Wirkung  des 
Drahtes  //  auf  die  übrigen  Drähte.  £s  liefert  daher  die  Wirkung  des 
Drahtes  I  auf  //: 

t^  /  sin  a     /*       /'.  •  ^  {s^  cos  a  -\-  s'^  cos  a  -\-  3  ss'  —  ss'  cos^  a) 
^        %      %  {s'^  +  s'^  +  2  SS  coscc)i 

und  die  Wirkung  von  ///  auf  //: 

' ,  f  s'  ( — 5^  cos  a  —  s'^  cos  (x  -\-  S  ss'  —  ss'  cos"^  a) 


(5^  +  5'^  —  2  5/  cos  a)2 


i^  /  sin  et  /*       /*    , 
^3  2  = -^     -J  dsj  ds 

0        0 
Die  Summe  aller  dieser  Ausdrücke  ist: 

^4  I   +  ^21  +  ^23  +  -^43  +  ^I  2  +  ^32   = 
l  i 

^    ,          /*,     /'.'**  ( —  s^  COS  a  —  s^  cos  o  +  ^  ss'  —  ss'  cos^  a) 
==  r  stn  a    I  ds  1  ds ' 

^     ^  r«2  j_  ,'2  —  0  0-'  ^n-  ^\\ 


0       0 
/       / 


(*2  +  5  ^  —  2  SS  cos  a)^ 


o    .          /*,     /* .  '  ^*  (*^  ^os  a  -4-  s"*  cos  «4-3  ss'  —  ss'  cos'^  a) 
r  stn  a    I  ds  I  ds ^^ ^ 

%       %  {s^  +  s^  +  2ss  cosa^i 
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Es  sind  noch  die  Glieder  zu  bestimmen,  welche  die  Wirkung  je  zweier 
unter  einander  paralleler  Drähte  liefert.    Seien  in  Fig.  5  ds  und  ds'  zwei 
Elemente  der  Drähte  1  und  ///  in  der  Entfernung  s  und  s'  von  dem  Funkt 
*  yi  und  2>,  so  ist  nach  dem  Ampere 'sehen  Gesetze  ihre  Abstossung: 

fi  ds  ds 


^ ^ 


-  ( 1  +  f  cos  8  cos  &  j  , 


wobei 

r^,         l  cos  a  +  «'  —  s 

cosd==  —  cosQ  = 

r 

r^  =  /2  +  (/  _  5)2  +  2  /  cos  cc  (/  —  s). 
Nach  Einsetzung  dieser  Werthe 'erhält  man: 

P  ds  ds' 


r* 


r^  —  i  (l  cos  €c  -^  s'  —  sy 


Die   Gomponenten    der  Wirkung   des  Elementes  ds'   auf  ds  in  der 
Kichtung    YZ  ergiebt   sich   durch   Multiplication    dieses  Ausdruckes   mit 

sin  0  = ,  die  der  Wirkung  des  Elementes  ds  auf  ds  durch  Multipli- 

cation  mit  —  ;  erstere  geht  mit  j,  letztere  mit  s'  multiplicirt  in  die 

r 

Gleichung  1)  ein ;  es  liefert  daher  die  Wirkung  des  Drahtes  III  auf  den 

Draht  /  in  die  genannte  Formel: 


ß,,  =  iUsinufsdsfds''-"-^^"''1  +  '-'^ 


0  0 

und  die  Wirkung  des  Drahtes  /auf  ///  liefert: 


Ä.3  =  f  l  Sin  «fdsfs  ds'  ~r'  +  Hlcos''-^s-sy 


0 


Die  Abstossung  eines  Elementes  ds  des  Drahtes  IV  auf  ein  Element 
ds'  des  Drahtes  II  ist  durch  dieselbe  Formel 


1*  ds  ds 


T  1 

-    r*  —  ^  (/  cos  of  +  5'  —  sY 


^  =  — ;«■ 

gegeben,  in  der  jetzt  s  den  Abstand  des  Elementes  ds  von  A^  s   den  des 
Elementes  ds'  von  B  bedeutet.    (Fig.  6.) 

Von  dieser  Kraft  ist  die  Gomponente  in  der  Richtung  FZ,  also  senk- 
recht auf  AB  zu  nehmen.  Bezeichnet  0  den  Winkel  der  Verbindungslinie  r 
der  Elemente  ds  und  ds'  mit  AD^  so  ist  diese  Gomponente 

.    ,        ^v               q  sin  et  {s  —  s)                          _          l  cos  a  -\-  s  —  s 
—  q  stn  (of — 6)  = ,    wegen  cos  0  = 
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sin  6  = .     Dieselbe  ist  noch  mit  /  zu  multipliciren  und  zu  integriren 

and  liefert  daher  in  die  Gleichung  1): 

B,,  =  i^l  sin  «jäsjds'  (,'  -  s)  ili^i^L+^'jZ-'- - 

0  0 

Die  Summe  aller  Glieder,  welche  die  Wirkung  zweier  paralleler  Drähte 
in  die  Gleichung  1)  liefert,  ist  daher: 

^3  1  +  ^1  3  +  ^4  2 

/  / 

—  sY  2  r2 


•2  I    •         /^     r^  w  '        .  3  (/  C05  a  +  s 
=  t*  l  stn  a    I  ds  I  ds  {s  —  s)  — ^^ '    ,.  - 


0  0 

/        / 


==:  t^  l  stna    I  ds  I  ds -^^ ' ^ 

Die  Integration  liefert: 

/• '  /•         ,  ss'  ( — *^  cos  cc  —  s'^  cos  a  +  3  ss'  —  ss'  cos"^  a) 
J  Jäsäs—- 


5 


(s^  -f"  ^'^  ~  2  ss'  cos  cc)^ 

—  s^  cos  a  —  s"^  cos  a  +  ss'  (1  +  cos'^  a) 

sin^  a  y  s^  '\-  s"^  —  2  ss'  cos  a 
daher,  indem  man  das  Zeichen  von  cos  a  verwechselt : 


//' 


,  ss'  (s^  cos  cc  -4-  s'^  cos  a  A-  ^  ss'  —  ss'  cos*^  et) 
ds  ds  -^ ^       ^  ^ 


(s^  -(-  ^'2  -j-  2  SS  cos  er)  2" 
5^  cos  «  -f-  s'^  cos  a  -^  SS  {\   -f"  ^öÄ^  ^) 


sin^  a  f/~s^  -f-  s'^  +  2  ss'  cos  a 

Die  Einsetzung  der  Grenzen  Null  und  /,  sowie Multiplication  mit  i^sina 
liefert : 

-^41  +  ^21  +  ^23  +  ^43  +  -^12+  ^3  2 

/  4t  cos  CC    .         sin  %  cos  i      \ 

^  \  sin^  a    ^    2  cos^  ^  2  sin^  |  / 

Ferner  findet  man : 

,    f  (/  cos  of  +  5'  —  sy  —  2  /'  sin^  a]  (s'  —  s) 


ff 


ds  ds  ^ 


[(/  cosa  +  s  —  s)'^  +  /2  sin-  a]^ 
=  log  {l  cos  cc-\-  s  —  s  +  }/t^  +  (i'"^  sf  +  ^  Icoscc  {s  —1) 

/  cos  «-(-5'  —  s  /i_i_(^  ^^*  a  -|-  /  —  s)  cos  cc  \ 

~  j/W  -f~(7~-^^  2  rc^^is  ^T)  \  ^"^'w'  «  ) 

Substituirt  man  iu  diesem  Ausdrucke  die  Grenzen  Null  und  /  uud  mul 
tiplicirt  schliesslich  mit  t^  sin  a,  so  erhält  man : 
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4) 
=  ?  i  sin  cc 


^31  +  ^13  +  ^4  2 

cos%  (1  +  sin  \) 
log  ^  '      '  ^ 


2  cos  a 
stn*-  a 


2  sm^  ^ 


2  ros*^  ^ 


sin  ^  (1  -|-  cos  ^)  ''•'•    ^  «of/»   ^ 

Fasbt  man  nun  die  nnter  2)  gegebeneu  vom  Erdmagnetismus  stammen- 
den, fernei*  die  unter  3)  gegebenen  von  der  Einwirkung  der  gegeneinander 
geneigten  Drähte  herrührenden,  und  endlich  die  unter  4)  angeführten  von 
der  Wirkung  der  parallelen  Drähte  herstammenden  Glieder  zusammen ,  so 
verwandelt  die  Gleichung  2)  in  folgende : 


ViC^  cos  a 


+  pi 


2  cot  a  -^  sin  a  log 


cos  ^  (1  +  *'"  ^) 
sin  Tf  (1  +  cos  5) 


-\-  Q  m  =  0. 


Da  die  Veränderungen  der  Gestalt  des  Rhombus  durch  den  Strom  nur 
geringe,  die  Länge  der  Coconfäden  aber  eine  ziemlich  bedeutende  war,  so 
kann  das  von  der  Schwere  herrührende  Moment  Qm  proportional  der  durch 
den  Strom  hervorgerufenen  Veränderung  des  Winkels  or  gesetzt  werden. 
Nehmen  wir  daher  an,  dieser  Winkel  habe,  bevor  der  Strom  durchging, 
den  Werth  Oq  gehabt  und  sei  durch  die  Einwirkung  des  Stroms  um 
^  of  =  a  —  «0  gewachsen,  so  kann  Qm  =s  —  n  A  «  gesetzt  werden. 

Das  negative  Zeichen  ist  zu  wählen,  weil  durch  ein  Wachsen  des  Win- 
kels er  eine  Kraft  erweckt  wird,  welche  denselben  zu  verkleinern  strebt, 
also  der  Richtung  YZ  entgegenwirkt.   Setzt  man  noch: 

r/^  21        ^ 

-  =  a,    —  =  6, 


n 


yTn 

was  für  alle  Versuche  constante  Zahlen  sind,  so  ergiebt  sich  die  Formel: 

cos  1(1+  sin  I) 


5)       A  a  =  ai  cos  a  -f-  br 


cot  a  -j- 


stn  cc 
2 


log 


sin  ^  (l  +  cos  y) 


3.  Vergleichung  der  gefdndenen  Formel  mit  der  Er&hnmg. 

Um  die  gefundene  Formel  experimentell  zu  prüfen,  wurden  dem 
Winkel  Oq  des  Rhombus,  wenu  kein  Strom  durch  denselben  ging,  4  ver- 
schiedene Werthe  erthcilt.  Für  jeden  dieser  Werthe  wurde  bei  3,  für  einen 
bei  4  verschiedenen  Stromstärken  die  Veränderung  des  Winkels  A<y  mittelst 
der  Spiegelablesung  bestimmt,  sowohl  wenn  der  Strom  von  West  über  Nord 
nach  Ost,  als  auch  wenn  er  in  der  entgegengesetzten  Richtung  ging.  Als 
Stromquelle  dienten  1  bis  8  passend  verbundene  Gro versehe  Elemente. 

Es  zeigte  sich  bald,  dass  der  Strom  innerhalb  der  Dauer  eines  Versu- 
ches keineswegs  als  constant  betrachtet  werden  konnte.  Ich  schaltete  des- 
halb ausser  dem  Rhombus  noch  ein  in  ziemlicher  Entfernung  befindliches 
Weber'sches  Galvanometer  in  den  Stromkreis  ein,  dessen  Magnet  jedoch 
nicht  durch  die  dazu  gehörigen  Drahtrollen,  die  einen  zu  grossen  Wider- 
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stand  gehabt  hätten,  sondern  durch  einen  dicken,  vom  Strom  darchflossenen 
Messingring  abgelenkt  wurde. 

An  demselben  wurde  jedesmal  gleichzeitig  mittelst  eines  andern  Fern- 
rohres die  Stromstärke  abgelesen.  Die  Genauigkeit,  mit  der  die  elektro- 
dynamischen Kräfte  am  Rhombus  gemessen  werden  konnten,  steht  freilich 
weit  hinter  der  Genauigkeit  zurück,  welche  bloss  an  Coconfäden  aufge- 
hängte Magnete  gewähren  (wohl  hauptsächlich  wegen  der  Zähigkeit  des 
angewendeten  Quecksilbers).  Namentlich  war  zu  beachten,  dass  man  die 
Schwingungen  des  Bhombus  nicht  durch  passendes  Oeffnen  und  Schli essen 
des  Stromes  rasch  zur  Buhe  bringen  durfte.  In  diesem  Falle  zeigte  sich  die 
Ruhelage  immer  um  einige  Theilstriche  im  Sinne  des  früheren  Ausschlages 
verschoben.  Es  blieb  wahrscheinlich  im  Quecksilber  noch  eine  kleine  De- 
formation im  Sinne  des  früheren  Ausschlages  zurück.  Denn  von  einem 
Steckenbleiben  kann  um  so  weniger  die  Rede  sein ,  da  die  Beweglichkeit 
des  Rhombus  so  gross  war,  dass  die  wirkliche  Ruhe  des  Spiegels  gar  nicht 
abgewartet  werden  konnte,  sondern  sein  Stand  aus  mehreren  Ausschlägen 
berechnet  werden  musste.  Wenn  man  dagegen  die  Schwingungen,  statt  sie 
zu  dämpfen,  jedesmal  noch  etwas  verstärkte,  so  zeigte  sich  in  den  Aus- 
schlägen sowie  in  der  Ruhelage  eine  vollkommen  befriedigende  Constanz. 

Letztere  wurde  zur  Vorsicht  nach  jeder  Ablenkung  separat  abgelesen 
und  zum  Schluss  das  Mittel  als  wahre  Ruhelage  angenommen. 

Folgendes  waren  z.  B.  die  successiven  Ablesungen  im  Fernrohre, 
wenn  kein  Strom  durch  den  Rhombus  ging  bei  der  ersten  Beobachtungs- 
reihe: 111V4,  110V4,  111,  113,  112,  111,  llP/i,  1121^,  113,  111,  112,  112, 
111,  111,  nV/i. 

Die  Bestimmung  des  Winkels  cc^  des  Rhombus  in  seiner  Ruhelage  ge- 
schah durch  Messung  der  Distanz  zweier  Punkte  mittelst  des  Stangenzirkels, 
welche  auf  den  Drähten  AB  und  AJ)  in  einer  Distanz  von  300  Mm.  vom 
Punkte  J  markirt  waren. 

Damit  hierbei  die  Schwingungen  des  Rhombus  nicht  hinderlich  wären, 
wurde  derselbe  während  dieser  Messung  jedesmal  mittelst  einer  in  den  Weg 
gestellten  gabelartigen  Vorrichtung  arretirt;  dabei  erlitt  allerdings  der 
Winkel  otq  eine  kleine  Veränderung,  allein  aus  der  Zahl,  welche  jetzt  im 
Fernrohre  mit  dem  Fadenkreuze  zusammenfiel  und  derjenigen,  welche  die 
wahre  Ruhelage  bildete,  konnte  unmittelbar  auch  der  Winkel  für  die 
wahre  Ruhelage  berechnet  werden.  In  der  folgenden  Tabelle  sind  die-Ab- 
lesungen  an  dem  mit  dem  Rhombus  verbundenen  Spiegel,  sowie  die  jedes- 
maligen Stromstärken  in  Scalentheilen  für  die  4  der  Beobachtung  unter- 
zogenen Winkel  zusammengestellt : 
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'^o  — 

26^2' 

cTo  — 39059' 

c^o  — 54034' 

^0— 69015'    1 

Ablenkung^ 

Stromstärke 

Ablenkung' 

Stromstärke 

Ablenkung- 

Stromstärke 

Ablenkung 

Strom»!  ärkei 

42 

134 

—51 

-1245 

— 47V4 

120-2 

107 

j 

199-9  ; 

199 

1341 

141 

129 

104 

1294 

—34 

202. 4  • 

—42% 

133-8 

— Ö3 

—130-5 

—48 

—1328 

110% 

203.4 1 

199 

133-7 

144 

1307 

109 

133-4 

—33% 

204     i 

—5% 

—191-5 

49 

177.4 

—48 

—133-7 

150 

259-6 , 

3251^ 

194 

220 

1787 

109 

133-7 

-27% 

-258-8! 

—4% 

—  194.8 

—50 

—180.2 

-51V4 

—191-9 

146 

257*3  ' 

329 

195.4 

-48V^ 

- 180-8 

171»^ 

192.7 

—29         257 

5 

—193 

221% 

180 

—49 

192.7 

234%      368 

315 

189-5 

220 

177.5 

171 

191 

—1%'— 370-3 

10 

215-9 

—16 

—255.5 

36 

254-5 

—2 

—372 

369 

212-9 

350 

252.3 

248 

254 

231 

365-7  1 

6 

2104 

19 

251 

36 

—252-8 

231 

364-9 

356V^ 

206 

344 

249.5 

247 
384 

10 
384 

10 

250-5 
355 
356-7 
355-8 
-352-9 

4 

—363     , 

Die  Ablenkungen  in  der  Columne  links  sind  positiv  gezählt,  wenn 
sich  der  Winkel  a^  vergrösserte,  die  Stromstärke  ist  positiv  gezählt,  wenn 
der  Strom  den  Rhombus  von  West  über  Nord  nach  Ost  durchfloss.  Es  er- 
scheint zunächst  wünschenswerth  jede  Gruppe  von  Beobachtungen,  welche 
nahezu  bei  gleicher  Stromstärke  gemacht  wurden,  auf  genau  gleiche  Strom- 
stärke zu  reduciren.  Für  jede  Beobachtungsreihe  ist  das  in  Gleichung  5) 
auftretende  a  nur  wenig  von  dem  jedesmaligen  üq  verschieden.  Setzt  man 
daher  letzteres  für  das  erstere,  so  erhält  man  fdr  den  Ausschlag  einen  Aus- 
druck von  der  Form : 

A  a  =  ^1  +  i?!^ 

wobei 

A  =  a  cos  Uq 


6) 


^        ^  I    .  ^'^  "i)    ,       ^0$  S^  (1  +  sin  ^) 


sin  §  (1  -f-  cos  ^«) 

ist.  Wechselt  der  Strom  seine  Richtung,  so  ändert  das  erste  Glied  Ai  das 
Zeichen,  B 1^  dagegen  bleibt  positiv ;  es  wird  also  der  neue  Ausschlag,  wenn 
man  blos  die  Grösse,  nicht  das  Zeichen  von  i  berücksichtiget: 

A'a  =  — .4i-f  ^r. 

Wenn  die  Stromintensität  um  eine  kleine  Grösse  ^i  ansteigt,  so  wächst 
der  Ausschlag  um: 

7)  ^di+2^tdi, 
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wobei  jedoch  wieder  das  Zeichen  von  t  berücksichtigt  werden  mnss.  Indem 
man  diese  Grösse  von  dem  bei  der  Stromintensitüt  t -f-  öi  abgelesenen 
Ausschlage  abzieht,  erhält  man  den  Ausschlag,  der  durch  die  Strominten- 
sität I  hervorgerufen  worden  wäre.   Dabei  ist : 

A  «  —  A'  «    ^      A  g— A^« 

Wählt  man  fiir  Aa  und  A'a  aus  jeder  Gruppe  von  Beobachtungen,  die 
bei  nahezu  gleicher  Stromintensität  gemacht  wurden ,  diejenigen  aus,  bei 
denen  der  Strom  möglichst  constant  blieb,  so  erhält  man  für  die  3  Gruppen 
der  ersten  Beobachtungsreihe,  also  f&r  ttg  =  26^  2'. 

A  =  0-899,      0-850,      0-852 

A  =  0-00437,  0-00426,  0-004125 
ferner  für  die  zweite  Beobachtungsreihe,  also  für  »q  ==  39^59'. 

A  =  0-754,      0-754,      0-732 

B  =  0-00266,  0-00264,  0-00260 
für  »0  =  540  34' 

^  =  0-686,      0-572,      0-559,      0-527 

B  =  0-00170,  0-00165,  0-00164,  000156 
endlich  für  a^  =  69»  15' 

A  =  0-354,        0-340,        0-321 

B  =  0-000929,  0-000883,  0000860. 

Diese  Werthe  können  in  die  Formel  7)  eingesetzt  und  so  die  verschie- 
denen Ablenkungen  auf  gleiche  Stromstärke  reducirt  werden.  Die  folgende 
Tabelle  giebt  die  reducirten  Ablenkungen  an;  die  Zahlen  rechts  sind  die 
Stromstärken,  auf  welche  die  beobachteten  Ablenkungen  reducirt  wurden. 

Ein  Blick  auf  die  Werthe  der  Constanten  A  und  B  zeigt,  dass  die- 
selben mit  wachsender  Stromstärke  abnehmen.  Die  Ursache  hiervon  liegt 
darin,  dass  wir  in  der  Formel  5)  cc  mit  a^  verwechselt  haben ,  oder  dass  die 
elektrodynamische  Kraft  so  berechnet  wurde,  als  ob  der  Winkel  des  Rhom- 
bus nach  der  Deformation  derjenige  gewesen  wäre,  den  derseTbe  annimmt, 
wenn  kein  Strom  hindurchgeht,  während  er  doch  in  der  That  um  A  cc 
grösser  war.  Es  muss  daher  deswegen  noch  eine  Correction  an  unsere  Zah- 
len angebracht  werden. 

Wir  können  den  Betrag  dieser  Correction  berechnen,  indem  wir  uns 
aus  den  gegenwärtigen  Daten  vorläufig  angenährte  Werthe  der  Constanten 
a  und  b  in  Formel  5)  verschaffen  und  diese  Werthe  benutzen,  um  aus  der 
Ablenkung  für  den  Winkel  a  =  «^  -|-  Aa  diejenige  zu  berechnen ,  welche 
durch  dieselbe  Stromstärke  hervorgerufen  worden  wäre,  wenn  der  ur- 
sprüngliche Winkel  des  Rhombus  so  gewählt  worden  wäre,  dass  er  sich 
erst  durch  den  Strom  in  (Kq  verwandelt  hätte. 
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«0  =  26^  2' 


Ablenkung-    Stromstärke 


a^  =  39«  59' 


Ablenkung:    Sirnm&lärke 


aQ  =  04»  34' 


Ablenkung-    Siroin&tärke 


cCq  =  69»  15' 


Ablenkung'  Stromstärke 


—42 
198-8 

—42.6 
199-6 
—3-5 
325-5 

.-51 
325-5 
—4-2 
326-2 
74 
369-2 
8-3 
3747 


134 


194 


213 


—51-3 

142-4 
—53 

143 
—48-5 

2222 
-50 
-48-7 

2215 

224-2 
-19-1 

345-3 
—19-6 

345 


130 


>  180 


>  250 


—49-2 

107-7 
—48 

108-6 
-47-9 

108-3 
—51-5 

170-7 
—49 

1722 
—361 

248 
—357 

251-9 

384 
9 

382-7 
112 


133 


192 


254 


355 


203 


258 


}  370 


ci  1      .«  .      .     ,  ,    sin  a  cos  ^  (1  A-  sin  %)     ,  ^ ,  ^ 

Schreiben  wir  statt  cot  a  -j —  log  ^-^ — ^    kurz  /^(a), 

2  sin  f  (1  +  cos  ^) 

so  erhalten  wir  für  den  Ausschlag 

/\  a  =  a  i  cos  a  -f-  6  i^  /*  («). 
Diese  Grösse  wächst,  wenn  der  Winkel  a  um  A  cc  zunimmt,  um 


8) 


b 


.  d  (cos  cc) 
d  ce 


+  6  r 


'-im   Au. 
da    J 


Um  daher  die  Ablenkung  zu  finden,  die  von  demselben  Strome  her- 
vorgebracht worden  wäre,  wenn  der  Winkel  erst  nach'  der  Deformation  a^ 
gewesen  wäre,  haben  wir  diese  Grösse  von  der  Ablenkung,  bei  der  der 
Winkel  nach  der  Deformation  er  =  «^  +  A  «  war,  abzuziehen. 

d  cos  cc 

Wenn  A  «  in  Scalentheilen  ausgedrückt  ist,  so  bedeuten  — und 

da 

—z die  Zuwächse  von  cos  a  und  /*  (a)  für  einen  Ausschlag  von  einem 

Scalentheile.   Nun  wächst  aber,  wenn  a  um  einen  Grad  zunimmt: 


für  a  =  26"  2' 
cos  a  um :  —0-00780, 
/  (a)  um :  —0-08684, 

für  a  =  540  34' 
cos  a  um:  — 0-01431, 
f  (a)  um :  —0-02967, 


fUr  a  =  39'>  59' 
—0-01133, 
—0-04317, 

für  a  =  69»  15' 
—0-01637 
—0-02433. 
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^  y  ^  ^ 


Es  ist  noch  zu  berechnen ,  um  wie  viel  Grade  sich  der  Winkel  er  bei  einer 

Ablenkung  von  einem  Theilstriche  veränderte.    Die  Distanz  des  Spiegels 

von  der  Scala  betrug  2318  Mm. 

495 
Die  Scalentheile  hatten  eine  Distanz  von  -^^rzr-  Mm.,  es  war  daher  die 

Winkelveränderung  des  Rhombus  bei  einer  Ablenkung  von  einem  Scalen- 
theile : 

Multiplicirt  man  mit  dieser  Zahl  die  Zuwächse  von  cos  a  unä  f  (a)  für 
einen  Grad,  so  erhält  man  als  Zuwächse  dieser  Grössen  für  eine  Ablenkung 
von  einem  Scalentheile: 

für  a  =  26«  2'     für  «  =  39»  59' 
d  cos  a 


da 


=  -  0-00009541,   —  0-0001386 


^^^  =  -  0-001062,       —  00005281, 
d  a 

für  «  =  54P  34'     für  et  =  69»  15' 

^_^i^  =  _  0.0001751,    —  0-0002003, 
d  a 

^/^   =  —  0-0003640,    —0-0002977. 
da 

Aus  den  Formeln  6)  erhellt,  dass  wir  a  erhalten ,  indem  wir  A  durch 
cos  ffQ,  6,  indem  wir  B  durch  f  (cr^)  dividiren.  Es  ergiebt  sich  z.  B.  aus  der 
1.  Beobachtungsgruppe  a  =  1-0005,  6  =  0-00193.  Diese  Werthe  sind 
wahrscheinlich  etwas  zu  klein;  ich  will  statt  ihrer  zum  Zwecke  der  Cor* 
rection  in  die  Formel  8)  die  Werthe  a  =  1-045,  b  =  0-00206  einsetzen ; 
die  corrigirten  Ablenkungen  werden  dann  genauere  Werthe  der  Constanten 
a  und  b  liefern,  und  dieselben  können  dann  neuerdings  in  die  Corrections- 
formel  eingesetzt  werden.  Würde  sich  zeigen,  dass  wir  zufällig  die  genauen 
Werthe  der  Constanten  a  und  b  getroffen  hätten ,  so  wären  wir  natürlich 
dieser  neuen  Mühe  überhoben.  Wir  kommen  daher  zu  dem  Resultate,  dass 
man  zu  jeder  Ablenkung  die  Grösse  der  Ablenkung  in  Scalentheilen  multi- 
plicirt mit  folgenden  Factoren  zu  addiren  hat: 

für  a  =  26<>  2'  mit  00000997  i  +  0-000002181  i^ 
für  a  =  390  59'  mit  0-0001448  1  +  0000001085  i^ 
für  a  =  540  3,4'  mit  0-0001830  i  +  0000000748  P 
für  a  =  69«  15'  mit  00002093  1  +  0-000000611 1« 


30 


Ueber  die  elektrodynamischeiWecbselwirknng  etc. 


Führt  man  diese  Correction  aus ,  so  erhält  man  die  in  der  folgenden 
Tabelle  zusammengestellten  Werthe: 


ao  =  26»  2' 


Ablenkung-  I  Slromsl&rke 


a^  =  39»  Ö9' 


Ablenkung^ 


Stromstfirke 


a^  =  540  34' 


a^  =  69»  15' 


Ablenkung-   Stromslfirke 


134 


194 


413-6 

7-8 

417-4 


213 


—51-3 

147-6 
—53 

148-3 
—48-9 

235-6 
—50-5 
—49-2 

235 

237-7 
—19-6 

381-7 
—20-2 

380-8 


130 


}  180 


250 


Ablenkung: 

114-4 

—33-4 

117-6 

—32-9 

162-9 

—27-2 

160-3 

'  —28-5 

274-1 

—1-6 

—2-6 

2723 

273-1 

—1.9 


Stromgtärkc 


203 


258 


370 


Diese  Ablenkungen  sind  nunmehr  auf  denselben  Winkel  otq  reducirt; 
man  erhält  daher,  wenn  man  je  zwei  Ablenkungen  bei  entgegengesetzter 
Stromstärke  subtrahirt  und  durch  2i  dividirt,  die  Grösse  a  cos  a^'^  wenn 
man  sie  addirt  und  durch  2fi  dividirt,  die  Grösse  bf(af^).  Nimmt  man 
jedesmal  von  allen  bei  gleicher  Stromstärke  und  Stromesrichtung  gemach- 
ten Beobachtungen  das  Mittel ,  so  ergiebt  sich  auf  diese  Weise  für  die  erste 
Beobachtungsreihe,  also  für  otq  =  26»  2' : 

a  cos  a^  =»  0-9444,        0-9356,        0-9585 
b  f  («o)  =  0-0046363,  0-0047003,  00046585, 

ferner  für  die  zweite  Beobachtungsreihe,  also  für  otq  =  39»  59' : 

a  cos  a^  =  0-7696,        0,7933,        0-8020 
b  f  («,,)   =  0-0028373,  0-0028796,  0;0028896; 
fllr  «0  =  54»  34' : 

a  cos  Oq  =  0-6015,        0-6042,        0-6087,        0-6118 
b  f  (orj  =  0-0018147,  0-0017931,  0-0018383,  0-0018012, 
endlich  für  a^  =  69«  15': 

a  cos  tto  =  036749,      0-36725,      0-37189 
b  f  (cfo)   =  00010046,  00010043,  00009905. 
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■    -^  ^-Xrf-S»  ^^•^•'^^'^/■■^•■^•Ni^Xj"»^~^^'\^*'»^  ■*■*     v'  V^    s^^rf    V^^w    -^     ^    \^     ^  >vr   ■^      « 


Nun  findet  man  aber: 

für  »0  =  26»  2'  für  u^  =  39«  59' 

C05  «0  =  0-89539,  0-766231 

/•  (a^)  =  2-26393,  1-39883, 

für  «0  =  54«  34'         für  a^  =  69«  15' 
cos  «0  =  0-5797Ö6,  0-354291 

f  {a^)  =  0-87583,  0-48169. 

Dividirt  man  die  obigen  Zahlen  durch  diese  Werthe,  so  ergiebt  sich  als 
Werth  der  Constanten  a  für  die  1.  Beobachtungsreihe: 

1-051,  1-041,  1067,  im  Mittel  1-053, 
für  die  2.  Beobachtungsreihe : 

1004,  1-035,  1-047,  im  Mittel  1029, 
für  die  3.  Beobachtungsreihe : 

1037,  1042,  1-050,  1-055,  im  Mittel  1-046. 
für  die  4.  Beobachtungsreihe : 

1-037,  1-038,  1-049,  im  Mittel  1-041. 

Als  Werth  der  Constanten  b  aber  ergiebt  sich  für  die  1.  Beobachtnngs- 
reihe : 

0-002048,  0-002076,  0-002058,  im  Mittel  0002061, 
für  die  2.  Beobachtungsreihe: 

0-002028,  0-002059,  0-002066,  im  Mittel  0002051 
für  die  3.  Beobachtungsreihe: 

0-002072,  0-002047,  0-002099,  0-002057,  im  Mittel  0002069, 
für  die  4.  Bebbachtungsreihe : 

0-002086,  0-002085,  0002057,  im  Mittel  0-002076. 

Die  Abweichungen  dieser  verschiedenen  Werthe  der  Constanten  a  und 
b  sind  nicht  grösser,  als  es  nach  den  unvermeidlichen  Fehlerquellen  des 
Apparates  zu  erwarten  war.  Sie  stimmen  zugleich  mit  den  in  der  Cor- 
rectionsformel  angewandten  Constanten  überein,  was  eine  weitere  Cor- 
rection  überflüssig  macht.  Die  Mittelwerthe  bei  den  einzelnen  Bcobach- 
tnngsreihen  werden  noch  etwas  constanter,  wenn  man  die  1.  Beobachtung 
der  2.  Beobachtungsreihe,  welche  sich  offenbar  etwas  anormal  verhftlt,  aus- 
schliesst;  man  erhält  dann  folgende  Werthe  der  Constanten: 

a  b 

1-053  0-002061 

1-041  0-002062 

1046  0-002069 

1-041  0002076 
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Es  kann  daher  wenigstens  innerhalb  der  Grenzen  der  Fehler,  welche 
der  gebrauchte  Apparat  nothwendig  mit  sich  führt,  als  nachgewiesen  be< 
trachtet  werden ,  dass  auch  die  Totalwirkung  des  Stromes ,  welcher  einen 
Bhombus  mit  veränderlichem  Winkel  durchfliesst ,  auf  sich  selbst  als  zu- 
sammengesetzt betrachtet  werden  kann  aus  .der  Wirkung  aller  seiner 
8tromelemente  auf  einander,  von  denen  je  2  nach  dorn  Ampere 'sehen 
Gesetz  aufeinander  wirken. 
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L  üeber  geometrische  Oerter  der  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks. 

(Hierbei  eine  Figurentafel.) 

Von  einem  gegebenen  Dreieck  ABC  sei  die  eine  Seite  AB  constant 
nnd  liege  fest,  der  Scheitelpunkt  C  dagegen  möge  auf  einer  Curve  y  =  f{x) 
fortgleiten,  dann  wird  jeder  der  merkwürdigen  Punkte  eine  Gurre  be- 
schreiben. • 

Das  Folgende  enthält  eine  Untersuchung  derjenigen  geometrischen 
Oerter  der  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks,  welche  entstehen,  wenn 
die  Kegelschnitte  als  Leitcurven  für  den  Scheitelpunkt  C  angenommen 
werden. 

Das  Dreieck  ABC  möge  so  liegen,  dass  die  Seite  AB  mit  dem  posi- 
tiven  Theile  der  x-Axe  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  und  zwar 
der  Punkt  A  mit  dem  Anfangspunkte  zusammenfallt.  Wir  bezeichnen  der 
Kürze  wegen  die  Winkel  mit  A,  B,  C,  die  ihnen  gegenüberliegenden  Seiten 
mit  a,  6,  c  und  führen,  um  möglichst  einfache  Resultate  zu  erzielen,  statt 
der  3  Seiten  den  Badius  des  umschriebenen  Kreises  ein : 

a  =  2BsinA;     b  =  2R  sin  B-,     c  =  2RsinC. 

Bekanntlich  sind  nun  die  Coordinaten  des  Durchschnitts  der  Höhen  des 

Dreiecks : 

x^=2R  cos  A  sin  B^ 

2R  cos  A  cos  B, 

femer  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  des  umschriebenen  Kreises: 

(x=       Rsin{A  +  B), 
^  \y  =  —Rcos{A  +  B), 

drittens  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes : 

jj^  (  X  =Bi  ^  R  {sin  A  cos  B  -{-  2  cos  A  sin  B) 

^  \  y^^^RsinA  sinB, 

endlich  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  des  eingeschriebenen  Krehes: 
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IV) 


X  =  ^R  cos  -    stn  -~  cos  — ^ — 

.^,Ä,B  A-\-B  ' 

y  =  ^R  stn  Y  sin  y  cos  — - — 


I.  Die  geometrischen  Oerter  des  Hölienpnnktes. 

A.   Die  Leitcurve  sei  eine  Parabel;  deren  Gleichung: 

Mit  Hülfe  von  I)  findet  man  als  Gleichung  des  gesuchten  Ortes : 

x{c  —  xy  =  py\ 

Nimmt  man  den  Punkt  (c,  0)  als  Pol  an,  so   ist  die  Polargleichung  der 

Curve : 

r  cos  g)  -|-  c  =  pig^q>. 

Diese  Curve  geht  also  durch  den  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems 
und  schneidet  ausserdem  die  .r-Axe  in  der  Entfernung  -f-  c  von  demselben; 
sie  liegt  femer  symmetrisch  zur  a;-Axe.  Für  negative  x  wird  y  stets  imagi- 
när; die  Curve  kann  sich  daher  nur  auf  der  rechten  Seite  der  ^-Axe  aus- 
breiten. 

Bei  X  =^  \c  hat  die  Curve  sowohl  einen  oberen  als  einen  unteren  Cul- 
minationspunkt.   Wendepunkte  sind  nicht  vorhanden. 

Der  Krümmungsradius  ist: 

^~  2p(3a:+c)  ' 


c^ 


er  nimmt  für  ä  =  0  den  Werth : 

und  für  x  =  \c  den  Werth : 

Q  =  ^y^pc  an. 

Setzen  wir  in  der  Gleichung  der  Parabel  und  der  Gleichung  des  g.  O. 
a:  =  c  +  p ,  so  erhalten  wir  in  beiden  Fällen : 

y  =  +  Vpc  +p^. 

Demnach  wird  für  c  >  p  die  Parabel  von  dem  g.  0.  4  mal  geschnitten, 
dagegen  für  c  <^p  nur  in  2  Punkten.  — 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Directrix  der  Parabel  der  or-Axe  parallel 
läuft  und  der  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems  mit  dem  Scheitelpunkte 
zusammenföllt,  so  ist  die  Gleichung  derselben : 

Die  Gleichung  des  g.  0.  des  Höhenpunktes  ist  dann: 

,  _  P^^  —  ^) 


l 
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Verschieben  wir  das  Coordinatensystem  so,  dass  y^=^y^ — p  wird, 
so  erhält  die  gefundene  Gleichung  die  Gestalt: 

Der  g.  0.  des  Höhenpnnktes  ist  also  in  diesem  Falle  eine  gleich- 
seitige Hyperbel,  deren  Asymptoten  die  ^-Axe  und  eine  Parallele  zur 
a;-Axe  (y  =  —  p)  sind. 

Wir  wollen  endlich  der '  Leitparaoel  eine  3te  Lage  geben.  Dieselbe 
möge  ihren  Scheitel  nach  oben  kehren  und  die  Directrix  möge  der  a:-Axe 
parallel  laufen.   Die  Gleichung  sei: 

Die  Gleichung  des  g.  O.  des  Höhenpnnktes  ist  dann : 

nxy  —  my  —  x  -(-c  =  0. 

Verschieben  wir  das  Co ordinaten System ,  indem  wir  statt  x  x^-\'      ,  statt 

y  y,  -| setzen,  so  erhalten  wir  die  Gleichung: 

m  —  cn 
^1^1  =  -— 2-— 

Der  g.  O.  ist  also  wieder  eine  gleichseitige  Hyperbel,  deren  Asymptoten 

die  geraden  Linien 

m  -  1 

a;  =  -  -    und    y  =  — 
n  n 

sind. 

B.  Die  Leitcurve  für  den  Scheitel  C  sei  eine  Ellipse,  deren  Gleichung: 

--  -4-  —  =  1 

Daraus  ergiebt  sich  als  Gleichung  des  geometr.  Ortes : 

oder  ,  . 

,    ax  ic  —  X) 
y  =  H p= r-  • 

—  b/aZ  —  x^ 

Diese  Curve  liegt  symmetrisch  zur  or-Axe,  geht  durch  den  Anfangspunkt 
des  Coordinatensystems  und  durch  den  Punkt  (c,  0) ;  errichtet  man  in  den 
Endpunkten  der  grossen  Axe  Lothe  auf  derselben,  so  sind  letztere  Asym- 
ptoten der  Curve.  ' 

Nimmt  man  speciell  die  Seite  c  des  Dreiecks  gleich  der  grossen  Halb- 
axe  der  Ellipse,  so  wird  die  Gleichung  des  g.  0.: 

h^a^y^  —  a^b'^y^  +  a^x^  (a  —  xY  =  0 
oder  •  y 

'  ö        r      a  -f-  X 

3* 
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Diese  Cnrve  hat  die  in  Fig.  3.  angegebene  Gestalt,  wobei  die  Culminations- 
punkte  der  Abscisse 

entsprechen. 

Für  die  Abscissen  -^ -s  und ,    ,    ^«  sind  die  Ordinaten  der 

a^  —  b^  ö   +  ^ 

Ellipse  und  des  g.  0.  «=,  die  Ellipse  wird  demnach  viermal  von  demselben 
durchschnitten. 

Verschieben  wir  die  Leitellipse*,  so  dass-  der  linke  Scheitel  derselben 
mit  dem  0- Punkte  zusammenfällt,  so  ist  ihre  Gleichung: 

es  möge  die  Seite  c  des  Dreiecks  =s  2  a  wecden,  dann  wird  die  Gleichung 
des  geometrischen  Ortes: 

-^  {2ax  —  x^)  =  y^. 
(Fig.  4.)    Der  Höhenpunkt  des  Dreiecks  bewegt  sich  danach  auf  einer 


«2 


Ellipse,  deren  Halbaxen  a  und   —  sind. 

C.  Die  Leitcurve  für  den  Scheitel  C  sei  eine  Hyperbel,  die  Gleichung 
derselben : 

«2^2  _  52J2  ^  _  ^2^2, 

Hieraus  folgt  als  Gleichung  des  geometr.  Ortes: 

,     a  X  (c  —  x) 

V  ==  H — -^^ • 

—  b  j/a:2_^2 

Die  beiden  Lothe  auf  der  d;-Axe,  in  den  Scheiteln  der  Hyperbel 
errichtet,  sind  die  Asymptoten  dieser  Ourve,  welche  nicht  durch  den  An- 
fangspunkt geht,  sondern  die  a:-Axe  nur  in  dem  Punkte  (c,  0)  schneidet. 

(Fig.  5.)  Die  gefundene  Curve  besteht  überhaupt  aus  zwei  vollständig 
von  einander  getrennten  Theilen,  jeder  Theil  aber  wieder  aus  zwei  Zwei- 
gen, welche  symmetrisch  zur  a:-Axe  liegen. 

Für  c  =  a  nimmt  die  Gleichung  des  geometr.  Ortes  die  Gestalt  an : 

-_  a      -w/x  —  a 
b      r      X  -f-  a 

Die  Curve  h^t  die  in  Fig.  6.  angegebene  Form;  der  Abscisse 

X i(/5-f  l)a    . 

entsprechen   zwei   Culminationspunkte;   für  x  =  2a   sind   zwei  Wende- 
punkte vorhanden. 

Für  die  Abscissen  • 

b^U  ^  b^a 

X  =  -^ -n    und    X  = 2 L-2 

a*  —  b^  —  ar  —  b^ 
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sind  die  Ordinaten  der  Hyperbel  und  des  geometr.  Ortes  einander  gleich; 
daraus  folgt:    dass   sieb  die  Hyperbel  und  der  g.   O.  in  vier  Punkten 

schneiden. 

Wir  verschieben  jetzt  das  Coordinatensystem  so,  dass  der  linke  Schei- 
tel der  Hyperbel  mit  dem  Anfangspunkte  zusammenfällt,  dann  ist  die  Glei' 
chnng  derselben : 

Für  c  =  2a  wird 

,2 


a' 


y2  =  —  {x^—2ax), 


d.  h.   der  g.  0.  ist  eine  Hyperbel,  deren  Scheitel  mit  den  Scheiteln  der 

Leithyperbel  zusammenfallen,  deren  Halbaxen  aber  a  und    —  sind.  (Fig.  7.) 

Endlich  möge  sich  der  Scheitel  C  auf  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
bewegen,  deren  Gleichung 

* 

sei;  dann  ergiebt  sich  als  Gleichung  des  g.  O.: 

y  =  Mx^  {c  —  x). 

Die  Curve  hat  die  in  Fig.  8.  angegebene  Form,  wobei  dem  Werthe 
X  =  0  ein  unterer,  dem  Werthe  ic  =  ^c  ein  oberer  Gulminationspunkt 
und  dem  Werthe  o;  =  -J^  c  ein  Wendepunkt  entspricht. 

II.  Der  geometrische  Ort  des  Mittelpunktes  des  umschriebenen  Kreises« 

Da  in  allen  hier  betrachteten  Fällen  die  Dreiecksseite  c  constant 
bleibt,  so  ist  der  geometrische  Ort  des  Mittelpunktes  des  umschriebenen 

Kreises  immer  das  Loth ,  welches  in  x  =    -  -  auf  der  x  -  Axe  errichtet  ist. 

UI«  Die  geometrlsohen  Oerter  des  Schwerpunktes. 
A.  Die  Leitcurve  sei  eine  Parabel,  deren  Gleichung: 

Als  Gleichung   der  von    dem   Schwerpunkt  beschriebenen  Bahn   ergiebt 

sich  dann: 

9  y^  =  p  (3  o:  —  c) 

^^''  ,        P  PC 

d.  h.  der  g.  0.  des  Schwerpunktes  ist  ebenfalls  eine  Parabel,  deren  Para- 

ü  c 

meter     -  ist,  und  deren  Scheitel  auf  der  a:-Axe  um  —  vom  Scheitel  der 

Leitparabel  entfernt  liegt. 
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Führen  wir  die  Leitparabel  in  die  zweite  oben  angegebene  Lage  über, 
so  ist  die  Gleichung  für  den  Weg  des  Schwerpunktes: 

2  ex        P       .     c^       ^ 

3  3  ^^  9 

« 

und  lassen  wir  endlich  die  Parabel  die  3te  Lage  einnehmen,  so  erhal- 
ten wir: 

3  y  —  m  (3a:  —  c)  +  n  (3a;  —  cY  =  0. 

Bewegt  sich  demnach  der  Scheitel  C  des  Dreiecks  auf  einer  Parabel,  so 
wird  der  g.  0.  des  Schwerpunktes  immer  ebenfalls  eine  Parabel  sein. 

B.    Der  Scheitel  C  bewege  sich  auf  einer  Ellipse,  deren  Gleichung: 

,2 


«» ^  b'^     ' 

ftls  Gleichung  der  Bahn  des  Schwerpunktes  folgt  dann : 


(-3-) 


a 


2  i       h2    —  *  » 


d.  h.  der  g.  0.  ist  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  die  Coordinaten  (öi  ^) 

a  b 

hat  und  deren  Halbaxen   ~  und  -z-  sind.     Lässt  man  c  alle  möglichen 

ö  o 

Werthe  annehmen,  so  wird  nur  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  längs  der  or-Axe 
verschoben;  Gestalt  und  Grösse  derselben  bleiben  unverändert. 

Fällt  der  linke  Scheitel  der  Leitellipse  mit  dem  0*Pnnkte  zusammen, 
so  ist  die  Gleichung  derselben: 

und  für  c  =  2a  ist  die  Gleichung  des  g.  0.: 

9y2«=        (ISöX  — 8a2  — 9x2), 
a 

d.  h.  der  g.  0.  ist  eine  Ellipse,  die  mit  der  Leitellipse  den  Mittelpunkt 
gemein  hat,  deren  Axen  aber  —  und  -^  sind. 

ü.   Der  Scheitel  (7  bewege  sich  auf  einer  Hyperbel,  deren  Gleichung: 

,2  fc2 


51_-' 1 

Dann  ist  die  Gleichung  des  g.  0.  des  Schwerpunktes : 

d.h.  der  g.  0.  ist  eine  Hyperbel,  deren  Mittelpunkt  die  Coordinaten  (  ^>  Ol 
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ü  b 

hat  und  deren  Halbaxen  —  und  ^  sind.    Durch  Veränderung  der  Grösse 

von  c  wird  nur  der  Mittelpunkt  der  Hyperbel  auf  der  x-Axe  verlegt,  die 
Hyperbel  selbst  ändert  sich  nicht. 

Der  Scheitel  des  linken  Armes  der  Hyperbel  möge  mit  dem  0-Punkte 
zusammenfallen ,  dann  ist  die  Gleichung  derselben : 

Für  c  =  2«  ist  die  Gleichung  der  Bahn  des  Schwerpunktes: 

dy^  =  -\  (9  x^  —  lSax-\-S  a«), 

d.  h.  der  Schwerpunkt  bewegt  sich  auf  einer  Hyperbel,  die  den  Anfangs- 
punkt mit  der  Leithyperbel  gemein  hat  und  deren  Axen-^  und  —  sind. 

Läuft  endlich  C  auf  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Gleichung: 

§??  =  »», 
so  ist  die  Gleichung  des  g.  0. : 

/  c\         m 

d.  h.  er  ist  ebenfalls  eine  gleichseitige  Hyperbel;  deren  Asymptoten  die 
a:-Axe  und  die  Linie  x  =  -  -  sind. 


IT.   Die  geometrischen  Ocrter  des  Mittelpunktes  des  eingeschriebenen 

Kreises. 

A.   Der  Scheitel  C  des  Dreiecks  bewege  sich  auf  einer  Parabel ,  deren 

Gleichung 

12^  =  p^ 

sei;  als  Gleichung  des  g.  0.  des  Mittelpunktes  findet  sich  dann: 

4  x^i/^  (c  —  x)  =  p  {x^  —  y^  \x  {c  —  x)  —  t/^}  . 

Die  Curve  schneidet  die  a;-Axe  zweimal  für  a:  =  0  und  für  a;  =  c; 
zwischen  a;  =  0  und  x  =  c  besitzt  sie  vier  Arme,  für  a;  <  0,  sowie  für 
rc  >•  c  nur  zwei. 

C  a  /    C^  P 

Im  Falle  a?  =  "ö"  i  r**^  "i"  "^  ^  (^  —  ^^^  werden  die  Ordinaten  der 
Leitparabel  und  des  geometr.  Ortes  einander  gleich 

d.  h.  für  p  >  c  .kann  die  Parabel  von  dem  g.  0.  in  vier  Punkten  geschnit- 
ten werden;  für  ji;  <;  c  nur  in  zwei  Punkten. 
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P 
Gebeu  wir  c  den  Werth  -j-,  so  wird  die  oben  gefundene  Gleichung 

das  Produkt  der  beiden  Gleichungen: 

sie  repräsentirt  also  eine  Parabel  mit  dem  Parameter  —  und  eine  Curve 

3ten  Grades.    Der  g.  O.  des  Mittelpunktes  ist  also  hier  dieselbe  Curve, 
welche  der  Höhenpunkt  eines  Dreiecks  durchläuft,  wenn  die  Spitze  C  auf 

einer  Parabel  y*^  =  ~-  {c  —  x)  fortbewegt  wird.    Der  Mittelpunkt  bewegt 

sich  aber  nur  auf  den  Theilen   der  Curve,   welche  zu  beiden  Seiten  der 
Dreiecksseite  c  liegen. 

B.  Die  Leitcurve  für  den  Scheitel  C  sei  eine  Ellipse,  deren  Gleichung: 

1-  J-  -5L  _  1. 

als  Gleichung  des  geometr.  Ortes  findet  sich  dann : 

1,1  (c  —  xf  {jx?  —  y^y.  +  4  a^x^y^  {c  —  xY  =  a^h^  {(c  (c  —  ar)  —  y^}^ 

Wir  wpUen  hier  nur  einen  Specialfall  näher  ins  Auge  fassen.  Es  möge 
die  kleinere  Axe  (=  2  a)  der  Ellipse  mit  der  a;-Axe  zusammfenfallon ,  so 
dass  der  eine  Endpunkt  derselben  in  dem  0- Punkte  liegt;  die  grössere 
(=  2  &)  laufe  der  ^- Axe  parallel.  Die  beiden  Halbaxen  mögen  in  einem 
bestimmten  Verhältnisse  stehen,  so  dass  6^  =  2  a^  ist;  und  die  Dreiecks- 
seite c  endlich  sei  gleich  der  kleineren  Axe.  Die  Gleichung  des  geometri- 
schen Ortes  ist  dann : 

y*  —  4  a^y"^  -f-  4  a^x'^  —  4  ao;^  -f-  o;*  =  0. 

Die  Curve  hat  die  in  Fig.  9.  angegebene  Form,  welche  aus  vier,  zur 
a;-Axe  symmetrisch  liegenden  Armen  besteht.  Sie  schneidet  die  a;-Axe  und 
zugleich  die  Leitellipse  in  den  Punkten  (0,  0)  und  (2  a,  0).  Den  Werthen 
^  =  0,  X  =  a  und^o;  :=  2a  entsprechen  Culminationspunkte ,  ausserdem 
sind  acht  Wendepunkte  vorhanden. 

Der  Mittelpunkt  des  eingeschriebenen  Kreises  durchläuft  übrigens  nur 
die  Theile  der  Curve ,  welche  von  der  Leitellipse  eingeschlossen  sind. 

C.  Die  Bahn  für  den  Scheitel  C  des  Dreiecks  sei  endlich  eine  Hjrper- 
bel,  deren  Gleichung: 

^_i! 1 

Dann  ist  die  Gleichung  für  den  g.  0.  des  Mittelpunktes  des  eingeschrie- 
benen Kreises : 

^ia^x^y^{c  —  xy  ---  b^  {c  —  xy{x^  —  y^y  -\-  a^b\x{c  —  x)  —  y^)*=0. 
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Aach  hier  wollen  wir  nur  einen  besonderen  Fall  näher  betrachten. 
Die  Hyperbel  liege  so,  dass  der  linke  Scheitel  mit  dem  0-Pankt  zusammen- 
nUlt;  zwischen  den  beiden  Axen  möge  die  Beziehung  6^  s=  2  a^  stattfinden 
and  die  Seite  c  des  Dreiecks  sei  gleich  der  Aze  2  a«  —  Dann  ist  die  Glei- 
chang  des  g.  0. : 

y^  =  2{x  —  ay  +  /r(i"3r^)4Tr"^r(^zr  2^2. 

Einfacher  gestaltet  sich   dieselbe,  wenn  wir  das  Coordinatensystem  von 
links  nach  rechts  um  a  verschieben: 

Die  Curve  hat  die  in  Fig.  10.  an^gebene  Form  und  zwar  besteht  sie 
aus  4  Theilen,  welche  symmetrisch  zu  den  beiden  Axen  liegen;  je  2  be- 
rühren sich  in  einem  Scheitel  der  Hyperbel  und  die  beiden  Arme  eines 
jeden  Theiles  erstrecken  sich  ins  Unendliche.  Der  Mittelpunkt  des  dem 
Dreiecke  eingeschriebenen  Kreises  bewegt  sich  nur  auf  denjenigen  Thei- 
len der  Curve,  welche  zwischen  den  auf  der  a;-Axe  in  den  Scheiteln  der 
Hyperbel  errichteten  Lothen  liegen. 

Magdeburg.  Dr.  Ad.  Hochueim. 


n.  Die  Regel  vom  falschen  Satze  bei  den  Indern  und  Arabern  des  Mittel- 
alters u^d  eine  bemerkenswerihe  Anwendung  desselben  zur  direoten  Auf- 
lösung der  quadratischen  und  oabischen  litteralen  Oleiehungen. 

• 

In  den  mathematischen  Schriften  der  Araber  findet  sich  eine  Methode 
der  Auflösung  der  numerischen  Gleichungen  ersten  Grades,  welche  jetzt 
noch  mit  Vortheil  als  Näherungsmethode  bei  der  Auflösung  höherer  nume- 
rischer oder  transcendenter  Gleichungen  angewandt  und  gewöhnlich  mit 
dem  Namen  regula  falsi  oder  falsae  positionis  bezeichnet  wird.  Dieselbe 
ist  indischen  Ursprungs  und  nach  einigen  in  der  Pariser  Bibliothek  vor- 
handenen lateinischen  Manuscripten  das  betreffende  Buch  von  dem  in  der 
ersten  Hälfte  des  XII.  Jahrhunderts  lebenden  spanischen  Juden  Abraham 
Ihn  Esra  aus  dem  Indischen  übersetzt  worden.  Der  vollständige  Titel  der 
lateinischen  Uebersetzung,  welche  in  Libri,  Hist.  des  scienses  math.,  Paris 
1835,  Note  VI.  abgedruckt  ist,  heisst:  Liber  augmenti  et  diminu- 
tionis,  vocatus  numeratio  divinationis,  ex  eo,  quod  sapien- 
tes  Indi  posuerunt,  quem  Abraham  compilavit  et  secundum 
librum,  qui  Indorum  dictus  est,  composuit  (vgl.  Zeitschr.  IV, 
p.  383).  Hiemach  hiess  die  Methode  bei  den  Brahminen  also  Divinations- 
rechnung  (Muthungsrechnung).  Sodann  findet  sie  sich  im  Talkhys  al- 
HissÄb ,  von  Aboul  Abbas  Ahmed  Ihn  Albannd  (Sohn  des  Architecten)  al- 
Marokeschi,  verfasst  um  1222  n.  Chr.  unter  dem  Namen  „Methode  der  Wag- 
schaalen^^  (Joum.  math.  X.  1865).  Endlich  erwähnen  wir  noch  des  ara- 
bischen Buches  Khil&sat  al-Hissäb   (Quintessenz  der  Rechenkunst)  von 
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*>.  '*._*     ^N  ^^  i^v  ^    ^v  *-\  -■•    /-vy-N,  ^ 


Mohammed  Bebd- Eddin  al-Amouli  verfasst  im  XVI.  Jahrhundert,  wel- 
ches Beispiele  desselben  enthält. 

Das  Princip  der  Methode  besteht  darin,  dass  man  in  der  auf  Null  ge- 
.  brachten ,  nur  positiva  Potenzen  der  Unbekannten  cuthaltenden  Function 
für  die  Unbekannte  zwei  Werthe  Zq  und  z^  substituirt  und  aus  den  Fehlern 
der  Gleichung  g>Q  und  g>|  die  Unbekannte  herleitet. 

Gegeben  sei  also  die  lineare  Function  f{x)  =  0.  Das  Verfahren  ihrer 
Auflösung  lässt  sich  auf  ein  analytisch-geometrisches  Princip  zurückführen. 
Setzt  man  die  auf  Null  und  positive  Exponenten  der  Grösse  x  gebrachte 
Function  allgemein  gleich  y  und  betrachtet  die  Unbekannte  als  Abscisse, 
y  als  Ordinate  eines  rechtwinkligen 'Coordinatensystems,  so  ist  die  Function 
die  Gleichung  einer  Geraden,  welche  die  Abscissenaxe  in  einem  Punkte 
schneidet,  dessen  Abscisse  die  gesuchte  \|^urzel  sein  muss.  Substituirt  man 
also  nacheinander  für  x  zwei  beliebige  Werthe  Zq  und  Zj ,'  so  sind  x  —  Zq 
und  X  —  Zi  die  Fehler  der  Substitutionen,  die  entsprechenden 
Werthe  von  y,  nämlich  g)Q  und  g)^  die  Fehler  der  Gleichung  und  es 
verhalten  sich  offenbar  die  Fehler  der  Gleichungen  wie  die  Fehler  der 
Substitutionen ;  folglich 

X  —  2,         9>, '  9^0  •""  9^1 

'    a)  Die  Divinationsmethode  (regula  lancium). 

Aufgabe.    (Aus  Ibn  Esra,  capitulum  de  negociatione.)    Gegeben  sei 

die  Gleichung 

2(2(2ä  —  l)--2)—    3  =  10, 

*^^^  .  f{x)  =  2  (2  (2  o:  —  1)  —  2)  —  13  =  0. 

Setzt  man  für  x  zunächst  Zq  =  4,  so  ist  der  erste  Fehler  9>o  ==  11. 
Setzt  man  demnach  für  o:  Z|  «==  5,  so  ist  der  zweite  Fehler  q>^  =  10, 

folglich  ist 

5-11  —  4.19        „. 

^°-     11^19    -  =  '^' 
b)  Die  Methode  der  Wagschalen.    (Nach  dem  Talkhys  (Lehrbuch 
der  Arithmetik)  von  Ibn  Albanna  miz&n,  d.  i.  Bilanx,  Wage-  oder  Probe- 
rechnung genannt.)    Ibn  Albanna  sagt:   „Man  nehme  eine  Wage  von  fol- 
gender Form 


und  setze  den  gegebenen  Werth  (der  Function)  über  den  Drehpunkt,  setze 
auf  die  eine  Schaale  eine  beliebige  Zahl,  setze  sie  alsdann  für  die  Un- 
bekannte (in  die  Function)  ein  und  vergleiche  die  ausgerechnete  Grösse 
mit  derjenigen  über  dem  Drehpunkt.  Ist  sie  ihr  gleich,  so  ist  die  Zahl  auf 
der  Schaale  die  gesuchte  Unbekannte  selbst.   Ist  sie  davon  verschieden,  so 
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notire  man,  wenn  sie  gprösser  ist,  den  Ueberschnss  über  der  Schaale,  wenn 
sie  kleiner  ist,  den  Fehler  unter  der  Schaale.  Dann  setze  man  anch  auf  die 
andere  Schaale  eine  beliebige  andere  Zahl  und  verfahre  ebenso.  Jetzt  mul- 
tiplicire  man  den  Fehler  jeder  Schaale  mit  dem  Aufsatz  der  ai^deren.  Sind 
die  Fehler  beide  positiv  oder  beide  negativ,  so  subtrahire  man  den  klei- 
neren vom  grösseren,  eben^  das  kleinere  Produkt  von  dem  grösseren  und 
dividire  die  Differenz  der  Produkte  durch  die.  Differenz  der  Fehler.  Ist 
hingegen  der  eine  Fehler  positiv,  der  andere  negativ,  so  dividire  man  die 
Summe  der  Produkte  durch  die  Summe  der  Fehler.'' 

Bemerkung:  Ibn  Albanna  giebt  die  Regel  offenbar  nur  richtig  an  für 
positive  Werthe  der  Unbekannten.  Ist  die  Wurzel  negativ,  so  hat  die  Regel  nur 
allgemeine  Gültigkeit,  wenn  sie  von  der  betreffenden  Stelle  an  so  lautet:  Man 
dividire  die  Differenz  der  Produkte  aus  dem  ersten  Aufsatz  mit  dem  zweiten  Feh- 
ler und  dem  zweiten  Aufsatz  mit  dem  ersten  Fehler  durch  die  Differenz  des  zwei- 
ten und  ersten  Fehlers. 

Aufgabe.    (Aus  dem  Commentar  von  Aboul  Hazan  Ali  Al-Kalzadi 

(t  1486)  zum  'Talkhys.)    Eine  Zahl  zu  finden,  deren  Sechsfaches  nebst 

ihrem  Siebenfachen  zusammen  25  ausmachen. 

53 

.  6 


12 


Erste  Schaale    6,    6x6-|-6x7  =  78=2ö  +  53;  erster  Fehler    =  -f  53. 
Zweite  Schaale  1,     lX6-(-lX7  =  13=25  — 12;  zweiter  Fehler  =  —  12. 


Demnach  ist 


1  X  53  >j^  6  X  12         ^,^. 


53  +  12 

Aufgabe.  (Aus  dem  Khil^at  al-Hiss^b  von  Mohammed  BehÄ-Eddin.) 
Eine  Zahl  zu  finden ,  welche  um  ihr  Zweidrittelfaches  und  um  eine  Einheit 
vermehrt,  10  ausmacht. 

1  fi 

10     ^ 


Erste  Schaale    9,     9  +  |x9  +  l  =  16=10+6;  erster  Fehler     =  +  6. 
Zweite  Schaale  6,     6-f  1x6  +  1  =  11  =  10-1- 1 ;  zweiter  Fehler  = -f-  1. 


Demnach  ist 


._  »,X«- »><'._ 5J. 


6  —  1 

Vorstehende  Beispiele  mögen  genügen,  die  Methoden  der  Alten  zu 
erläutern.  Wir  wollen  noch  zeigen^  wie  man  die  regula  falsi  zur  Auflösung 
von  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  verwenden  kann.  Die  Methode 
ist  geometrisch -analytisch  folgende. 
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—      ^-      *N     *^      »^    • 


Seien  aj  und  «2  zwei  beliebige  Substitutionen  für  o;,  /?^  and  /?2  ^^^  za- 
gehörigen Werthe  von  y  der  ersten  Gleichung,  ß^  und  /^^  die  zugehörigen 
Werthe  der  zweiten  Gleichung ,  so  ist  offenbar 


X 

X 


X 


=  «2  (/^l  —  /^.O  -  «I  (<^2  — Jö 

(/5i  - ^3)  -  (i?2 -ft) 


O-l      «•«         X 


Sind  /?!  und  §2  dieselben  Substitutionen  für  y^  a^  und  or^  die  zugehöri- 
gen Werthe  von  x  der  ersten  Gleichung,  a^  und  a^  die  zugehörigen  Werthe 
der  zweiten  Gleichung,  so  ist  nun  auch 

y  —  ßx  _«!—«»*        ßi  («1  —  «3)  —  ß\  («2  —  «4) 


y  —  ß'z 
Beispiel: 


a. 


a 


«1  =5, 

«2  =  6, 


(«1  —  «3)  —  (<^2  —  «4) 

I.   5x—    7 y  =  20. 
IL    9  a:—  11  y  =  44. 

/?2=V>       ß4=+^       «4  =  6«. 


Demgemäss  ist: 


X 


_  ß-{\ 


(^ 


TV)-5(V-ffi    _  . , 

tV)-(V-+^)     ~ 


t^  (5  -  Sil)  -  1(6  -  6iHf)   ^    . 
.        .         ^~"    '(5-5||)-(6-6i|) 

Wir  wollen  jetzt  eine  Verallgemeinerung  der  Methode  geben,  indem 
wir  die  Bedingungen  feststellen,  unter  welchen  sie  bei  der  allgemeinen  Auf- 
lösung quadratischer  und  cubischer  numerischer  oder  litteraler  Gleichungen 
anwendbar  ist.*  Sind  die  Formen  der  aufzulösenden  Gleichungen: 

I.    ax   -\-  b  =  Oj 
IL    ax^  +  fco;  +  c  ==  0, 
IIL    ax^-\-bx^  +  cx  +  d  =  0, 

und  bedeuten  wie  zuvor  Zq  und  Zi  zwei  Substitutionen  für  die  Unbekann- 
ten, g>Q  und  g>|  die  zugehörigen  Fehler  der  Functionen,  so  sind  die  Aus- 
drücke der  Wurzeln  folgende : 


I. 


X 


9o  ""  9l 
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wo  Zq  and  z^  aneinander  durch  die  Relation 

2aZoZ^  +  b{zQ  +  z^)  +  2c  =  0 
gebunden  sind. 

III  X     X  «ndx  ^  »i/yj)  —  H-V^'Y'Px 

wo  Zq  and  z^  durch  die  Relationen 

"""*  620*1  H-c(jo  +  ^.)  +  3d  =  0 

aneinander  gebunden  sind.     Es  sollen   diese  Sätze  bewiesen  und  durch 
Zahlenbeispiele  erläutert  werden. 

I.  aa:  +  6  =  0.  Es  sei 

X  --  Zq                                      z„  —  z^u 
^  ass  U  ,     also    X  sss  -^ 1—  . 

X  —  «j  1  —  u 

Setzen  wir  den  Werth  von  x  in  die  Function  ein  und  ordnen  noch  ti, 

80  wird 

(azi  +  6)u  — (aZo  +  6)  =  0. 
Es  ist  demnach 

mithin 

o:  —  Zj         g),  '  yj,  —  9, 

II.  axi^  -{-  bx  -{-  c  =i  0.    Es  sei  wiederum 

^-^^^u,   also   a:=^~^«" 


o;  ^~  z,  1  —  u 

Setzen  vrir  den  Werth  von  o:  in  die  Function  ein  und  ordnen  nach  u, 
so  wird 

(«,2+  6z,+  c)«2_(2«2o2,  +  6[ro  +  Zi}+  2c)«  +  («V+  K+  '')  =  <>• 

Wählt  man  nun  Zg  beliebig,  aber  z,  so,  dass 

2  azaZi  +  6  (z«  +  z,)  +  2  c  =  0 
wird,  so  ist 

mithin  -'^         «V  +  ö«,+o        =^^-r-^;' 

•  

Zahlenbeispiel.   Gegeben  sei  die  Gleichung  8  a:* — 10a: +  3  =  0. 
Substituirt  man  z^  «=  1 ,  so  ist  der  erste  Fehler 

8zo^  — 10zo  +  3=l=9o. 
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Wegen  2  azQ^^  -\-  b  {z^  -}-  Zi)  -\-  2  c  =  0  aber  ist «,  =  ^,  also  der  zweite 
Fehler  8  z,*  —  10  2,  -j-  3  =  —  ^  =  9, .    Mithin  ist 

_|Yl-iy|  _  1  iV^  +  V^  _  1 . 


III.    «a:^  +  6«^  +  ^^  "l~  ^  =  ^«    Es  sei  nun  wieder 

=  «,   also   o; 


X  —  Zj  ^^  "^  1  —  M 


Setzen  wir  den  Werth  von  x  in  die  Function  ein  und  ordnen  nach  Uy 

so  wird 

(öZi3+  &z,2+  czj  +  d)i^—  [(3  azj^+  26zi  +  c)  Zo+  (ftz,2+  2  czj  +  Sd)]«'^ 

+  [(3azo^+26zo+c)z,  +  (6zo2+2czo+3rf)]« 

—  (ö^o'  +  ^^0^  +  czo  +  rf)  =  0. 
Unter  den  Bedingungen 

(3  azi*  +  2  ftzj  +  c)  zo  +  (ftz^^  +  2  cz^  +  3  d)  =  0 

'^^d  (3  az^^  +  2  6zo  +  c)zi  +  {hz^^  +  2czo  +  3d)  =  0 

Mithin  3. — 


^--1      '       ^^, 


und  wenn  wir  die  drei  Cubikwurzeln  der  Einheit  mit  1 ,  7,  /^  bezeichnen : 

lK9>o  — K9i 

^\  '        3. 8/—  »  ^2  8> 3,—^         ' 

Aus  den  beiden  Relationen  für  Zq  und  Zj  aber  folgt,  wenn  man  sie  von  ein- 
ander subtrahirt  und  durch  Z|  —  Zq  dividirt: 

3  uzqZi  +  h  fr,,  +  zj)  +  c  =  0, 

da  Z]  —  Zq  nicht  gleich  Null  gesetzt  werden  darf,  indem  daraus  xr  =  1 
folgen  würde.  Multiplicirt  man  die  erhaltene  Gleichung  mit  Z]  und  sub- 
trahirt sie  von  der  ersteren,  so  entsteht  ausserdem  die  Bedingungs- 
gfeichung: 

b^h  +  ^i^oi-  ^i)  +  3d  =  0. 
Aus  der  Combination  beider  Bedingungsgleichungen  erhält  man  leicht : 

_      }^^:  ^^^  _  c^— 3^tf 

^0  +  ^1 b^—3ac  '       ^«'*  ~    b^-Sac   ' 

Es  müssen  also  Zq  und  z^  der  Gleichung 

(b^  —  3  ac)  z2  +  (6c  —  9  ad)  z  +  (t^^  _  3  ft^)  =  0 


Kleinere  Mittheilnngen.  47 

genügen,  d.  h.  ihre  Wurzeln  sein.    Hieran  schliessen  sich  folgende  zwei 
Theoreme : 

1)  Hat  die  Gleichung  in^zweireelle  Wurzeln,  so  hat  die  cnbische 
Gleichung  eine  reelle  und  zwei  complexe  Wurzeln. 

2)  Qat  die  Gleichung  inz  zwei  complexe  Wurzeln,  so  hat  die 
cubische  Gleichung  drei  reelle  Wurzeln  (casus  irredncibilis). 

Zahlenbeispiel.    Gegeben  sei  die  Gleichung 

2  a:»  +  öa:2 +  4x4-^  =  0. 

Es  ist  die  Gleichung  in  z  nun 

7  2^  +  202+12  =  0,     2o  =  — f»      2,  =  —2. 
Setzt  man  2^  =  —  -f^»  so  ist  der  erste  Fehler 

64 

«2:0'  +  bz^  +  ci^  +  d  =  —  -^^^^    =  9>o- 

Setzt  man  24  =  —  2 ,  so  ist  der  zweite  Fehler 

az^  +  ft  V  +  C2,  +  d  =  —  -^  =  g>,. 

Mithin  _*^^^ 

^  _        i__     1029  _^  f^        10^  =  —  i  -::i-  V^ ' 
"" '  i/-  -^  _  1/  -  ^^-T^^  1-^49 

f'^         1029       y  i029 

^ o7-3-/.^49  _  7-3./,.^ 

1  —  7  .  /49  1  —  -^1  •  V^ 

Den  Auflösungen  gegenüber,  welche  von  Tschimhausen ,  Lacroix 
Hulbe,  Sommer,  Bretschneider,  Grunert,  Arndt  und  Anderen  für  die  all- 
gemeinen  cubischen  Gleichungen  von  der  Form  ax^  +  hx^  +  co:  +  ef  =  0 
^i^geg^ben  sind,  dürfte  die  vorstehende  sich  durch  Einfachheit  und  Sym- 
metrie ihrer  Formeln  auszeichnen. 

Husum.  Dr.  Ludwig  Matthiessen. 


in.  Belationen  zwischen  einigen  nnendlichen' Reihen« 

Setzt  man  in  den  beiden  Gleichungen 


anz    I      — am  »=.ob 

e  • 

n  . 

an 


ll  =  QO 


1  f«— — w 

=  — +  2V(—  1)"  ---^--cosnnz,      —  1<2<1, 
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./^«''^^'•^s.«-.  •      >  V^  V      \^  V^  \>  X^  V^  X^^^^^  v^*\>Nrf  *•  fj       j  >v  ^•.  *  -/rfNrf  x^  «i  »  "^  ^  V-         '  \^    **      ^   *^  ^  r  \y   ^K         y       r  ,     ^  -. 


e        —  e 
n  • __ 


^  ^^  r  —  C2n  — 1— z)ö«  _  ^-(2n  — l  +  z)a>r| 


an  

e      —  e  ^="1 


;t 


#1=1  • 

successive  a  ==:  f>  -|-  ui,  a  =  r  —  ti;,  so  erhält  man  durch  Addition  und 
Subtraction  die  folgenden  Entwickelangen: 

A. 

((1+2)0»        — (l+2)»«\        f^         X         ,   /  (1  — z)oJr        —  (1  — z)!?ir\        ,^    ,     V 
g^    •    ^     — e    V    I    /    jco8{l — z)u7t-\-y€r  — e    ^  jcos{l'\-z)U7t 

ß      —  2  C05  2  jr«  -[-  ß 

Vif  — (2n— 1— z)wr        /o  <         \         1     — (2« — l+z)wr        ,g^  i    i     \       \ 

=jt>'<c    ^  '     cos{2n — 1 — z)un-\-e    ^  '   '     cos{2n  —  l  +  r)fm> 

w  =  l 

B. 

((l+z)»«  ,     — (l+2)wr\   .   ,^         N         ,   /  {\  —  z)wt  I     — (1  — z)wr\    .    /-    •     v 
gV    I    y     _|_g     \    I    y     jstn{l — «jttff  +  V^                +^                    ^««(l  +  c)tt7r 
7j  .  -  '        '         '  ■  -  ,  ■  ■    ■  

*wr      rt        rt         I      ~"2wj 
e      — 2co5  29rtf-^6 


»rroo 


=  7r  >'<ß  5m(2n  — 1 — zjun-j-e    ^  '   '     ^it(2n — l  +  z)w7r> 

c. 


2»«       c%        o  I      — 2»« 


»i:=ao 


^CTf  --(2ii— 1 — z)vn        /o  «         \  — (2n — l+z)wr        /«  <    1     \       1 

==7r  ^'-Je    "^  '     co«(2n — 1  —  z)un — e    ^  ^        cos(2n  —  l-\-z)ux> 


»=00 


«=1 

D. 


TT 


/  (l+z)wr      ^~(l+z)wf\    .   ,.         .  /  (1  — z)wr        — (1— 2)wr\    .    ,<    ,     v 

ye  — e    ^    '      .J8tn{l  —  z)un  —  ye^        '    — e    ^  js\n\)L'\'z)u7c 


2v7t       A       ^  o  I      —  2ü« 

e      —  2  co$2  7tu-f-  e 


nrrr  OD 

%7jf  —(211—1—2)0«   .   f^         ^         N  —  (2n— l4-2)wr   .    .^         \    i     \      1 

=  ^  >\ö     ^  «n(2w  —  1  —  2)u7r — e    ^  '     stni^n  —  \-\-z)mt\ 


If    ■  A 
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In  den  Gleiclinngen  A  und  ^  ist  —  1  ^  «  ^  1 ,  in  den  Gleichungen  C  and 
D  ist  0  <  js  <  1 ;  kommt  eine  der  Gleichungen  A  oder  B  in  Verbindung 
mit  einer  der  Gleichungen  C  oder  D  vor,  90  ist  selbstverständlich  0  <  z  <  1. 

Der  Einfachheit  halber  ist  im  Folgenden   ^^  <p{n)  statt   ^^9(«)  gesetzt. 

»=1 
Mnltiplicirt  man  die  Gleichung  J)  mit  dv^  integrirt  nach  v  zwischen  den 
Grenzen  y  und  00 ,  so  folgt : 

^{8in (^n  —  l  —  z)nu   ~-(2n  — 1  — z)«y      sin{2n  — l'^z)nu  — (2n— l+z)aryl 
Zi\      2n—l—z       ^  2n—l  +  z       ^  ] 

Für  y  =  0  giebt  die  vorstehende  Gleichung : 

i\    ^rT/*»'*(2« — 1 — z)nu      sin(2n — l+t)jrM\       ^r-t,         «— 1  .  n  +  tt 

'^  2\       2n-l-z 2^-1+7   -;=2(-^)        ««««c/o^--. 

Mnltiplicirt  man  die  Gleichung  A  mit  du,  integrirt  nach  u  zwischen  den 
Grenzen  0  und  w,  setzt  v  =  ^,  so  folgt: 

\^f9in (2n  —  1  —  z)nu   — (2«— 1— z)3ry  ,   8m{2n  —1  +  z)7tu   ^{2n  —  t+z)ny\ 
ZV     ,2n—l-z        "^  '^        2n  —  l  +  z        "^  ^ 

=  arctang    -  +^  (-  1)  cos  nnz  arctang ^2  _  ^2    1    ^2 ' 

Für  y  =:  0  erhält  man : 

"^7  /«w  (2  n  —  1  —  z)  TTM  ^^  sin  (2  n  —  14"^)  ^w\ ^ 

^  \        2^n  —  1  —  z  '  2n  —  1  +^        7  "^  T  * 

Diese  Gleichung  ergiebt  sich  auch  mit  Hülfe  der  beiden  folgenden : 

n  cos  7t zu  —  cos  ytCl  —  z)  u       _  ^1  z  /c^  ^\ 

2  —■ i^^l^i ^2,  (2n-l)^-.'  '"'  (2  "  -  ')  '*"' 

2  smnz  ^mJ{2n — 1)^  —  z^ 

Die  Gleichung: 


e^^ —  e 
von  der  Gleichung  A  abgezogen  giebt : 


V 

z 


vn        — vn  V  ^ '  t5*  +  n^ 


^y  \c  cos\2n — 1 — z)u'Jt-\-e  '    '     co*(2«  —  l-\-z)un> 


^  vnz   ,      — vnz 

J_  ^  t;  e       +« 

+  T  — -.2    I    ..2  —  ^ 


"Kl  r       ^n'"""^  f      2»  »  ^  \ 

=2,  (-1)     ^  ^^^«^^  t];qr;;^  ~  ^+{n^  ur ""  i,^+ („-:^^2 ^ 


Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik  XV,  1. 
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Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  dv ,  integrirt  nach  v  zwischen  den 
Grenzen  y  und  oo,  so  folgt: 

Q.    Vif  — (2n— 1— z)y«co^(2n  — 1  —  z)un  ^     ^(2n-f+z)yn  cos(2n — l  +  z)un\ 
^^  ZjY  2n-l-z         ^"^  2n-l  +  ^      / 


L 


OD 


oder  00 


0 

y 
/•/^  vnz  y     — üwz\ 


Nun  ist: 


'^*   vdv 


0 


Setzt  man  hierin : 

log 


OD 


«=j(rT7^-;;2^;^)»«'. 


0 

so  ergieht  sich  für  L  folgende  Gleichung: 

OD 


/^/^  vnz,      — vnz\ 


X 

0 


^«— 1 ,_  y^  +  n^ 


-^(-i)""  «^"»««'^--J 


Bezeichnet  man  das  rechts  stehende  Integral  durch  My  setzt  in  demselben 
V  statt  2  V»,  so  folgt: 

y    \»        »'«  +  (2»)»       '         e"—!        ^ 
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I 


Nnn  ist: 


00 


setzt  man :  J?     __ 

0 
80  folgt:  00 

%  2«  -  c  =/  (1  -  ^,      1  -  VV"- 

0 

Diese  Gleichung  von  derjenigen  für  M  subtrahirt  giebt: 

00 


0 

Das  rechts  stehende  Integral  ist  der  Differentialqnotient  nach  z  von : 

1  —  Z  1  +  2, 


OD 


2 


Hierdurch  folgt: 


e  —  1         '  r 

0 


jlf  SS  /otir  2  TT  —  ^  +  ^  /ofi'  — 


und: 

i  =  %2«— c  +  ^/ogr  — ;,   "    ,;  +  i%  (y*  +  «*) 


(^) 


^1  » — 1  |i2     I     ^2 

—  >.(—!)         cosnnzlog- — ^ 

Setzt  man  diesen  Werth  von  L  in  die  Gleichung  2) ,  so  gebt  dieselbe 
über  in : 

j^^/C05(2n— 1  — z)?rM   —  (2n~l— z)^ry  ,  CQj(2n  — l  +  z)w   — (2n— l+z)wy\ 
■^^l        2n— 1  — z        "^  "•  2n— 1+z        ^  / 

4* 
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Die  vorstehende  Gleichung  giebt  für^  "=  0: 

log  27t  —  c+  -iog       .^  __    v    +  % w 

"''-^  \     .    2  n  —  1  —  2  '  2n  — 1  +  «        / 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  1)   z  =  2  x  —  1, 

_  ,  —,,  ^     r(i -4- x)     ,  ^      d  ,^       ^v 

80  erhält  man ,  wegen  "  {x)  =  — ^ — ' — -  und  2  =  —  (2  a:  —  1) : 

X  t/X 

.dl,      r(l  +  a;)    ,    ,-  ,.   ,,     „  \\    i    ,  1— CO*  2  war« 

^^  /co«  2  {n  -^  x)  nu  ^^  cos  2  (»  —  x)nu\ 


4) 


n  "{-  X 

i  +  - 

"^   .    ^  ,  «         5jn  2  nxu 

^,  stn  2nnx  log r: 

^^  u  2  X 

n 


y^  /  sin  2  {n  -{-  x)  nu         sin  2  (n  —  x)  nu\ 
^.^  \  n  -{-  X  n  —  X        J 

Die  Gleichung  4)  gilt  für  -}  <  j:  <  1.  Setzt  man  in  der  Gleichung  4) 
1  —  X  statt  X,  so  bleibt  dieselbe  unverändert;  hieraus  folgt,  dass  in  der 
Gleichung  4)  0  <  a;  <  1  ist. 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  3)  mit  cos  2'jtxu^  die  Gleichung  4)  mit 
sin  2  TTxti,  bildet  die  Differenz  der  Produkte,  so  folgt: 

cos2nxud  f.     r{l-\-x)   .  ..  .\    .   \  —  cos2itxudlogx 

+  cos  2  nxu  'logu  +  ^^cos  2  nnu  ("nr^  +  ^^  _  ^) 

'^^\cos2nx{n-\-  ujlogil  -\-      j  +  cos  2  n x{n  -r  u)log ( 1 j>s=0. 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  3)  mit  sin  2nxUj  die  Gleichung  4)  mit 
cos  2  Ttxu^  bildet  die  Summe  der  Produkte,  so  folgt: 

^.        sin27txu  d   f,     r(l  +  a:)   ,    ,.  ..  ,_     _  .)        sin2nxudlogx 

-|-  «n  2  nxu*  log  u  —  \  ^^  «n  2  «  w  «  I  — -r- I 

+  V| tt«  2 «X («  +  ti) log  (l  +  ^  —  sin2%x{n  —  u)log\l  —  -^\=  0. 
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In  den  Gleichungen  5)  und  6)  ist  0  <  o;  <  1.    Dnrch  partielle  In- 
tegration folgt: 

0 

0 

Wegen 
i  V*»^  r(rzr^  +  (2  o:  -  1)  (/oj,  2«  -  e)}  = -2— ;r— "^  " 

tBil  z 

V 2 V^^r(l~^)  +  ^^^~^^  {log27t  —  c)jdx 

0 

u    ^7/  sin  2  TT«  (n  —  w)         sin  2  nz  {n  -{-  u)\  log  n 

27t^J\  n — u  «  +  M  /      n 

1    '^){8in2nz(n  —  u)    ,     sin  2%z(n  A- u\\  , 

-rnZ\r—i.-u —  +  — nJ^u     J'"^" 

cos  2n:«u^7«n  2««r  . 

ir~2i  — ^ —  ^"^  " 

TT        ^^         n 


2 
Es  ist  folglich : 


1     ^  /  ft«  2  w z  (n  +  w)    I     sin2nz(n  —  «)  \  , 

=  2iiZv — v^u —  +  — ir::^u — j^**^" 

cos2mu(,         r(z)        ,    ,-  ,.  ,.     „  v"» 

~  W  r(i  -  ^)  +  (^ '  —  ^)  (^«^  ^"  — ''))  • 


X 


frcos27txu  d  (      r(\-\-x)  .  ,^        ,^  „     ^  ^1    ,  1  —  cos2%xudlogx'\^ 

Mit  R&cksicht  auf  die  vorstehende  Oleichung  erhält  man  ans  5)  durch 
Integration  nach  x  zwischen  den  Grenzen  0  nnd  z : 

7)   lisin2nzu,         ,    ^sin2fcz{n4-u)  ^     /     ,     x   ,   ^lsin2nz(n  —  ii) ,     ,  ,) 


1+^ 


-^  log  z  -{-  log  27t  —  c  +^.  C05  2  «;rM  log  —  =  0. 


i-i. 

n 


Ist  u  ein  positiver,  echter  Bruch,  so  lässt  sich 

log  z  +^^  cos  2  nnu  log       '    " 
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auf  eine  endliche  Summe  reduciren,  deren  einzelne  Terme  Produkte  sind 
eines  Cosinus  mit  Logarithmen  der  Function  F. 
Man  findet  leicht : 


z 


1    ^l/l — cos27tz{n  —  w)        1 — cos2nz{n-{'u)\  .         ,    1  ^7sm2«TC2 

2^Z  V ;r=:;i H^^i )  "^"^  n2j-ir—  "^'' 

1    "^  /  1  —  cos  2nz{n  —  u)  1  —  cos  2  n.z  (n  +  m)  \  , 

+  i  {%  j,  5_    .  +  (2  z  —  1)  (/ojf  2  «  -  c)}  sin  2  «2». 

Unter  Znziehnng  der  vorstehenden  Oleichnng  erhält  man  durch  par- 
tielle  Integration : 


0 

1    "^Z  1  —  cos2nz{n  —  i*)  1  —  cos  2  jrz  (n  +  ti)  \ 

=  -  2it2j\ ^a^^u -^r+i, )  ''^  "• 

Integrirt  man  die  Gleichung  6)  nach  x  zwischen  den  Grenzen  0  und  z, 
so  folgt: 

^.  1  —  cos2  7tzu,  ,   ^1 1  —  cos  2  7tz(n -^  u)  , 

8)  ~ log  u  +2j n-J^u  ""^  ^"  +  "^ 

^l  —  cos27tz{n  —  u)..  .  V    •    o  ,      /.         ^^^ 

—^ ^_^ -'  log  (n  —  m)  =  7t^  stn  2  nnu  log  ^1  —  — j  . 

Die  Gleichungen  7)  und  8),  deren  Uerleitung  auf  die  Gleichungen 
3)  und  4)  basirt  ist,  lassen  sich  auch  direct  aus  den  Gleichungen  B  und  C 
herstellen,  wobei  die  obige  Entwickelung  von  log  r{l  +  ir)  —  log  P(l  —  x) 
nicht  erforderlich  ist.   Aus  den  Gleichungen : 

cosxin{l  —  2  z) 1         o^^       " 

sin  U7C  u 

sin  U7t  {1  —  2  z)  "^       n  .  - 

n  7^ =  2  >>,  -= 5  stn  2  nnz 

stn  U7C  ^^  rr  —  u^ 

findet  man : 

sin2unz       "^      2  m  ^ 

fc  = ^,  -= 5  cos  2  nrcz  s^in  2  unz 

u  ^^  n^  —  u^ 

.   ^^     2n 

+  ^.  "5 ö  stn  2  nnz  cos  2  unz. 

,  ^^  n^  —  u^ 

oder: 

-..  sin  2  unz   ,   ^1  fsin  2  (n  -\-  u)nz    ,    sin  2  (n  —  m)  nz\ 

u  ^SmJ  \         n-f-M  n  —  M         / 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  B  und  C  \  —  2  z  statt  z^  so  gehen  die- 
selben über  in : 


n  4- u           .           n — u        {  —2vnz        ^ 

'  '  ^ e  cos  2nuz 
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Tl — 2  +.Z/  cos2nnz\  .^        '    — r» 5-.-; r={  =  ne  sm  2nuz 

Multiplicirt  man  die  erste  der  vorstehenden  Gleichungen  mit  sin  27tuz^ 
die  zweite  mit  cos  2%uz^  so  folgt: 

—  Tce  '\'7t^cos2nu7cye      ^        '     — e      ^  ^  ^     )  =  0. 

Diese  Gleichung  durch  v  dividirt  giebt  mit  Rücksicht  auf  9) : 

V      sin2nuz  ^^^^(  v  5iw2(«-j-M)rtz  v  sin2{n—u)7cz\ 

,    «^ «e ,       \^cos2nu7c/  — 2(«— z)OTr_   —  2(n+z)i;w\_^^ 


Addirt  man  zu  der  vorstehenden  Gleichung  nach  9) : 
sin27cuz       ^        i_      ^       ^^/sin2{n-\-u)7Cz   ^^sin2{n  —  u)m\  v 

so  folgt: 
1+7  ""  »'+«V        ii  r-^ VT+l "~  t,2+(«  +  t/)V        T+ii 

+  ^  \7+T  ~  t;2^(«  — Mp/        7=^ii         ^  "7 ""  r+"7 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  dv  und  integrirt  nach  v  zwischen 
den  Grenzen  0  und  oo,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung  7),  wenn  man  be- 
rücksichtigt, dass 

log2nz  =>=  I dv, 

J  V 

also:  0 


00 


"     J  \  V  ~^  V        14-»/ 


log2nz-c=.J\^ +  _  _  )  a„ 

0  ' 

und :  * 


0 


ist.   Auf  ähnliche  Art  lässt  sich  die  Gleichung  8)  ableiten. 
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-'-•'-'    ^    •*-^.'    y  .^  U        '.jf^'-- 


Multiplicirt  man  die  Gleichung  B  mit  du,  integrirt  nach  u  zwischen  den 
Grenzen  0  und  ti,  setzt  darauf  v  =  y,  so  folgt: 

"S^lX—coBJ^n — 1 — z)7tu  — (2n— 1— z)»y  .  1 —  C09 (2«  — 1-[- z) nu  — (2«— l+«)3ry\ 
Z^\         2n^l—z  ^  "^  2n— 1+z  ^  ) 

Diese  Gleichung  zur  Gleichung  2*)  addirt  giebt: 

Setzt  man  hierin  z  =  2  x —  1  und  y  =  u,  so  folgt: 
*  Ä  i^*^  F7r=^  +  ^^  *  ~  ^)  (Zoj,  2  «  -  c)}  + /oj, «  -  i 


e 


+  ^^{-li+^+-l^^^)  +^-  2««./<„  (l+  ^)  =  0. 

Subtrahirt  man  die  Gleichung  3)  von  der  vorstehenden,  so  ergiebt  sich: 
—  2nxu  ^  — 2(n  +  a?)«u  — 2(n  —  a?)iriiv 

+^  cos  2  nn;a:  %  ^^1  +  -^J  = — 

,    ,'S^(cos^{n-\'x)nu    .   C082{n  —  x)nu\    ,   "^        ^         ,      (^        u^\ 
+  ^Z\        n  +  x  + n-cc         )+Z'''>^"^''^V-n& 

Wird  die  linke  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  durch  q>  (u)  bezeich- 
net, so  ist  2  9  {u)  =  9  (w  y —  l)  +  9  ( —  u}/  —  l) ,  welche  Gleichung  nur 
dann  bestehen  kann ,  wenn  u  positiv  und  kleiner  wie  die  Einheit  ist. 

Göttingen.  ^      .    _ 

^  Dr.  A.  Enneper. 


IV.  Bemerkungen  über  eine  Differentialgleiohung  zweiter  Ordnung. 

In  seinem  „Trait^  des  fonctions  elliptiques  ^'  (t.  I,  pag.  64)  hat 
Legendre  zwei  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  aufgestellt,  welche 
sich  durch  Differentiation  der  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gat- 
tung in  Beziehung  auf  den  Modul  ergeben.  Die  vollständigen  Integrale 
dieser  Differentialgleichungen  hat  Legendre  ohne  weitere  Deduction  mit- 
getheilt.  Wendet  man  zur  Integration  der  bemerkten  Differentialgleichun- 
gen die  Methode  von  Lagrange  an,  so  ergeben  sich  einige  bemerkenswerthe 


Kleinere  MittheihiDgen.  57 


1  ^^y*t  ^>     '-      .«^*.'    mJ"^ 


Belationen  zwischen  bestimmten  Integralen,  deren  weitere  Ausführung  den 
Gegenstand  der  folgenden  Zeilen  bildet. 

Die  beiden  Quantitäten  k  und  k'  seien  durch  die  Gleichung  verbunden : 
Setzt  man : 

0  0 

E'^jj/{l  —  k^sin^u)du,       e=iy(\  —  k"^  sifi^  u)  du, 

0  0 

so  finden  bekanntlich  die  beiden  Gleichungen  statt : 
1)  KBf  +  K'E  —  KK'  —  4  , 

dK     „ar     «    1 

Zur  Abkürzung  werde  gesetzt : 

x  =  F{fp,k),       y^E{g),  Ar). 


wo: 
F 


(<p,  k)  =  I     _J^==^r=,       E{q>,  k)  =  /y  (1  -  k^  sin^  u)  du, 

0  0 

Die  beiden  Differentialquotienten  von  x  und  y  nach  k  sind : 


dk         k^  kk->-     *'»  /(i  _  *2  «•„» ,,) ' 

Am  diesen  Gleichangen  findet  man  leicht  nach  Legendre: 

5)  d  (kk"'^  .    . 

\        okj         ,      ,        k  sm  w  cos  w 
— kx-4 ^  =  0, 

^*  (1  —  k^  8in^  9>)i 

Da  K  und  £'  die  beiden  particularen  Integrale  der  Differentialgleichung: 

sind,  so  hat  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  5)  die  Form: 

x  =  PK-+-  QK\ 
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V,r^     <-V  ■■^      V*«   ^»\  /^^^\,jn»       w         ^   '-_*..•        '      '•^•m^        •>.  ^^  r*   ^    ^     ^%  ^S_  "  ^^.    '■«^  ^< ». 'V. '      J^  '"N/'N  •"     .'N    *V,^    . 


Nach  der  Methode  von  Lagrange  ergeben  sich  zur  Bestimmung  von  T 
und  iß  die  Gleichungen: 

^dk^  ^  dk     ^' 

\dk  dk'^  dk   dk)  ~        (1  _  U^  sin-i  tp)\  * 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  2)  erhält  man  hieraus: 

n  dP k  sin  g>  cos  <p         ,  n  dQ k  sin  tp  cos  q> 

2"^  (1  -  ;^  sin^  g,)i       '         J  dk  ~  ^ —'^  sin^  y)T 

Sind  Pq  und  Qq  die  Werthe  von  P  und  jß  für  A:  «>  /r^,  so  geben  die  vor- 
stehenden Gleichungen  integrirt: 

i>  =  i>o-^    /  ^  ^'^  9>  cos  y      ^.^ 
«        «J   (1  — ^»«n«9))* 


^o 

A 


0==^0   4-^    r_kjin^p_cos^_ 

J   (1  -  ^2  «n«  9)4 


iraÄ:. 


Mittelst  der  vorstehenden  Werthe  von  P  und  Q  erhält  man  fär  das 
vollständige  Integral  der  Gleichung  5)  folgenden  Ausdruck: 


+^iöo+^  /."""■!"'":'^.«^g*|- 


Aus  der  vorstehenden  Gleichung  findet  man  leicht: 

k 

dx 

Ar: 


^\   f  r»     1    2     /^  k  sin  w  cos  w      „  „ .  1 


+  (f+ 


Wegen  der  Differentialgleichungen  für  £  und  E'  lässt  sich  die  vor- 
stehende Gleichung  auch  schreiben: 

'     Va*  ^  *;  I«     «  /  (1  —  A' ««2  ,,)i       / 


'  * 


+  (AT'—  E 


\  «7(1  — A»  «•„••(  y)i        / 
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Da  der  Ansdrnck  7)  und  ebenso  F{<p,  k)  der  Gleichung  5)  genügen, 
6o  muss  offenbar  F{q>,  k)  in  7)  enthalten  sein.  Man  setze  in  7)  nnd  8) 
k  sss  kQ,  x=:F{<p^  k)  und  bezeichne  die  entsprechenden  Werthe  von 
F{<Pj  k)y  E{q>y  /r),  Ä^,  IC\  jB,  E'  für  Ar==  /tq,  respective  durch  -P(g>,  Atq), 
E  (9),  k^)^  Eq^  Eq\  Eq,  JB'q'.  Für  a:  =  J^  (90,  Ar)  reducirt  sich  die  linke  Seite 
der  Gleichung  8)  nach  3)  auf: 

k^  sin  q>  cos  y 

Y  \\  —  k^  stnq>  cos  g)) 

Mit  Bücksicht  hierauf  geben  die  Gleichungen  7)  und  8) : 

Fiip,k,)^P^E,  +  Q,Eo\ 

y{l  —  kQ^stn^ff) 
Da  nun  nach  1) : 

7t 

-^o-^o  "r  -^0  -^0  —  ^0-^0  '*™  "2"» 
so  folgt: 

^P, {K\  -  E\)  F  {g>,  k,)  +  if'o  iß  {q>,  *o)  - 


Mittelst  dieser  Gleichungen  geht  die  Gleichung  7)  für  o:  »s  F{g)y  k)  über  in: 

9)  ^Fi^,k) — Kj,,' iFi<p,  k,)  -  Ew,  K)  +  y  '";/ya 

-  K  r  l'^^'PCos^     ^.^^  ^  ^,  r  ksin<peos<p     ^^^ 
/   (1  —  A*  sin^  <p)i  ./    (1  —  **  ««^  9>)* 

Ans  dieser  Gleichung  lässt  sich  eine  einfachere  ableiten,  wenn  Atq  =  0 
gesetzt  wird,  die  Quantitäten  E  {q>y  Ar^),  F{q>,  Atq),  Eq^  Eq'  und  Eq  reduciren 

7t  7t 

sich  dann  auf  g>,  g),  1,  —  und  -^.   Es  ist  ferner: 

F(<p,  A:o)  -  ^(9,  Ato)  =  V  /^TT^fer^  ^"5 

e/  K(i  —  V  ««  w) 

da  nun :  ^ 

Wm/tÄ^'^O   für   A:  =  0, 

so  verschwindet  in  9)  der  Term : 
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Mit  Rücksicht  hierauf  erhält  man  aoB  9) : 

k 

10)  IT 


2       ''^'    ^  J   (1  —  ^^  «>|2  9>)* 


+ 


^  (1  —  ;t2  ««2  g,)* 


0 

Setzt  man  in  der  Gleichung  7)  Ar^  «»  0,  femer  A  und  J9  statt  Pq  und 
Qq  y  80  folgt  mittelst  der  Gleichung  10) : 

x=F{ip,k)  +  (A  —  ^^jK'\'  BK\ 

Dieser  Ausdruck  unterscheidet  sich  von  dem  bei  Legendre  vorkommen- 
den nur  durch  den  Factor  von  K^  was  unwesentlich  ist,  da  ^  und  B  nur 
von  k  unabhängig  sind»  sonst  beliebige  Functionen  von  q>  sein  können. 

2 

Setzt  man  in  der  Gleichung  8)  Ar  =  Ar«,  a:  «=  -F  (g>,  Ar),  /^q  =  —  9>, 

(?o  '^  0,  so  folgt  nach  3) : 

11)  ^^(9>,^)  =  ^-9  +  |      ^'-•»^-'^ 


2       '^'    '  ^    '    2  >/(l  -  )t2  ^>|2  9>) 

-  E  fJ^j!llJ21^  K'^k  +  (AT  -  ^0  CJL^^l^^-  K^k. 
I   {l—k^  sirfi  ip)l  ^  ^  V/    (1  _  ^2  «„2  ^)i 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  11)  mit  AT,  die  Gleichung  10)  mit  E^ 
bildet  die  Differenz  der  Produkte,  so  folgt  nach  1): 

k 
U^  sin  q>  cos  q> 


/*  ksin  (p  cos  q>    ^^  ^ 
(1  —  Ä:2  tt«2  ^)| 


K1^ 


EE{g),k)  —  EF{<p,k)  =  E    ^ 

^(1  —  k^  sin^  ip) 
Nun  ist:  o 

k  k 

^[ y^jt-=«/jnrJ ^  f)i^— » 

( 1  —  A:«  «Vi  V)*  ./  ^  ^  /(l  —  ^^  *'«*  <P)  >/(l  —  ^^  ««^  7») 

0  0 

k  k 

^  ]k^(l^Ä:2«fn2^  »^  f^(l—  A2«-„2^)      J  ]^(i_  A:2Än2  9))  Ar'^      ' 


0  0 

folglich :  )fc 

k  sin  g>  cos  q>  E 

y{{  —  k^  sin^~^  1  —  Ar« 

0 

Diese  Gleichung  lässt  sich  auch  mittelst  des  ganzen  elliptischen  In- 
tegrales dritter  Gattung  ableiten.  Bezeichnet  man  der  Einfachheit  halber 
die  linke  Seite  durch  p,  so  ist  bekanntlich : 


rx»,/        .V          ««/        .N-        /      K  sin  w  cua  fp             lu 
KE{q>,k)  —  EF  (9),  Ar)  =■  /  -777  .    ..-r  5 m  »*• 
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■  »     ^     r- 


0 

Durch  Differentiation  nach  k  findet  man  nach  einigen  einfachen  Be- 
dnctionen :  . 

^  =  ^  sin  <p  cos  q> }/ {1  —  k^  sin^  (p)  1  Mdu, 


wo: 


M= ?^ ^  f 2^ + l 

1  —  k^  sin^u «n^9> j/(l k^ sin^u)\^  —  k^ sin^u  sin^<p*    1  —  k^sin^u 

1 1. 

Nnn  ist  aber:  ^  -  *  '^  «"i 

folglich: 

d  i.-  " 

dp  k  tinq>  cos  q)  E 


dk       j/(i  _  ;t«  «„2  y)  1  —  ** 

Integrirt  man  nach  A:  zwischen  den  Grenzen  0  und  k,  sobstitnirt  ftir  p 
seinen  Werth,  so  folgt: 


■y; 


0 
k 

k  E 

dk. 


y{l  --k^sin^  9>)  ^  —  ^^ 
Setzt  man:  ^ 


:oo 


SO  ist :  1  ^ 

^  /*  aw /  Ar  <in  u Y" 

**"  "V  ^  —  **  «■»"  u)  Vi  +  /(l  —  A*  «tn*  m)/ 


13) 


y/, 


i? 

a» 


j/^(l  +  ;t')2  —  (1  —  k'Y  Sin^  «} 

Die  Gleichung  12)  nach  q>  differentiirt  gieht: 


fi=:aB 


14)  --  . J  =  —  4^  (—  1)  nanStn2  ntp, 

^      (1  —  ir  stfr  g>p 


n^ 
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Maltiplicirt  man  die  Gleichung  12)  mit 

1  ^  k"^  8in^  g>  =  1—  i  k'^  +  ^  k^  co8  2q>, 
80  folgt:  -^ 

15)  |-^(1  -  *2  «n^  fp)  =  (1  -i*)»«,  -  i*»«| 


»=00 


öll+l  +  ö«  — 


Da  nach  13)  a^  «=  IC^  so  erhält  man  ans  12) :  ^ 

-|.  F{<p,  k)  —  iTg)  =  V(—  1)"  ^  «in  2  n?^. 

Mittelst  der  vorstehenden  Oleichnng  und  der  Qleichong  14)  geht  die 
Gleichung  10)  über  in : 


MST  OD 


^  HS.  ^ 

~A^{—l)''n^stn2n<p\Ef^dk-rf^dky 
Hieraas  folgt:  ^  ^ 

16)  f  a.  =  4  „^  {ir/«-^^  a*  -  ir'/ Y  bA  . 

Diese  Gleichung  nach  k  differentiirt  giebt : 

k  k 

0  0 

oder:  ^  ^ 

0  0 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  1)  erhält  man  aus  16)  und  17) : 


k 


0 

Die  erste  der  vorstehenden  Gleichungen  nach  k  differentiirt  giebt: 


d 


a;t 

Die  vorstehende  Gleichung  lässt  sich  durch  einen  der  in  13)  gegebenen 
Ausdrücke  für  an  verificiren ;  bedient  man  sich  des  ersten  Ausdrucks ,  so 
ist  die  folgende  Gleichung  zu  berücksichtigen: 
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j    ^t  ■  ^  .y  >.r\..^,^^-\  '■%— -v^-v^"  ^  ^'>^%-^^  ^  *-     <-»  ^  .  i-v  '^•'^  ^  '^      "V"     '     ■  i^*       .  *>.  ' 


J  (1  —  ^2  m«  ii)4  \1  +  ^(1  —  )t2  ««2  n); 

/*  cos^  u  /  k  sin  u  \2 « 

^(1  —  /t«  ««^  \1  +  yjr^  k^  sin^  u)) 


/•/  ksinu  \^"  ^        Jtn  u  cosu 

J    \1  +  /(ir^  k^  8in^  u))      ^  y{l  —  k'^sin^u) 

0 

cor  u         /  A:  ft n  t<    ^\^"a 


-/^ 


0 


Mittelst  13)  findet  man  (1  —  i  Ar^  «o  —  ^Ar^at  =  E]  mit  Bücksicht 
hierauf  giebt  die  Gleichung  15) : 

Ans  dieser  Gleichung  und  den  Gleichungen  11)  und  14)  findet  man: 

0  0 

d.  i.  nach  17): 

iQ\          o7'2^^"        li           2n  +  l                 2n— 1  j 

^  ä^^  ""     {'*'• 2        '''•  +  '  "^ 2~"  "*""'} ' 

Auf  analoge  Weise  ergiebt  sich  aus : 

die  Gleichung :  ^  k  - 

i'{(2  -  A^  «.  _^g±+'  +  «'-i(  _  2  jf«,  =  „  r*  i!ji±i^if!i=i  j?a*. 

0 

Die  Gleichung  18)  lässt  sich  auf  folgende  Art  beweisen.   Setzt  man  zur 
Abkürzung  ^(1  —  l^^ir?  w)  =  ^/ ,  so  ist  identisch : 
1« 


/ 


{1  +  Jf''    ^«  ^       (1  +  .^ 


—  2 

-z —  ^du 


/(i^r-  - '/(: 


0 
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s'     *.-y'>v'>,^^\^^y^> 


Durch  partielle  Integration  geht  das  Integral  auf  der  linken  Seite  über  in 
in  \n 

Die  obige  Gleichung  wird  hierdurch : 

\n  \n 


ff^  '^ "  -  ^  ^  -/(iT^r^^ 


du 


*        (1  +  ^' 

(^  0 

4« 


Diese  Gleichung  mit  k  multiplicirt  giebt  die  Gleichung  18). 

Göttingen.  -rv     *    -r^ 

°  Dr.  A.  EimBPBR. 


V.  Bemerkenswerfhe  Eifenschaft  der  Sohraubenlixüe. 

Durch  synthetische  Untersuchungen  bin  ich  auf  folgenden  Satz  ge- 
führt worden,  welcher  meines  Wissens  noch  nicht  bekannt  ist: 

Construirt  man  in  allen  Punkten,  welche  eine  Schrauben- 
linie mit  irgend  einer  Ebene  n  gemein  hat,  die  Erümmungs- 
ebenen  der  Cnrve,  so  schneiden  sich  diese  sämmtlich  in 
einem  auf  tt  liegenden  Punkte  P.  Und  wenn  die  Ebene  tt 
um  eine  ihrer  Geraden  g  gedreht  wird,  so  beschreibt  der 
zugehörige  Punkt  P  ebenfalls  eine  Gerade  g^. 

Die  Schraubenlinie  hat  also  hinsichtlich  ihrer  Krümmungsebenen 
dieselben  Eigenschaften,  wie  die  Raumcurve  dritter  Ordnung;  sie  ist 
wohl  die  erste  transccndente  Curve,  welche  dadurch  der  Geometrie  der 
Lage  zugänglich  wird.  Synthetisch  und  ohne  alle  Rechnung  lässt  sich 
der  obige  Satz  leicht  aus  der  13.  Nr.  meiner  „Lehrsätze  über  ...  den 
linearen  Strahlencomplex  *^  (im  Journal  f.  d.  reine  und  angew.  Math«, 
Bd.  69)  ableiten. 

Bei  dem  folgenden  analytischen  Beweise  beziehe  ich  die  Schrauben- 
linie S  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem,  dessen  Z'Axe  mit  der 
Axe  von  S  zusammenfällt  und  dessen  or-Axe  die  Curve  schneidet.  Die 
Gleichungen  der  Schraubenlinie  sind  dann: 

a?'  +  y^  =  r*    und    z  =  k»  arctg  — , 

•zu 

wenn  r  den  Radius  des  durch  S  gehenden  Rotationscylinders  und  2  kn 
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/-,  *^  rf*  '  ^ 


die  Ganghöhe  der  Schranhenlinie  bezeichnet.  Wir  können  diese  Glei- 
chungen auch  durch  folgende  zwei  ersetzen: 

X  =  r*  cos  —    und    v  =  r  •  sin  -^ 

und  finden   hieraus   für   die  Tangente   eines  Curvenpunktcs  (arp  y^^  z^ 

leicht  die  Gleichungen: 

k  k 

1)  2  _  -^  =  —  (,>^  _  OTj)  =   —  .  (y  —  J^,). 

Vi  -M 

Die  Krümmungsebene  im  Punkte  (x^,  yj,  rj)  muss  durch  diese  Tangente 
and  durch  das  Perpendikel  hindurchgehen,  welches  aus  (oTj,  y^^  r,)  auf 
die  z-Axe  gefällt  werden  kann.   Die  Gleichungen  dieses  Perpendikels  sind: 


2)  2  — Zj=0    und    y=»^.a:, 


und  folglich  erhalten  wir  als  Gleichung  der  Krümmungsebene: 

r^  .  (z  —  z,)  =  AtJi  (y  —  yi)  —  Ar^i  (a:  —  x^), 
weil  diese  Gleichung,  welche  wir  auch  schreiben  können: 

3)  z  —  2^  =  ^^-  .  (a:,y  —  y,aO, 

sowohl  durch  1)  als  auch  durch  2)  befriedigt  wird. 

Wenn  wir  jetzt  allgemein  unter  otj,  y^,  Zj  die  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  P  verstehen,  so  ist  3)  die  Gleichung  einer  bestimm- 
ten, durch  P  gehenden  Ebene  tt,  sodass  also  jedem  Punkte  des  Raumes 
eine  durch  ihn  gehende  Ebene  zugeordnet  ist.  Nun  können  aber  in  3) 
die  Coordinaten  x^  y^  z  mit  resp.  x^^  y^  Zj  vertauscht  werden,  ohne 
dass  die  Gleichung  sich  ändert;  d.  h.  jedem  Punkte  (x,  y,  z)  in  der 
dem  Punkte  {x^j  y^  Zi)  zugeordneten  Ebene  ist  eine  durch  (a:j,  y, ,  z,) 
gehende  Ebene  zugeordnet,  oder: 

Wenn  ein  Punkt  sich  in  einer  Ebene  7t  bewegt,  so  dreht 
sich  seine  zugeordnete  Ebene  um  den  zu  n  zugeordneten 
Punkt  P. 

Damit  ist  abet  der  erste  Theil  des  von  der  Schraubenlinie  be- 
haupteten Satzes  bewiesen;  denn  so  oft  der  bewegliche  Punkt  die 
Schraubenlinie  trifft,  fällt  seine  zugeordnete  Ebene  mit  seiner  Krüm- 
mungsebene zusammen. 

Sind  nun  durch  eine  Gerade  g  beliebig  viele  Ebenen  gelegt,  so 
überzeugt  man  sich  leicht,  dass  deren  zugeordnete  Punkte  in  einer  Ge- 
raden g^  liegen  müssen.  Denn  wenn  ein  Punkt  in  ^,  also  auch  in 
allen  jenen  Ebenen  sich  bewegt,  so  muss  sich  seine  zugeordnete  Ebene 
um  alle  jene  Punkte  drehen,  was  nur  dann  möglich  ist,  wenn  dieselben 
in  einer  Geraden  liegen.  Damit  ist  auch  der  letzte  Theil  unseres  Satzes 
bewiesen. 

Zeitvchrift  f.  Mathematik,  u.  Physik  XV,  1.  5 


66  Kleinere  MittHeilnngen. 


"X-   ^-  N^  -<■  '"^     -^  >^'-^    ^r~\^  s^  X      .^-•^jr    .       ,  _    »^    V  v."x^  **  ^A^rf  »^  -v."     f         \./^^*s^  ^    v>  ^■•-v-^* 


Durch  eine  Schraubenlinie  ist  offenbar  ein  sogenanntes  Null- 
system  bestimmt,  in  welchem  jedem  Punkte  eine  durch  ihn  gehende 
Ebene  und  jeder  Geraden  eine  Gerade  zugeordnet  ist,  und  von  welchem 
3)  die  Gleichung  ist.  Dagegen  ist  durch  das  Nullsystem  keineswegs  die 
Schraubenlinie  völlig  bestimmt;   vielmehr  führen  alle  auf  coaxialen  Cj- 

lindern  liegenden  Schraubenlinien,   für  welche   der  Quotient  — y-   aus 

der  Ganghöhe  durch  den  Cylinderquerschnitt  einen  und  denselben  Werth 
hat,  zu  dem  nämlichen  Nullsystem. 

Zürich,  den  25.  Novbr.  1869. 

Prof.  Dr.  Th.  Reye. 


Zur  Oeschiohte  der  Telegraphie  und  des  Elektromagnetismus. 

Wenn  es  gestattet  ist,  nochmals  auf  die  am  Ende  einer  kleinen 
Mittheilung  über  die  Geschichte  der  Telegraphie  erwähnte  Notiz  (Jahrg. 
XIV,  S.  351)  in  Betreff  eines  magnetischen  Telegraphen  zurück- 
zukommen, so  möchte  ich  zunächst  ergänzend  auf  eine  briefliche  Mit- 
theilung von  Bertelli  (in  Comptes  rendus  LXVII,  p.  785)  hinweisen,  in 
welcher  hervorgehoben  wird,  dass  eine  ähnliche  Idee  sich  schon  früher 
(als  1836)  in  mehreren  Werken  finde,  nämlich  von: 

S.  B.  Porta,  1558. 

L.  Barbieri  in  Parma,  1609. 

Famiano  Strada  Komano,  1617. 

Galilei,  1621  —  1623. 

Nicolas  Cabeo,  1627. 
Sodann  möchte  ich  auf  folgende  Stelle  in  der  Vorrede  eines  1869  in 
London  bei  Virtue  u.  Co.  in  zweiter  Auflage  erschienenen  Buches  von 
Kobert  Sabine:  „The  History  and  Progress  of  the  Electric  Telegraph" 
aufmerksam  machen,  welche  eine  etwas  eingehendere  Mittheilung  über 
den  fraglichen  Gegenstand  beibringt: 

Mr.  Bellamy  has  kindly  called  the  author^s  attention  to  the  fact 
that  Galileo  was  fuUy  alive  to  the  importance  which  would  attach  to 
the  employment  of  magnets  for  transmitting  intelligence  to  a  distance, 
but  failed  to  see  his  way  to  the  attainment  of  that.  In  one  of  bis  dia- 
logues*)  on  the  two  great  rival  astronomical  Systems,  written  in  1632, 
he  makes  Sagredus  say: 

„Tu  facis  ut  meminerim  alicujus,  qui  mihi  venditabat  occultam  artem, 
qua  per  acus  magneticae  sympathiam  quandam,  ex  intervallo  duorum 
triumve  millium  milliariorum,  invicem  colloqui  liceret.     Cnmque  dicerem, 


*)  Galilei  Systema  Cosmicnm.    Dial.  I,  gegen  das  Ende. 
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libenter  empturam  esse  me,  dammodo  prius  experimentum  artis  caperem, 
eaxnqae  ad  rem  sufficere,  si  ego  in  uno,  ipso  in  alio  cubicnli  angnlo 
consistamns ,  respondit  mihi,  operationem  in  tam  exigna  distantia  cemi 
vix  posse,  quare  dimisi  hominem,  ac  dixi,  mihi  commodum  non  esse  hoc 
tempore  in  Aegyptnm  aut  Mascoviam  illias  experimenti  capiendi  causa 
tendere:  si  tamen  ipse  eo  ire  velit,  me  Venetiis  manentem  partes  alteras 
obiturum." 

Das  erwähnte  Werkchen  von  Sabine  ist,  nebenbei  bemerkt,  in  Bezug 
auf  seinen  fachlichen  Inhalt  sehr  emp Fehlens werth ;  es  trägt  (auf  seinen 
278  Seiten,  mit  134  Holzschnitten ;  Preis  3  Schillinge)  auch  den  neuesten 
Verbesserungen  im  Gebiete  der  Telegraphie  Kechnung  und  vernach- 
lässigt dabei  die  geschichtliche  Seite  keineswegs.  Unter  Anderem  findet 
sich  S.  23  bezüglich  der  Entdeckung  des  Elektromagnetismus  die  Mit- 
theilung, dass  die  Ablenkung  der  Magnetnadel  und  die  Erweckung  von 
Magnetismus  in  einer  noch  unmagnetischen  Nadel  bereits  1804  von 
Prof.  Izarn  in  dessen  „Manuel  du  Galvanisme^^  (Paris  1804)  beschrieben 
worden  sei,  während  Oersted^s  Entdeckung  erst  ins  Jahr  1819  fällt. 
Der  betreffende  Paragraph  in  Izarn^s  Werk  führt  die  Ueberschrift : 
„Appareil  pour  reconnattre  Taction  du  galvanisme,  sur  la  polarit^  d'nne 
aiguille  aimant^e^^  Nach  Beschreibung  der  Anordnung  des  Apparates, 
in  welchem  einfach  eine  frei  beweglich  aufgehängte  Magnetnadel  parallel 
neben  einen  vom  galvanischen  Strom  durchlaufenen  geraden  metallischen 
Leiter  gelegt  wird,  beschreibt  Izarn  die  Wirkung  mit  folgenden  Worten : 

D'apr^s   les   observations  de  Romagnesi,   pbysicien  de  Trente,  Tai- 

guille  d^jä  aimant^e,    et  que   Ton   soumet   ainsi   au  coiftant   galvanique, 

eproave  une  d^clinaison;  et  d^apr^s  Celles  de  J.  Mojon,  savant  chimiste 

de  G^nes,   les  aiguilles   non   aimant^es   acqui^rent,   par  ce  moyen,   une 

Sorte  de  polarit^  magn^tique. 

E.  Zetzsche. 


* 


m. 

Ueber  die  Anwendung  der  Jacobi-Hamilton'schen  Methode 
auf  den  Fall  der  Anziehung  nach  dem  electrodynvnitehen 

Gesetze  von  Weber. 

Von 

Gustav    Holzmüller 

in  Merseburg. 


.   §1- 

Einleitung. 

In  seinen  Yorlesnngen  Über  Dynamik  beschränkt  sich  Jacobi  bei  der 
Anwendung  der  Hamilton^ sehen  Methode  auf  solche  Probleme,  bei  wel* 
eben  die  Bewegung  nur  von  der  Configuration  der  Punkte,  nicht  aber  von 
ihren  Geschwindigkeiten  abhängt.  Diese  Methode  lässt  sich  jedoch,  wie 
bereits  Riemann  bem'^kt  hat,  auch  auf  manche  Probleme  anwenden,  bei 
denen  die  Oeschwindigkeiten  in  Frage  kommen. 

Handelt  es  sich  um  die  gegenseitige  Anziehung  von  Punkten  und  ver- 
steht man  unter  T  die  halbe  lebendige  Kraft,  unter  V  diejenige  Function, 
Vielehe,  nach  den  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  differentiirt, 
die  Componenten  der  in  jenem  Punkte  wirkenden  Kraft  giebt,  so  gilt, 
wenn  ü  nur  die  Coordinaten  und  ausserdem  die  Zeit  implicite  oder  explicite 
enthält,  nicht  aber  von  den  Geschwindigkeiten  abhängt,  die  Gleichung 

1)  ö  j  {T+ü)dt  =  0. 


fo 


Dabei  wird  die  Variation  so  verstanden,  dass  die  Grenzen  nicht  mit  variirt 
werden.  Diese  Gleichung  behält  ihre  Geltung  auch  dann,  wenn  Bedin- 
gungsgleichungen vorhanden  sind,  welche  die  Zeit  enthalten  dürfen;  von 
aolchen  wollen  wir  jedoch  ganz  absehen. 
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Das  Bestehen  der  Gleichnng  1)  wird  als  erstes  Erforderniss  von  der 
Hamilton*  sehen  Methode  voransgesetzt.  Sie  folgt  aus  den  gewöhnlichen 
Gleichungen  der  Bewegung  nnd  umgekehrt  lassen  sich  die  letzteren  aus 
ihr  ableiten. 

Enthält  nun  aber  l^  die  Geschwindigkeiten,  so  ist  es  fraglich,  ob  aus 
der  Gleichung  1)  die  gewöhnlichen  Gleichungen  der  Bewegung  folgen  wür- 
den. Es  rauss  also  bei  jedem  Probleme  untersucht  werden,  ob  dies  statt- 
findet oder  nicht.  Im  ersteren  Falle  dürfen  wir  von  jener  Gleichung  aus- 
gehen, im  anderen  nicht.  Sollte  es  uns  aber  im  letzteren  gelingen,  eine 
andere  Function  V  so  zu  bestimmen,  dass,  wenn  wir  sie  an  Stelle  des  frühe- 
ren 27 in  die  Gleichung  1)  einsetzen^  aus  derselben  die  gewöhnlichen  Be- 
wegnngsgleichungen  folgen,  so  können  wir  diese  neue  Gleichung  an  die 
Spitze  der  weiteren  Untersuchung  stellen. 

Eine  allgemeinere  Methode ,  dieses  neue  TJ  zu  finden ,  haben  wir  noch 
nicht..  Einige  kurze  Bemerkungen  über  den  Fall,  wo  das  Potential  aus 
zwei  Theilen  besteht,  deren  einer  die  Geschwindigkeiten  enthält,  während 
der  andere  frei  von  ihnen  ist,  gab  Riemann  in  seinen  Vorlesungen. 

Ist  jenes  TJ  auf  irgend  eine  Weise  gefunden ,  so  werden  independente 
Coordinaten  Q't  .  •  •  •  9y  und ,  um  die  Differentialquotienten  zu  entfernen, 
neue  Grössen  Pi  . . . .  p«r  durch  die  Gleichungen 

eingeführt  nnd  aus  der  Gleichung  1)  die  Differentialgleichungen  des  Pro- 
blems in  den  independenten  Coordinaten  abgeleitet.  Die  Hamilton' sehe 
Methode  ersetzt  das  System  von  Differentialgleichungen  durch  eine  par- 
tielle Differentialgleichung  erster  Ordnung  mit  (v-f-l)  Variabelen,  deren 
allgemeine  Lösung  V  zu  suchen  ist,  welche  also  ausser  der  additiven  Con- 
stanten a  noch  v  andere  arbiträre  Constanten  tiy  . .  . .  a,  enthält. 
Gelingt  es  uns  dann,  nachzuweisen,  dass  die  2v  Gleichungen 


—  ri »  •  •  •  •  »  ^"7  =  P; 


Vf 


wo  die  /3  neue  willkürliche  Constanten  sind,  die  Integralgleichungen  des 
obigen  Systems  von  Differentialgleichungen  sind,  so  war  die  Anwendnng 
der  Hamilton^ sehen  Methode  gerechtfertigt  und  das  Problem  ist  auf  die 
Ausführung  gewisser  Integrale  reducirt.  Gelingt  uns  aber  dieser  Beweis 
nicht,  so  sind  die  Resultate  illusorisch. 

Der  allgemeine  Beweis  für  den  Fall ,  dass  V  nur  die  Coordinaten  und 
die  Zeit  implicite  oder  explicite,  nicht  aber  die  Geschwindigkeiten  enthält, 
findet  sich  bei  Jacobi  in  der  20.  Vorlesung.  Für  solche  Fälle  aber,  wo  V 
die  Geschwindigkeiten  enthält,  ist  stets  eine  besondere  Untersuchung  nöthig. 
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Für  das  hierher  gehörende  Prohlem  der  Anziehung  nach  dem 
electrodj^namischen  Gesetze  von  Weher  hat  Nearaann**  anf 
einem  eigenthümlichen  Wege  den  Ausdruck  £/,  welcher  in  die  Gleichung  1) 
einzusetzen  ist,  gefunden  und  dadurch  jenem  Gesetze  eine  neue  Bedeutung 
gegeben. 

Dieses  interessante  Gesetz  wird  schon  jetzt  vielen  Untersuchungen  zu 
Grunde  gelegt,  scheint  jedoch  nach  der  Ansicht  vieler  Forscher  berufen 
zu  sein ,  in  späterer  Zeit  eine  noch  grössere  Kolle  zu  spielen.  Sicher  hat 
es  grosse  Wichtigkeit  schon  insofern,  als  es  das  Newton* sehe  als  speciel- 
len  Fall  in  sich  schliesst. 

Wir  wollen  in  Folgendem  untersuchen,  ob  sich  die  Hamilton'sche 
Methode  auf  dieses  Problem  anwenden  lässt,  und  zwar  soll  zunächst  er- 
örtert werden  die  Bewegung  eines  Punktes,  welcher  nach  dem 
Weber'schen  Gesetze  von  einem  festen  Centrum  angezogen 
wird. 

Ehe  wir  jedoch  zu  der  eigentlichen  Untersuchung  übergehen ,  sind  die 
nöthigen  Bemerkungen  über  den  Zusammenhang  des  Web  er 'sehen  mit 
dem  Neumann 'sehen  Ausdrucke  vorauszuschicken. 

Ist  r  die  Entfernung  des  Punktes  xyz  von  dem  anziehenden  Centrum, 
und  m  seine  Masse,  dann  ist  die  in  der  Richtung  von  r  wirkende  Anziehung 
nach  We  her: 

Hier  ist  c  eine  sehr  grosse  Constalte  und  zwar,  wie  man  vermnthet,  un* 
gefähr  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes. 

Die  gewöhnliche  Kräftefunction  würde  also  sein: 

»)        .    "-"(>-?)• 

Es  ist  klar,  dass  die  Bewegung  des  Punktes  in  einer  Ebene  stattfindet, 
welche  durch  die  Richtung  von  r  und  die  des  anfänglichen  Stosses  be- 
stimmt wird;  denn  es  ist  kein  Grund  vorhanden,  welcher  den  Punkt  be- 
stimmen sollte,  diese  Ebene  zu  verlassen.  Wir  beschränken  uns  also  auf 
zwei  Coordinaten. 

Die  Bewegung8gl(ncliungen  sind 

d'^x       _  a:      dV^     X 
,'"d7^  =  ^7  =  ä7*7' 

*^  ^     rf'y     j,y     ^27i    y 

dt^  r        or       r 

aus  diesen  folgt,  wie  leicht  zu  sehen: 


•  Neu  mann,  Principien  der  Electrodynamik,  Tübingen  1868.  —  Vergl.  auch 
Seegers,  Inauguraldissertation:  De  motu  perturhationibuMque  planeiarum  etc.  Göt- 
tiogen  1864. 

6» 
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^»^^^»»^.^»'.^^^ 


.       .  dü^    dr         düi 


dt  \dt/  dr 


dt  dt  ' 

nnd  dnrch  Integration : 

5)  T=:Cr,  +  Ci. 

Es  gilt  also  das  Princip  der  lebendigen  Kraft,  welches  nicht  ohne  Wei- 
teres angewendet  werden  dnrfte.  Beiläufig  sei  bemerkt,  dass  auch  das 
Flächenprincip  gilt,  da  es  sich  um  eine  Centralkraft  handelt. 

Nenmann  hat  nun  gefunden,  dass  man  anf  die  Bewegnngsgleichun- 
gen  4)  kommt ,  wenn  man  in  die  Gleichung  l)  statt  des  gewöhnlichen  üi 
einsetzt :  , 

und  zwar  ist  er  folgendermassen  auf  dieses  V  gekommen :  Zieht  das  Cen- 
trum den  Punkt  xyz  tnit  der  Masse  m  nach  dem  New  tonischen  Gesetze 


m 


an ,  80  gehört  zur  Entfernung  Tq  das  Potential  — .     Angenommen  nun ,  das 


'•o 


Potential  käme  nicht  sofort  zur  Geltung,  sondern  wttrde  mit  endlicher  Ge- 
schwindigkeit dem  sich  bewegenden  Punkte  zugeschickt,  wie  z.  B.  das 
Licht  oder  der  Schall ,  so  würde  das  zur  Entfernung  r^  gehörende  Potential 
den  Punkt  erst  dann  erreichen ,   wenn  er  sich  in  einer  anderen  Entfernung 

r  befindet,  so  dass  nicht —   das  dort  wirkende  Potential  ist,   sondern  — 

r  ro 

oder,    wie   aas   den   Entwickelungen    ^n   Neu  mann    hervorgeht,    der 

Ausdruck 


"=T  (■  +  ?)■ 


WO  0  die  Geschwindigkeit  ist,  mit  welcher  sich  das  Potential  im  Räume 
fortbewegt. 

Dass  man  jetzt  wirklich  von  Gleichung  1)  auf  die  Gleichungen  4) 
kommt,  ist  leicht  zu  zeigen.   Ist  T  die  halbe  lebendige  Kraft,  so  ist 

ö  f  Tdl^  1  mxSx  di+  1  myöydt. 

Die  Integration  durch  Theile  giebt  für  jedes  Integral  der  rechten  Seite 
ein  neues  Integral  und  einen  vom  Integral  freien  Theil.  Der  letztere  fällt 
weg,  da  die  Endpositionen  nicht  mit  variirt  werden,  so  dass  stehen  bleibt: 


't  Ji 


d  I  Tdi=:--  m  f  {x"8x  +  y'öy)dt. 


Aus   ü=:  —  (*^"t)  ^^^6*  femer 
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also: 


Wendet  man  auf  das  letzte  Integral  die  Integration  durch  Theile  an 
und  zieht  man  Alles  zusammen,  so  folgt: 


Demnach  ist: 


8x  und  äy  sind  aber  unabhängig  von  einander,  so  dass  sich  folgende 
Gleichungen  ergeben: 

r  r 

dies  sind  aber  die  obigen  Bewegungsgleichungen. 

Jetzt  dürfen  wir  die  Gleichung  l)  zum  Ausgangspunkte  der  Unter- 
suchung nehmen. 

§2. 

Ableitung  der  Differentialgleichungen   des  Problems  in 

independenten  Coordinaten. 

Als  independente  Coordinaten  werden  r  und  O  eingeführt  durch  die 
Gleichungen : 

80  dass  (r+  ?7)  eine  Function  von  r,  /,  ^^  ^'  wird.    Man  bilde 

i  j  {T+Ü)di 

und  wende  die  Integration  durch  Theile  an ,  dann  ergiebt  sich ,  da  die  vom 
Integral  freien  Theile  wegfallen ,  an  Stelle  von  Gleichung  i)  des  §  1 : 

Da  8r  und  öd-  unabhängig  von  einander  sind,  so  ergeben  sich  die 
Gleichungen : 
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m 
r 


d (r+  u)    d  (d{T+v)\ _ 

dr  dt\      dr       J~    ' 

d(T+ü)      ä(d{T+ü)\^ 
d»  dl\     dQ'     ) 

Dies  sind  die  Bewegangsgleichnngen  in  der  neuen  Form. 

Der  Werth  von  (J-f"^)  in  den  neuen  Coordinaien  ist: 

Jetzt  sind  neue  Grössen  p  einauführen  darch  die  Gleichungen 

d.h. 

Bezeichnen  wir  nun  (7"+  ^)j  sobald  die  neuen  Grössen  eingeführt  sind, 
mit  |r-h  Ü\f  so  erhalten  wir: 

Für  diesen  Ausdruck  gelten  nun  folgende  Gleichungen:. 

d\T^U\_  ^\T+Ü\      ^, 

d\T-\-U\      d{T+U) 

d»  dd-      ~    ' 

d\T-\-ül  d{T+V)      2m 


dr  dr  r' 

Setzt  man  diese  Resultate  in  die  obigen  Gleichungen  der  Bewegung  ein, 
so  ergeben  sich  folgende  Differentialgleichungen  des  Problems: 

^T+Ul  d_p,_2m 

,^  .       ^         ~8r  dl        r'' 

^  d\T+U\  dp, 

und  dazu  kommen  noch : 

d\T+ü\_dr 

^^        dp^  dt' 
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§3. 

Aufstellung  der  partiellen  Differentialgleichung 

erster  Ordnung, 
Setzen  wir: 

1)  V=  f{T+U)dt 

und  bilden  wir  ö  F,  jedoch  so,  dass  auch  die  Endpositionen  variirt  werden, 
so  fallen  bei  der  Integration  durch  Theile  nicht  mehr  die  vom  Integral 
freien  Ausdrücke  weg,  so  dass  wir  haben: 

t 


.y\S{T+U)  d{T+ü)       " 

Nach  dem  Obigen  ist  der  letztere  Theil  gleich  Null;  bezeichnen  wir  dem- 
nach mit  Tq  und  ^q  die  Anfangspositionen,  mit  r  und  d"  die  Endpositionen, 
so  bleibt  stehen : 

a(r+p)       djT+u)     .djT+ü)       ^{T+u) 

Betrachten  wir  aber  V  als  Function  der  Anfangs-  und  Endpositionen  und 
der  verflossenen  Zeit,  so  ist: 

dV  dV  dV  dV 

Vergleicht  man  die  beiden  letzten  Ausdrücke  und  setzt  man ,  da  die  Va- 
riationen willkürlich  sind,  die  entsprechenden  Factoren  gleich,  so  ent- 
stehen folgende  Gleichungen: 

dVdiT+ü)_  dr_d{T+ü)_ 

dV  d{T+ü) dV  _      d{T+U)_ 

Die  p  lassen  sich  demnach  ersetzen  durch  partielle  Differentialquotienten 
von  V  nach  den  independenten  Coordinaten. 

Wir  betrachteten  soeben  V  als  Function  der  Anfangs-  und  Endcoordi- 
naten  und  der  verflossenen  Zeit  i\  letztere  ist  in  V  sowohl  explicite  ent- 
halten, als  auch  implicite  in  den  Endcoordinaten ,  nicht  aber  in  den  An- 
fangscoordinaten ,  so  dass 

dV     dV  ,  dV    dr  ^  dV    d& 
^  di       dt^  dr     di^dQ     dt 
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Ferner  giebt  die  Differentiation  der  Gleichung  l)  nach  der  oberen  Grenze  ii 

3b)  17=^+^'' 

Durch  Snbtraction  von  3a)  und  Sb)  erhalten  wir: 
oder  wenn  man  setzt: 

=  2lT+ü\-^y-\T+U\  =  \T+U\-^-^, 

4)  är+*=*'- 

In  diese  Gleichung  kann  man  an  Stelle  von  r,  r ,  &  und  d^  einführen  r,  ^, 
p.,  p.;  p.  nnd  p.  aber  lassen  sich  ersetzen  durch  |^  und  1^.  .0  dass  in 

Gleichung  4)  nur  noch  vorkommen  r,  ^,  /,  — -  ,  —-.     Durch  diese  Trans- 

formationen  geht  also  Gleichung  4)  über  in  eine  partielle  Differen- 
tialgleichung erster  Ordnung  mit  drei  unabhängigen  Va- 
riabelen;  durch  welche  V  definirt  wird  als  Function  von  r, 
/  nnd  4!^. 

§4. 
Beweis  für  die  Anwendbarkeit  der  Hamilton'schen  Me- 
thode auf  unser  Problem. 

Es  ist  der  Beweis  für  folgende  Behauptung  zu  liefera: 
Ist  V  eine  allgemeine  Lösung  der  obigen  partiellen  Differentialgleich- 
ung erster  Ordnung ,  d.  h.  ein  Integral ,  welches  ausser  der  additiven  Con- 
stanten a  noch  zwei  andere  arbiträre  Constanten  cfi  und  a,   enthält,   und 
setzen  wir: 

wo  ß,  und  ßt  neue  willkürliche  Constanten  sind ,  und  nehmen  wir  dazu  aus 
Gruppe  2)  des  §  3  folgende  Gleichungen: 

so  «wird  behauptet,  dass  diese  Gleichungen  die  Integralgleichungen  des 
Systems  von  Differentialgleichungen  ain  Schluss  von  §  2  sind. 

Beweis.  Der  Beweis  ist  geliefert,  wenn  gezeigt  wird,  dass  die  Dif- 
ferentialion der  Gleichungen  I)  und  11)  nach  t  auf  die  obigen  Differential- 
gleichungen führt. 
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Die  Oleichnngen  I)   gelten  zunächst  identisch  für  jedes   beliebige  /, 

z.  B.  auch  für  {i^-  dty^  di£ferentiire  iob  also  beiderseits  vollständig  nach  /, 

d  V 
so  darf  ich  beide  Seiten  gleich  setzen.    Da  nun  t  sowohl  explicite  in  -= — 

0  Ol 
vorkommt ,  als  auch  implicite  (in  r  und  d) ,  so  ergiebt  sich : 

yr      d^v    dr      d^r    d'» 

.  -      ""  a«,  dt^da^  dr  '  dt  "^da^  d^'  di' 

-_£lZLj.ÜiL    tfr       a'  F      d^ 
^'^da^dt'^da^dr'  dt^da^d^'  dt' 

Femer  darf  ich  die  Gleichung  4)  in  §  3  partiell  nach  den  a  differen- 
tiiren,  da  die  a  willkürlich  sind,  also  die  Gleichung  auch  identisch  für 
(a  +  da)  gilt.   Man  erhält: 


b) 


Nun  ist  aber 


a'F        at/; 
da,.dt^da,' 

a*r     a^ 

ddt.dt^da^ 


dV  BV 


,    dV     dV 
wo   r\  d'\  r— ,     r-^  vermittelst  der  Gleichungen: 
or      o  V 


2m 


i^^h) 


»'= 


mt*' 


_dv  _dv 

durch  r,  &,  p^  und  Pt  ^^  ersetzen  sind.  Hat  man  auf  diese  Weise  t^  als 
Function  von  ^9  r,  ^,  p|  und  p,  dargestellt,  so  sind  offenbar  «i  und  a,  in  «^ 
nur  insofern  enthalten,  als  sie  in  Pi  und  pi  vorkommen;  die  Gleichungen  b) 
gehen  also  über  in: 

^^  d*r     d^  dp,    d'^  dp^ 

da^dt^dpi  '  dat     dpt    da^' 

^^  d^v     d^  dp,    d^  dp, 

da, dl     dpi    da,     dp,    da,* 


oder  in: 


c) 


a«K      a«r    d^     a*F    a» 
aa,  a/'*"aa,  ar '  ap,    a«»  a^ '  ap,' 

a*r  .   a*r    d^  ,   d^v    d^ 


da,ht     da,dr    dp,     dafdd"    dp. 

Die  Gleichungssysteme  a)  und  c)  haben  dieselben  Coefficienten.  Giebt 
also  die  Auflösung  derselben  etwas  Bestimmtes,  so  müssen  sich  für  die 
Unbekannten  dieselben  Werthe  ergeben ,  d.  h.  es  muss  sein : 
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80  dass  wir  die  AuflÖstuig  der  Gleichungen  a)  umgangen  haben  durch  Auf- 
stellung des  Systems  c).  Etwas  Bestimmtes  aber  geben  die  Gleichungen 
(insofern  die  Coefficienten  derselben  endlich  bleiben,  was  immer  angenom- 
men wird)  stets  dann ,  wenn  die  Determinante  der  Coefficienten  verschie- 
den von  Null  ist,  d.  h.  sobald 

dV  dV 

„Wäre  aber  i?  =  0,  so  wären  die  Grössen  z —  und  5 — ,  als  Functio- 

öax  oa^ 

nen  von  r  und  <&  betrachtet,  nicht  unabhängig  von  einander,  d.h.  es  müsste 

3  V     dV 
zwischen  - — ,    ^—  ,^,,1^2  und  /  eine  Gleichung  existiren ,  welche  r  und 

dV  dV 

%•  nicht  enthielte.     Ebenso  wären  r—  und  -r—  ,  als  Functionen  von  er,  und 

cTj  betrachtet,    nicht  unabhängig  von  einander,   und  es   mtisste  zwischen 

dV     dV 

ö~ )    ^-r-)  r,  <&  und  t  eine  Gleichung  existiren,  in  welcher  a^  und  a^  nicht 

vorkämen.     Man  hätte  also  eine  Gleichung  von  der  Form : 

d.  h.  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  welcher  die  vor- 

dV 
ausgesetzte  Lösung  V  genügen  müsste  und  welche  -^  nicht  enthält.    Dies 

ist  aber  unmöglich ,  wenn  V  wirklich  eine  vollständige  Lösung  von  Gleich- 
ung 4)  sein  soll.'*  Die  Begründung  davon  ist  wörtlich  dieselbe,  wie  bei 
Jacobi  S.  161  etc. 

Sobald  also  V  wirklich  eine  vollständige  Lösung  der  betreffenden 
Gleichung  ist,  kann  R  nicht  Null  werden.  Der  Schluss  auf  das  Bestehen 
der  Gleichungen  5)  war  demnach  ein  berechtigter. 

Sind  nun  die  Gleichungen  5)  identisch  mit  den  Gleichungen  2)  in  §  2, 

nämlich  mit 

d\T+ü\_dr  d\T+U\^d^ 

dpi      ^di'  dpt      "^  dt' 

so  sind  wirklich  die  Gleichungen  I)  die  Integralgleichungen  der  letzteren. 
Und  dies  i  s  t  der  Fall ,  denn  in  §  3  war 

folglich 

djf  _d\T+ü\_dr 

dpx  dpx  dl* 

und  ebenso 
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f^^^^^'^ 


d^  _d\T+ü\_d9 

^Pt^      8pt      ''^  dt 
Also:    die   Gleichungen  I)   sind   die  Integralgleichungen  der 
Differentialgleichungen  2)  in  §2, 

Um  dasselbe  für  die  Gleichungen  II)  zu  beweisen ,  differentiiren  wir 
dieselben  vollständig  nach  t  und  erhalten : 


d) 


Da 


und 


dt  '^drdt^drdr  dl^drdd^  dt' 

dp^_  a«F      a«F    dr     y  F    d^ 

dt  '~d^dt^drd&'  dt^d^d^'  dt 


d^dr      dr 
ist;  da  ferner  nach  den  Gleichungen  5) 

dr^d'^  d^^d^ 

so  geht  das  System  d)  über  in: 

dt  ^drdt^  dr  '  dp^^  dr  '  dp^' 

dt      d^dt^d^'dpidd'  ' dp^ 

Die  partielle  Differentiation  der  Gleichung  4)  nach  r  und  d  giefot  aber, 

dV 
da  r  und  d  zunächst  in  — ,  dann  aber  in  ^  sowohl  explicite,  als  auch  im- 

plicite  in  den  p  vorkommen, 

_a^    a^   dp,    dj^  d^    dj, 

^.  .  drdt'^dp/ dr'^dp/  dr^dr' 

a#  a/"^api '  a^  ■'"ap,  *  a^  "^a^  • 

so  dass  wir  durch  Subtraction  der  Systeme  e)  und  f)  erhalten  \ 

dpx  dtjf  dp^  d^ 


«3 


dt  dr'  dt  d» 


Da  jedoch  %if  =  \T+ü\ ist ,  so  folgt  ans  6) 

dpi_      d\T+ü\     2m 
dt^  dr  r*  ' 

dPt_      d\T+U\ 

dt  "■       a^ 
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Dies  sind  aber  die  Gleichungen  1)  in  §  2.  Also:  die  Gleichungen  ü) 
sind  die  Integralgleichungen  der  entsprechenden  Differen- 
tialgleichungen. 

Damit  ist  der  Beweis  für  die  Anwendbarkeit  der  Hamilton*  sehen 
Methode  auf  unser  Problem  geliefert,  und  zwar  in  einer  Form,  in  welcher 
er  sich  höchst  einfach  auf  beliebig  viele  Variabelen  ausdehnen  lässt.  Jetzt 
sind  wir  überzeugt  davon ,  dass  die  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  richtige  Resultate  liefern  wird. 

§5. 
Integration  dör  partiellen  Differentialgleichnng 

erster  Ordnung. 

Ersetzt  man  in  der  Differentialgleichung 
oder 

r  und  d'  durch  die  y^  und  dann  pi  und^^,  durch  —  und  ^--- ,  so  geht  sie 
über  in : 

'  dt^  \dr)     2(n(rc'+2)  ^  \d9j  2«r'       r         ' 

dV  ■         . 

t  kommt  nnr  in  —  ,  sonst  nicbt  ezplicite  vor,  deshalb  setEon  wir  ver- 

d  V 
suchsweise  -^—  =  aj ,  oder  F=  «,/-{-  ^>  wo  «j  eine  willkürliche  Constante, 
dt 

rrr      ^  .  i...  :i  ^        B  W       d  V       d  W       d  V    .  .. 

^  aber  constant  nach  /  ist,  so  dass,  da   -;r:r  =  :rr»     "^ — =^  ^ —  ist.  die 

d&       dd'       dr       or 

Gleichung  übergeht  in : 

^'^\dr)*  2m(rc*  +  2)  "^  \d%)'  2mr*        r  "^   ' 

•dW 
Da  ^  nur  in  — — ,  sonst  nicht  explicite  vorkommt ,  so  setzen  wir : 

wo  Z  constant  nach  i  und  -^  ist,  also  —-  =  —-.  Die  Gleichung  geht  über  in 

Cr       or 


also 


**'■*■  Vary   2m(rc»+2)  "*"2mr«        r  ""    ' 
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d.h. 


SO  dasB  sich  als  allgemeiae  Lösung  der  Gleichung  4*)  ergiebt 

Die  Integralgleichnngen  für  das  mechanische  Problem  sind,  wie  oben 
nachgewiesen : 

also 

B)  <  =  ^,  +  m    •         '^ 


,/2m*      «-• 


m 


Dieses  Integral  giebt  den  Zusammenhang  zwischen  /  und  r. 
Ferner  erhalten  wir: 

C)  *  =  ft  +  «.  •        ^ 


.  ,/2m»      «,'  ' 


wodurch  der  Zusammenhang  zwischen  O  und  r  gegeben  ist. 

Führt  man  in  das  letzte  Integral  Z  =  —  ein ,  so  geht  die  Gleichung 

r 

über  in 


C«) 


§  6. 

Constantenbestimmnngen  etc. 

Aus  Gleichung  B)  folgt : 


/■+4= 


m  //  1-1 ^  dr 


Aus  Gleichung  C)  folgt: 


r'^— -^-2«.« 
und  durch  Division  der  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich : 


82      Ueber  die  Anwendang  der  Jacobi-HamiltoD^scben  Methode  etc. 


*  dl 

Da  aber  r*(fO  der  doppelte  Flächeninhalt  eines  Elementes  ist,  welches  der 
Radios  vector  beschreibt,  so  ist  a,  dieselbe  Constante,  welche  nns  das 
Flftchenprincip  giebt.    Dass  letzteres  hier  gilt,  wurde  schon  oben  erwähnt. 

Ist  also  der  Anfangszustand  gegeben  dnrch 


t^y  ^o>   vo»         v^ 


nnd  den  Winkel  ß^y  welchen  die  Anfangsgeschwindigkeit  mit  dem  Radius 
vector  Tg  bildet,  so  dass 

ds^  sin  ß^  =  r^  dd^,       ds^  cos  ß^  =  dr^, 

und  demnach 

so  ergiebt  sich : 

«1  =  wV  ^—1    =  mr^^v^  sm  ß^. 

Ferner  folgt  aus 


/2  w«      ff,* 
V-2ff, 


V  cos  ö  =  --  = 

^       dl 


m 


/■+.. 


m» 


/  2  \  2w'      aJ 

(l  +—t)v^cos^ß= 1-  — 2«,m, 

oder  wenn  der  Werth  flEir  a^  eingesetzt  wird : 

•.2m/         _      .«l\ 
2«,  =  — iwf^*+ —  fl  — t;'co^*/J~^l 

also  r=  CTj  —  fff,  so  dass  Ui  die  Constante  ist, 'welche  aus  dem  Princip 
der  lebendigen  Kraft  hervorgebt.  Sie  bestimmt  sich  aus  dem  Anfangs- 
zustande als 

2flf,  =  -  mV  +  ^  (l  -  Vo*  ^^^^ßojrjt)' 


^0       "^  '0 


Zugleich  hat  es  sich  an  dieser  Stelle  bestätigt,  dass  das  Princip  der  leben- 
digen Kraft  für  unser  Problem  Geltung  hat. 

Um  die  Bedeutung  der  Constanten  ß  festzustellen,  müssen  wir  den 
Integralen  bestimmte  Grenzen  geben.  Setzen  wir  als  untere  Grenze  einen 
bestimmten  Zahlenwerth  r^  fest,  so  ergiebt  sich  aus: 
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t 

--  /2  m'      «,» 


B)  /=«  /        '      , +|J., 


m 


dass  für  r  =  r*,  d.  h.  /  =  /©»  rechts  nur  stehen  bleibt  /5, ,  so  daas  p,  der  An- 

fangswerth  von  i  ist.  Ebenso  folgt  aus  C),  dass  ß^  ^er  Anfangs werth  von  d  ist. 

Da  /  nnd  ß  stets  reell  sein  müssen,  so  folgt  ans  Gleichung  B)  (wo  die 

im  Zähler  stehende  Wurzel  nie  imaginär  wird,  weil  r  stets  positiv  ist),  dass 

die  im  Nenner  stehende  Wurzel  nie  imaginär  werden  darf,  woraus  sich  für 

r  ein  Maximal-  und  Minimalwerth   ergeben  wird.    Diese  bestimmen  sich 

durch  die  Gleichung 

2  m« 

r 
als 


nnd 


r« 

—  2  er,  m 

=  0 

1 
2«, 

j/m»- 

2  a,  a,' 
m 

1 

-  l/m«  . 

2  of,  «,* 

sind  also,  wenn  c  gegeben  ist,  leicht  aus  dem  Anfangszustande  zu  berechnen. 

Die  möglichen  Lagen  des  angezc^enen  Punktes  sind  demnach  be- 
schränkt auf  einen  Ring  zwischen  zwei  concentrischen  Kreisen^  die  mit  den 
Radien  r^  nnd  r,  um  das  anziehende  Centrum  geschlagen  sind. 

Was  die  Ausführung  der  elliptischen  Integrale  anbetrifft,  so  verweisen 
wir  auf  die  Dissertation  von  Seegers,  wo  sie  elegant  behandelt  sind. 

Für  das  Maximum  und  Minimum  des  Abstandes  wollen  wir  die  Namen 
Aphelium  und  Perihelium  beibehalten.  Seegers  hat  nachgewiesen,  dass 
aufeinanderfolgende  Perihelia  nnd  Aphelia  nicht  um  dem  Winkel  te,  wie  bei 
dem  New  ton 'sehen  Gesetz,  sondern  um  einen  andern  von  einander. ab- 
stehen. 

Diese  Bemerkung  soll  mit  Hilfe  des  Obigen  dazu  dienen ,  uns  ein  Bild 
von  der  stattfindenden  Bewegung  zu  verschaffen. 

Aus  der  Gleichung  des  Flächenprincips 

folgt  zunächst,  dass  ^'  hie  sein  Zeichen  ändert,  dass  also  die  Bewegung 
stets  in  demselben  Sinne  vor  sich  geht.  Sie  umschliesst  stets  den  kleinen 
Kreis  und  wird  von  dem  grösseren  umschlossen. 

Ferner  ist  auf  Grund  desselben  Princips  die  Geschwindigkeit  um- 
gekehrt pro{)K>rtional  der  Entfernung  des  Centrums  von  der  Tangente  der 
Bahn,  so  dass  sie  am  langsamsten  im  Aphelium  ist.  Endlich  ergiebt  sich, 
dass  zu  demselben  r  dasselbe  Q^  gehört. 

Ans  dem  Princip  der  lebendigen  Kraft  folgt  durch  Elimination  der 
Censtanten  o 
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oder 

Für  gleicbe  r  ergiebt  sieb  also ,  da  zu  denselben  gleicbe  ^'  gehören  , 

4(/-r/)=^(./-/). 

eine  Gleicbnng,  die  nur  möglieb  ist,  wenn 

r  Ä=  +  r|. 

Folglieb  geboren  zu  gleichen  r  stets  gleiches  d''  und  gleiches  /  (abgesehen 

ds 
vom  Vorzeichen) ,  also  auch  gleiches  —  und  abgesehen  vom  Zeichen  glei- 

^       dr        -,    dr      ,     ^—  , 

ches  —  und  — r— ;  m  Worten  also: 

Wird  irgend  ein  um  das  Centrum  geschlagener  Kreis  von 
dem  angezogenen  Punkte  öfters  dnrcbsehnitten,  so  geschieht 
dies  stets  mit  derselben  Geschwindigkeit  und,  abgesehen  vom 
Vorzeichen,  unter  demselben  Winkel, 

Daraus  ergeben  sieb  folgende  wichtige  Eigenschaften  der  Bahn : 
Ist  P  ein  Perihelium  und  A  das  darauf  folgende  Aphelium ,  so  ist  der 
Weg  von  A  nach  dem  folgenden  Perihelium  Pi .  eongruent  dem  Wege  von 
Pnach  A  und  symmetrisch  gegen  die  Linie  AC  gelegen,  wenn  C  das  Cen- 
trum bedeutet.  Der  Weg  von  P^  nach  Ai  ist  eongruent  dem  von  A  nach  P, 
und  symmetrisch  gegen  die  Linie  P|  C  gelegen  u.  s.  w. 

Die  Aphelia  folgen  also  in  gleichen  Winkelabständen  auf  einander, 
ebenso  die  Perihelia  unter  denselben  Winkelspannnngen.    Ist  diese  letztere 

y  und  -  irrational,  so  hat  die  Bahn  unendlich  viele  eongruente  Arme:  ist 

-  rational ,  so  ist  die  Anzahl  dieser  Arme  endlich  und  die  Bahn  läuft  in 

sieh  selbst  zurück.  Sie  hat  zunächst  so  viele  Symmetrieaxen  durch  c,  als 
Perihelia  und  Aphelia  zusammengenommen.  Verbindet  man  ausserdem 
einen  Punkt,  in  welchem  zwei  Arme  der  Bahn  sich  schneiden,  mit  dem 
Centrum ,  so  entsteht  wieder  eine  Symmetrieaxe.  Auch  von  dieser  letzteren 
Gruppe  haben  wir  entweder  eine  endliche  oder  eine  unendliche  Anzahl. 

Für  cs=oo,  wo  also  das  Potential  keine  Zeit  gebraucht,  um  den  an- 
gezogenen Punkt  zu  erreichen,  stimmt  das  Gesetz  mit  dem  Newton 'sehen 
überein,  und  die  Bahn  des  Punktes  wird,  wenn  nur  r^  endliclKbleibt ,  eine 
Ellipse.  Dann  ist  der  Abstand  der  einzelnen  Aphelia  unendlich  klein, 
d.  h.  y  =  0«  Ist  c  sehr  gross,  so  ist  die  Bahn  nahezu  eine  Ellipse  und  y 
wird  sehr  klein  sein.  Ein  ungefähres  Bild  der  Babq  für  sehr  grosses  c  (und 
c  ist  in  Wahrheit  sehr  gross)  könnte  man  also  etwa  auf  folgendem  Wege 
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erhalten:  Es  bewege  sich  ein  Punkt  nach  dem  New  ton 'sehen  Gesetze  auf 
einer  Ellipse,  während  dieser  Bewegung  aber  drehe  sich  die  Ellipse  sehr 
langsam  nm  den  Brennpunkt ,  in  welchem  sich  die  anziehende  Kraft  be- 
findet. 

§7. 
Dasselbe  Problem  für  drei  Coordinaten. 

Um  zu  zeigen,  wie  schnell  die  Hamilton 'sehe  Methode  zum  Ziele 
führt,  wollen  wir  dasselbe  Problem  noch  einmal  kurz  für  drei  Coordinaten 
dnrchführen. 

Die  independenten  Coordinaten  werden  eingeführt  durch  die  Gleich- 
ungen 

ar  =  r  cos  (p,      y=:r  sin  g>  cos  ijfy      z  =  r  sin  g>  sin  if; , 
80  dass 


also 


Ferner  ist 


X   +y   -fz  =r  +r'9>   -fr' sin^^pi^f   , 


also 


^rr,     .       rrx  /*  / 1       .         ^     \      .     ^^^       /*     .      ^^   T^  Sin^  CD  t     .     911 

1)  (r+ü)=r   m[^  +  —,)  +  —  <p   + ^V+-;:. 

Die  Einführung  der  p  geschieht  durch  die  Gleichungen 


?iI+£>=P,_.„.(,+-L).  .,.,.= 


Pi 


i^^h)' 


2m 


\    '    '=;?,  =  mrV  ,  also  9  =—5, 

-flT'      •=?.  =  »"»"  «"'9'  * .  also  t  =s      .     ,^. 

Das  transformirte  {T+  U)  wird  demaach 

,^  in  ü\-  ^*  I     ^'*     I  ^ +- 

Dieses  hat  die  Eigenschaft,  dass 

d\T+U\^  2p, ^  ,,    3  I  ^+_^l  ^  iPt.  ^    '. 


(»+^)     ' 


dpi  2mr^  sin^q>  ' 

ZeitschriFl  f.  Mathematik  u.  Physik  XV,  2. 


1 
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ferner,  das« 

d{T+U)_      d\T+ü\      2m      d  {T+  ü)_      d\T+ü 
dr  d  r  r*'  d  tp  d  tp 

d  t\f  d'^ 

Die  Bewegnngsgleicbnngen  von  der  Form 

d{T+ü)      d/d{T+U)\_ 
dqi  di\     dql      )^^' 

wo  die  q  die  independenten  Coordinaten  sind,  geben  über  in 


I,  <    15) 


^         dr  di        r^  ' 

d\T+ü\       dp. 


dtp  di' 


wozu  noch  treten 


^'  d^  dl  ' 

Oft 

y^   — p— ^'^^ 


Setzen  wir  jetzt 

t 

0 

80  ergiebt  sich 

ar_a(r+?7)_ 
aT//-    av    ~^»- 

Ferner  folgt  aus 

'     dt^  di^dr  '  dt'^d~^'lt^d'ilf''d7 
und 

die  Gleichung 

dV 

oder 

IV      ^  +  f?ZV— ^^^1— 4-/'^V_l_j-/'!IV  *-        '^-n 
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Dies  ist  die  partielle  DifferenfialgleichüDg  l*«*^  Ordonng  mit  vier  Variabelen. 

Um  sie  zu  integriren^  setzen  wir  versuchsweise 

dV 

T^  =  a, ,     also  r=a  a^i+W^ 

so  dass  die  Gleicbnng  fibergeht  in  * 

1  r/^^'     r(*         (d  W\*  1       (d  W\*         l      "I      m» 

a  * 
Wir  fügen  beiderseits 1-  hinzu  und  setzen 


oder 


ar 


=  /,(^_,„_V)(,+^), 


d.h. 


so  gebt  die  Gleichung  über  in 


oder 


*  L\a  J  +Va^j  •  ^Si>J  ""''*'• 


«.• 


'Füfft  man  beiderseits r4—  hinzu  und  setzt  man 

°  strrg) 


also 


1 


80  verwandelt  sich  die  Gleichung  in 

/azy     1  ^  «,' 

Va  i(;/   '  sin^  (p      sin^  q>  * 

oder 

Z  =  /  a,/2  rf^  ==  if;a8  ^2  +  (a). 

Demnach  ist  das  allgemeine  Integral  unserer  Differentialgleichung 

*)       r=v+//(^-.....-'-^)(.+;l).r 

+y^2..'-^i»+»..i/i+(.), 

während  die  Differentialgleichungen  des  Problems  sind 
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B) 


jS,  =  /  —  m 


V'^r. 


dr 


7/2  m*  2  «,* 


C)         ft==- 


'/l  +  -,dr 
7/ 2^^*  2^'        /  7/7^       W^* 


Das  letztere  Integral  gebt  durch  die  Snbstitiition 

(pdq)  =  y  ^ — ^iwtjd 

über  in 


sin 


Gr 


80  dass  wir  erbalteD : 


€♦) 


ft=- 


/ 


1+— dr 


ör. 


7/  2  w'  2  «2* 

fr  r' 

Die  letzte  Gleichung  endlich  ist 
D)  1/^-133  = 


^ 


/2  a,* 


<?r. 


Führt  man  hier  ro/^cp  als  Variabele  ein,  so  entstebt 

^    /«,'—  «8    —  «S     ^^ö'    9^  ^  «1   —  «8  / 


woraus  zunächst  folgt 
E) 


cos  (tf;  -  <3,)=^    /'     .  .  co/öfcp, 

««  —  «s 


so  dass  die  Bewegung  in  einer  Ebene  stattfindet. 

Da  q>  nur  Werthe  zwischen  0  und  180°  annimmt,  so  ergiebt  sich  aus 
den  nach  (p  genommenen  Integralen ,  dass  der  Minimalwerth  von  sin  9  ist 

~.    Ist  also  J  die  Neigung  der  Ebene  der  Bahn  gegen  die  Ekliptik,  für 

welche  9  =  90°  ist,  so  ist  das  Minimum  von  8inq> 

^  =  sin  (90«—  /)  =  cos  J. 
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^^^^^^^^^^^^^^•^^^^^^^^^ 


Da  also 


7/     «,*  7/       a.*cos^J 


ist ,  so  lässt  sich  Gleicbnng  £)  auch  schreiben 

E  *)  cos  {fff  —  j3,)  =  i  cotg  J.  cotg  (p. 

Für  (jp=ÖO^  ist  co*.(if;— j5a)  =  0,  also  (1/;— /?.)  = +  Ö0".  Das  zu  9=90^  ge- 
hörende 1^  ist  aber  die  Länge  des  auf-,  resp.  absteigenden  Knotens,  d.  h* 
ßi  ist  die  Länge  des  anfsteigeüden  Knotens  +  90°. 

Geben  wir  nun,  um  die  Bedeutung  der  sämmtlichen  Constanten  kennen 
zulernen,  den  unteren  Grenzen  der  Integrale  bestimmte  Zahlenwerthe ,  so 
folgt  aus  Gleichung  D),  dass  ^,  der  Anfangswerth  von  ip  ist.  Die  Anfangs- 
lage des  Planeten  ist  albo  der  tiefste  oder  höchste  Punkt  der  Bahn.  Daraus 
folgt,  dass 


■"=(i±') 


ist.     Letzteres  kann  man  auch  aus  Gleichung  £*)  ablesen,  denn  da 

ist,  so  folgt 

1  =  +_  cotg  J  cotg  fp , 
also,  da  9  nur  positive  Werthe  zwischen  (fi  und  180°  annimmt,    ^ 


9^0 


=e±4 


§2  würde  sich  aus  Gleichung  C*)  als  Null  ergeben.  Um  dies  zu  verifi- 
ciren,  können  wir  ähnlich,  wiebeiJacobi  S.  188,  folgende  Betrachtung 
anstellen : 

Aus 


cos  q>o  =  cos  (p+  •^)  =  V—^r^ 
und  der  obigen  Substitution 

cosq>^=y  j — ,coSfj 

ergiebt  sich,  dass  der  Anfangswerth  von  ri  Null  ist,  also  Gleichung  C*)  über* 
geht  in 


/ 


7/2  m«  2  aJ      1/2  aJ 

y 2  er,  w r- 

'       r  r' 

Nun  ist  aber  (p  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecks, 
dessen  Katheten  1}  und  (00^—  if\)  sind  (vergl. Zeichnung  bei  JJAcobi).  v{  ist 
also  gleich  90^  vermindert  um  die  Entfernung  des  Planeten  vom  aufsteigen- 
den Knoten.  Für  r^=ir^  verschwindet  das  Integral  und  17  geht  über  in  90° 
vermindert  um  die  Entfernung  der  Anfangslage  des  Planeten  vom  aufstei- 
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gendeD  KDoten,  so  dass  sich  für  |?s  folgende  geometrische  Bedeutung  er- 
giebt : 

j3,  = -^=r90''— (Entfernung  der  Anfangslage  des  Planeten"! 
y    '^^  [^  vom  aufsteigenden  Knoten)  J ' 

Diese  Entfernung  beträgt  aber  90^,  also  ist  wirklich  /?t=0. 

Differentiirt  man  die  Gleichungen  B),  C)  undD)  naeh  den  entsprechen- 
den Variabelen  und  vergleicht  man  die  Resultate,  so  ergiebt  sich,  dass 

dt       di^    .  , 

tnr*      a, 
oder 

tn 

Demnach  ist  -^  die  Projection  der  doppelten  Flächengeschwindigkeit 

tn 

auf  die  o;^- Ebene,  die   wirkliche  doppelte  Flächengeschwindigkeit  aber 

muss  sein 

ag  1  CC^      «2  CC2 


m  '  cosJ     m  *  «3 


m 


9 


«2  also  behält  die  Bedeutung,  wie  in  §  0;  er,  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung 
a,=  a,  co^/,  «1  endlich  ist  wiederum  die  aus  dem  Princip  der  lebendigen 
Kraft  entspringende  Constante.  Diese  Constanten  ergeben  sich  säromtlich 
aus  dem  Anfangszustande. 

In  Betreff  der  Ausführung  der  elliptischen  Integrale  können  wir  wie- 
derum auf  Seegers  verweisen. 

Anhang. 

Da  in  unserem  Probleme  /  nicht  explicite  vorkommt  und  ausserdem  das 
Princip  der  lebendigen  Kraft  gilt,  so  lässt  sich  alles  das,  was  Jacobi  in 
der  21.  Vorlesung  sagt,  auf  dasselbe  ausdehnen ,  so  dass  man  den  Weg  zur 
partiellen  Differentialgleichung  bedeutend  abkürzen  kann. 

Man  führe  eine  neue  unabhängige  Variabele  a  durch  die   Gleichung 

--—  c=3  a  ein  und  setze  für  V  eine  neue  Function  fF==  F—  /«  =  F—  t  --- ,  so 
et  dt 

d  W 
dass  <=—  ^ —  wird  und  Gleichung 

übergeht  in  eine  Gleichung  von  der  Form 

Ist  liT durch  Integration  ermittelt,  so  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  die 
Integralgleichungen  sind 
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dW     ^  dW  _^  dW_ 

.     (7  Oft  <7  a^—i  oa 

^^  ^    d  W_  dW  _  d  w  _ 

Nan  laatet  aber  das  Princip  der  lebendigen  Kraft 

4)  O  —  a+T-^ü, 

und  es  lässt  sich  zeigen ,  dass  die  Gleichungen  2)  und  4)  identisch  sind. 

Ffir  alle  Probleme,  bei  denen  es  sich  um  Anziehungen  nach  dem 
Webe  raschen  Gesetze  handelt,  lässt  sich  also,  wenn  t  nicht  explicite  vor- 
kommt und  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  bestehen  bleibt ,  die  partielle 
Differentialgleichung  auf  folgendem  Wege  finden : 

Man  bringe  in  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  die 

Transformationen  der  Hamilton'schen  Methode  an  und  setze 

dW 
Pi=^-z —  ,  80  erhält  man  sofort  die  partielle  Differentialgleich- 
dqt 

ung  i^®**  Ordnung,  aus  welcher  dann  die  Integralgleichungen 
des  Systems  von  Differentialgleichungen  folgen. 

Um  dies  für  unser  Problem  zu  zeigen  und  dabei  die  früheren  Trans- 
formationen zu  benutzen ,  führen  wir  in  Gleichung  4)  ein 


ü  =  -U,  +  ^-^, 


80  dass  sie  übergeht  in 


_  ,    _,      2  iw 

5)  T+U =— «1 

r 


oder,  nach  Gleichung  2)  in  §  7, 


4m 


2mr*      2mr*«>i*9       r  "^' 


0+;^) 


Setzt  man  also  Pi  =?  ^ —  ,  so  entsteht 

öqi 


Diese  Gleichung  stimmt  überein  mit  der  in  §  7  für  W  abgeleiteten. 


IV. 
Beiträge  zur  M olecularphysik. 

(Zweite  Folge.) 
Von 

Professor  Dr.  Wittwer 

in  Kegensburg. 


Unter  diejenigen  pbyHikalischen  Disciplinen,  welche  gegenwärtig  nur 
sehr  wenig  cultivirt  werden,  gehört  sicherlich  die  Lehre  vom  Aether;  ist 
es  doch  fast  so  weit  gekommen ,  dass  Arbeiten  über  diesen  Gegenstand  mit 
mitleidigem  Lächeln  begrüsst  werden ,  ja  dass  es  nicht  an  Schriften  fehlt, 
welche  die  Existenz  des  Aethers  ganz  und  gar  leugnen.  Seitdem  die  Lehre 
von  der  Wärme  sich  von  dem  Aether  abgewendet,  ist  eigentlich  nur  noch 
die  Optik,  die  Lehre,  welche  zuerst  die  Existenz  des  Aethers  nachwies, 
diejenige,  welche  ihn  hält,  aber  glücklicherweise  fest  hält;  denn  ohne  sie 
wäre  er  längst  über  Bord  geworfen  worden. 

Wenn  ich  es  nun  wage,  im  Nachstehenden  der  gelehrten  Welt  eine 
Arbeit  vorzulegen,  in  welcher  der  Aether  6ine  Hauptrolle  spielt,  so  möge 
dieses  seine  Entschuldigung  darin  finden,  dass  ich  glaube,  dass  der  Aether 
mit  Unrecht  vernachlässigt  wird.  Wenn  der  Aether ,  wie  die  Optik  zeigt, 
einen  Bestandtheil  der  Körper  ausmacht,  so  ist  es  zu  verwundern,  dass 
man  ihn  in  den  Lehrbüchern  der  Chemie  .vergeblich  unter  der  Reihe  der 
Elemente  sucht.  Bei  der  Allgegenwart  des  Aethers  in  den  Körpern  spielt 
derselbe  in  der  Chemie  sicherlich  eine  nicht  weniger  wichtige  Bolle ,  als 
die  ist,  welche  man  gegenwärtig  dem  Sauerstoff  einräumt,  und  es  wird  eine 
Zeit  kommen,  in  welcher  ein  Lehrbudi  der  Chemie  nach  Entfernung  alles 
dessen,  was  vom  Aether  handelt,  nicht  weniger  lückenhaft  aussehen  würde* 
als  es  heutzutage  ein  Chemiebuch  wäre ,  das  den  Sauerstoff  ignorirt« 

Würde  man  den  Beweis  von  der  Existenz  des  Aethers  nur  auf  das 
geringe  Hinderniss  stützen  können,  das  er  dem  Enke' sehen  Kometen  in 
den  Weg  legt,  so  wäre  es  wohl  leicht,  Mittel  zu  finden,  welche  diese  Rolle 
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für  ihn  spielen  können;  denn  man  dürfte  nnr ,  wie  Meibauer^  gethan  hat, 
unsere  atmosphärische  Luft  als  Oemeingat  des  ganzen  Weltalls  erklären 
und  man  hätte  dabei  noch  den  Nebengewinn ,  die  fatale  obere  Grenze  der 
Giltigkeit.  des  Mariotte 'sehen  Gesetzes  wegräumen  zn  können.  Schwie- 
riger wäre  allerdings  die  Frage,  ob  diese  verdünnte  atmosphärische  Luft 
auch  den  Bedürfnissen  der  Optik  gerecht  werden  könne.  Wir  haben  übri- 
gens auch  einen  directen  Beweis  für  die  Existenz  des  Aethers. 

Das  Licht  beruht  auf  Schwingungen  irgend  eines  Mediums,  seines 
Trägers,  und  es  ist  in  dieser  Beziehung  dem  Schalle  analog,  der  die  pon- 
derablen  Körper  als  Träger  hat.  Bereits  Magnus*^  hat  daraufhingewie- 
sen, dass  bei  Abwesenheit  des  Aethers  der  Raum  über  dem  Quecksilber 
des  Barometers  undurchsichtig  werden  müsste.  M  e  i  b  a  u  e r  ***  hat  dagegen 
eingewendet,  dass,  wenn  die  Poren  des  Glases  gross  genug  seien,  um  den 
Aether  durchzulassen ,  auch  Spuren  von  Luft  ihren  Weg  finden ,  sowie  auch, 
dass  in  der  Toricelli 'scheu  Leere  stets  Quecksilberdämpfe  seien.  Ich 
glaube  zwar  nicht,  dass  Luft  durch  das  Barometerglas  in  das  Tori  celli- 
sche Vacuum  dringen  könne  und  habe  von  der  Qualification  der  Queck- 
silberdämpfe als  Lichtträger  durchaus  keine  hohe  Meinung,  wenn  man  aber 
beides  zugiebt,  so  kann  doch  andererseits  nicht  geleugnet  werden ,  dass 
sowohl  Luft  als  auch  Quecksilberdämpfe  nur  einen  äusserst  geringen  Grad 
von  Dichtigkeit  haben  können.  Ich  erinnere  nur  an  den  bekannten  Vor- 
lesungsversuch, der  darin  besteht,  dass  man  aus  einem  Recipienten,  in 
dem  sich  ein  Schlagwerk  befindet,  die  Luft  auspumpt,  worauf  sich  die  In- 
tensität des  Schalles  in  dem  Maasse  vermindert,  in  dem  ihm  der  Träger 
genommen  wird.  Wäre  nun  die  Luft  auch  Träger  des  Lichtes ,  so  müsste 
offenbar  der  Baum ,  der  von  dem  Recipienten  der  Luftpumpe  eingeschlossen 
ist,  weniger  durchsichtig  werden,  denn  Abnahme  der  Durchsichtigkeit  ist 
doch  wohl  das  Analogen  zur  Abnahme  der  Fähigkeit,  den  Schall  fortzu- 
pflanzen. Hat  man  aber  je  gehört,  dass  dieser  eingeschlossene  Raum  auch 
bei  dem  vollständigsten  Auspumpen  an  Durchsichtigkeit  verloren  hätte? 
£s  ergiebt  sich  daraus ,  dass  der  Träger  des  Lichtes  ein  anderer  Stoff  sein 
müsse,  als  einer  von  denen,  die  in  den  Lehrbüchern  der  Chemie  verzeich- 
net sind,  denn  diese  sind  aus  dem  Recipienten  theils  ganz  entfernt,  theils 
im  Zustande  der  höchsten  Verdünnung. 

In  den  meisten  Lehrbüchern  der  Physik  findet  man  den  Satz ,  dass  in 
den  optisch  dichteren  Medien  das  Licht  sich  darum  langsamer  fortbewege, 
weil  der  Aether  in  ihnen  dichter  sei.  Es  scheint  dabei  einerseits  die  Ana- 
logie mit  den  widerstrebenden  Medien  zu  Grunde  gelegt  zu  werden ,  wäh- 


*   lieber  die  physische  Beschaffenheit  unseres  Sonnensystems  2.  Thl.  S.  56. 
•*  Pogg.  Ann.  Bd.  LXXI. 
*♦*  A.  a.  O.  S.  55. 
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rend  der  Aether  bei  dem  Lichte  diese  Bolle  bekanntlich  nicht  spielt,  ande- 
rerseits beruft  man  sich  auch  auf  die  bekannte  die  Fortpflanzungegeschwin- 
digkeit der  Wellen  angebende  Formel 


1) 


.  =  c/-i. 


in  welcher  v  die  Geschwindigkeit,  c  eine  Constante  und  q  die  Dichtigkeit 
bedeutet,  bei  welcher  Formel  e  als  constant  angenommen  wird''',  was  dann 
die  Lichtgeschwindigkeit  als  der  Quadratwurzel  der  Aetherdichtigkeit  um- 
gekehrt proportional  ergiebt.  Zum  grossen  Theile  liegt  der  vorerwähnten 
Ansicht  auch  folgender  Umstand  zu  Grunde.  Man  betrachtet  die  Aether- 
theilchen  als  im  Verhältniss  zu  den  schweren  Atomen  ausserordentlich  klein, 
die  gegenseitige  Wirkung  beider  Arten  von  Theilchen  als  eine  anziehende, 
und  in  Folge  davon  schliesst  man»  um  die  Molecule  heruni  seien  Atmo- 
sphären von  Aethertheilchen  ähnlich  wie  der  Luftkreis  um  die  Erde  ge- 
lagert**. Dieser  Ansicht  zufolge  muss  der  Aether  in  der  Nähe  der  Mole- 
cule dichter  sein  als  fern  davon,  und  da  allgemein  die  Lichtgeschwindig- 
keit in  den  Körpern  geringer  ist  als  im  Raum,  so  folgt  unmittelbar^  dass 
grössere  Dichtigkeit  des  Aethers  eine  geringere  Geschwindigkeit  des  Lichtes 
bedinge. 

Obwohl  ich  diesen  Gegenstand  bereits  früher***  besprochen  habe, 
glaube  ich  doch,  dass  derselbe  interessant  genug  ist,  um  ihn  einer  wieder- 
holten Bearbeitung  zu  unterwerfen. 

Canchy-|-  sagt,  dass  bei  denjenigen  Medien,  welche  die  Farben 
nicht  zerstreuen,  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  der  Quadratwurzel  der 
Aetherdichtigkeit  direct  proportional  sei,  während  andererseits  die  For- 
mel 1)  auf  die  umgekehrte  Proportionalität  schliessen  lässt,  und  es  wird 
daher  meine  Aufgabe  sein ,  zu  zeigen ,  dass  und  wie  beide  Formeln  über- 
einstimmen. 

Auf  Seite  187  Gleichung  15  kommt  Canchy  auf  die  Gleichung: 


2)  ^  =  S-    *" 


dr  \ 


Ä*r2 

In  dieser  Gleichung  giebt  $  den  reciproken  Werth  der  Elasticitätsaze 
an,  m  ist  die  Menge  materieller  Substanz  eines  Aethertheilchens ,  welches 
auf  das  in  Schwingung  befindliche  eine  Einwirkung  ausübt,  r  seine  Ent- 
fernung, f{r)  seine  Wirkungsweise,  die  eine  Abstossung  vorstellt,  wenn 
ihr  das  Zeichen  —  zukommt,  k  ist  eine  Grösse,  welche  durch  die  Gleichnng 
3)  Ä*  =  Ä«Ä* 


*  Wüllner,  Lehrbuch  der  Experimentalphysik  I,  695. 
**  Bedtenbacher,  das  Dynamidensystcm  17. 
•^  S.  diese  Zeitschrift  XIII,  3. 

f  Mim,  8ur  la  äispersion  de  la  lumikre  193. 
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bestimmt  wird ,  wenn  Sl  die  Lichtgeschwindigkeit  bedeutet.  Da  S  die  Summe 
der  Wirkungen  aller  um  das  untersuchte  Aethertheilchen  herum  befindlichen 
angiebt,  hat  nun  Cauchy,  um  ^  zu  bestimmen,  angenommen,  der  um  das 
Theilchen  herum  befindliche  Aether  bilde  ein  ununterbrochenes  Continuum, 
und  so  wurde  er  auf  Integrationen  geführt.    Er  bekam  die  Gleichung 

4)  S[mf{r)]=zl     I     lQr^f{r)sinpdpdqdr. 

ro  0  0 
Hier  bedeutet  q  die  Dichtigkeit ,  p  und  q  sind  Hilfswinkel ,  und  zwar 
istp  der  Winkel,  welchen  der  Radius  vector  r  mit  einer  festen  Axe  macht, 
g  ist  der  Winkel  zwischen  einer  durch  die  feste  Axe  gelegten  festen  Ebene 
und  einer  beweglichen  Ebene,  in  der  sich  die  nämliche  Axe  und  der  Badius 
vector  befinden.   Da  nun 

n 

I  sin  p  dp  =3  2 


und 


2% 

I  dq=^27ty 
ü 


so  erhält  man 


5)  S[mf(r)]  =  4n;Q  j  r^f{r)dr. 


^0 


Mit  Hilfe  von  5)  geht  2)  über  in 


'•o 


Für  sehr  grosse  Werthe  von  r  erhält  der  Ausdruck 

den  Werth  ^  r*,  für  sehr  kleine  Werthe  von  r  wird  er  zu  ||\y  /f*r*.   Dadurch 
wird  aus  Gleichung  6) 

7)  «*  =  '-|^[r'oo/'(roo)-TVÄ''-«V('-,)]. 

Nach  anderen  Betrachtungen  Cauchy's  (p.  185)  fällt  die  Farbenzet- 
streuung  eines  Mediums  (und  ein  solches  Medium  ohne  Dispersion  ist  der 
Aether  im  Räume)  aus,  wenn  ^  dem  Werthe  von  1^  proportional  ist,  es  muss 
also  —  f^  fif)  gleich  einer  positiven  Constanten,  d.  i. 

8)  Ar)  =  -^ 
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sein,  wenn  H  diese  Constante  bezeichnet.   Setzt  man  diesen  Werth  von  f{f) 
in  7) ,  so  erhält  man 

Aus  Gleichung  8)  zieht  Cauchy  den  Schluss,  dass  sich  die  Aether- 
theilchen  mit  einer  Kraft  abstossen,  welche  dem  Biquadrate  der  Entfer- 
nung umgekehrt  proportional  ist. 

Gegen  diese  Behandlung  der  Aufgabe  lasst  sich  einwenden,  dass  es 
nicht  streng  richtig  ist,  wenn  Cauchy  ein  dreifaches  Integral  in  einem 
Falle  benutzte ,  in  welchem  es  sich  um  die  Summe  von  Wirkungen  discreter 
Theilchen  handelt,  denn  wenn  auch  die  Aetherthoilchen  von  einander  (für 
uns)  unmessbar  wenig  entfernt  sind,  so  ist  es  doch  sehr  wohl  denkbar,  dass 
die  Entfernungen  je  zweier  benachbarten  Theilchen  im  Yerhältniss  zu  deren 
Dimensionen  noch  immer  sehr  gross  sind ,  und  es  muss  doch  ein  anderes 
Kesultat  erfolgen,  wenn  die  Aethersubstanz  im  Räume  continuirlich  ver- 
theilt  ist,  wie  es  die  Integration  voraussetzt,  als  wenn  sie  in  einzelne  von 
einander  getrennte  Theile  gruppirt  ist.  Aus  diesem  Grunde  muss  die  Inte- 
gration wenigstens  so  viel  als  möglich  vermieden  werden,  und  theils 
darum,  theils  um  die  Cauchy 'sehen  Voraussetzungen  mit  denen  Fr  es - 
ners  in  Uebereinstimmung  zu  bringen,  will  ich  annahmen,  die  Aether- 
theilchen  seien  in  der  Kuhelage  nicht  im  Räume  zerstreut,  sondern  sie  be- 
finden sich  in  einer  Geraden.  Die  Zulässigkeit  dieser  Annahme  kann  wohl 
nicht  bestritten  werden ,  denn  die  Gleichung  2)  gilt  ganz  allgemein  für  jede 
Art  der  Vertheilung  der  Aethermolecule,  also  auch  für  den  von  mir  vor- 
ausgesetzten Fall ,  und  je  nach  der  Grnppirung  derselben  wird  allerdings 
der  Werth  von  ^  ein  anderer,  aber  der  Satz,  dass  für  den  Fall  des  Aus- 

bleibens  der  Farbendispersion  —  =  consL  sein  müsse ,  wird  dadurch  nicht 

AT 

im  Geringsten  alterirt. 

Nimmt  man  also  an,  die  Aetherpunkte  liegen  alle  in  einer  Geraden, 
so  bleibt  nur  eine  einzige  Integration  übrig ,  die  Gleichung  5)  wird  zu 


10) 

Sm 

lf(r)]- 

^00 

'-QJ  f{r)dr 

und  2)  geht  über  in 

^0 

* 

11)         »'=pj 
Aus  Gleichung  7) 

f 

kr           ' 

-) 

f(r)]ar 

wird 

dr 

12)  «•  =  !  [/•('■»  )-iV*''-oVw]  • 


Von  Prof.  Dr.  Wittwer.  97 


*« 


Es  wird  also  —  =  consU.  wenn 

fr 

r^f(r)=i^H  oder 

d.  i.  wenn  die  Aethertheilchen  sich  mit  einer  Kraft  abstossen, 
welche  dem  Quadrate  der  Entfernung  umgekehrt  proportio- 
nal ist.  —  Da  nach  Gleichung  3) 

80  wird 

Ä*=  -  -  oder  auch 
14)  30 

Sl :  Ä,  =/^:  /^, 
und   die   Geschwindigkeit  des  Lichtes  ist  also   der  Quadrat- 
wurzel der  (linearen)  Aetherdichtigkeit  direct  proportional. 

Dass  der  Unterschied  zwischen  den  Gleichungen  8)  und  13)  nur  darauf 
beruhe,  dass  man  die  Aethertheilchen  im  Räume  oder  auf  einer  Geraden 
annimmt,  ergiebt  sich  daraus,  dass  man  auch  bei  der  Summirung  (im  Gegen- 
satze zu  der  Integration)  auf  die  vierte  Potenz  kommt.  Nimmt  man  näm- 
lich an,  die  Aethertheilchen  seien  um  ein  mittleres  herum  so  gruppirt,  dass 
ihre  Vertheiluog  gegen  drei  durch  das  mittlere  gelegte  auf  einander  senk- 
rechte Axen  gleich  ist,  eine  Annahme,  die,  da  es  sich  hier  um  den  allge- 
meinen Raum  handelt,  sicherlich  die  naturgemässeste  ist,  so  compensireu 
sich  die  einander  gegenüberliegenden  Tbeilchen  so,  dass  die  der  zweiten 
Potenz  von  r  entsprechenden  Glieder  sich  aufheben  und  erst  die  der  vierten 
entsprechenden  bleiben,  wie  ich  dieses  bereits  früher*  nachgewiesen  habe. 

Denkt  man  sich  nun  um  ein  Aethertheilchen  Kugelflächen  gezogen 
und  kommt  es  aus  der  Gleichgewichtslage,  so  wird  es  allerdings  von  den 
jeweilig  in  dieser  Kugelfläcbe  gelegenen  übrigen  Theilchen  mit  einer  Kraft 
in  die  Gleichgewichtslage  zurückgeführt,  welche  so  ist,  als  stossen  sich 
die  Theilchen  mit  einer  Kraft  ab,  welche  dem  Biquadrate  des  Kugelradius 
umgekehrt  proportional  ist,  aber  die  gegenseitige  Wirkung  je 
zweier  Aethertheilchen  —  und  auf  diese  kommt  es  hieran  — 
giebt  eine  Abstossung,  welche  abnimmt,  wie  das  Quadrat  der 
Entfernung  wächst. 

Ein  Unterschied  zwischen  dem  vorstehenden  Resultate  und  dem 
Cauchy's  ist  allerdings  noch  da,  und  dieser  ist  der,  dass  die  Kraft, 
welche  das  Aethertheilchen  in  die  Gleichgewichtslage  zurückzuführen 
strebt,  nicht  wie  bei  Cauchy  der  ersten,  sondern  der  dritten  Potenz  der 
Verschiebung  proportional  ist.  Dieser  Unterschied  würde  sicherlich  ver- 
schwinden, wenn  man  die  Cauchj'sche  Rechnung  so  durchführte,  dass 


*  S.  diese  Zeitschrift  XIII,  3,  p.  218. 
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man  auch  die  höheren  Potenzen   von   z/g,  Jnjj  //^  berücksichtigte,  was 
Cauchy  nicht  gethan  hat. 

Ich  mnss  hier  noch  auf  einen  weiteren  Umstand  aufmerksam  machen. 
Wir  haben  bei  der  ganzen  Frage,  ob  ein  Lichtstrahl  mit  oder  ohne  Farben- 
Zerstreuung  durch  ein  Medium  gehen  soll,  nicht  mit  Elementarstrahlen, 
sondern  mit  Strahlenbündeln,  mit  einer  grösseren  Quantität  paralleler 
Elementarstrahlen  zu  thun,  denn  ein  Bündel  von  polarisirten  Strahlen  mnss 
doch  für  sich  frei  yon  Farbendispersion  sein  können ,  und  hier  ist  zunächst 
die  Art  zu  berücksichtigen,  wie  Fresnel  die  Aufgabe  behandelte.  Fres- 
nel  dachte  sich*  in  sehr  kleinen  Entfernungen  von  einander  senkrecht  auf 
der  Bichtnng  des  Lichtstrahls  Ebenen  aufgestellt,  in  denen  sich  die  Aether- 
punkie  befinden.  Findet  nun  eine  Verschiebung  statt,  so  ist  diese  für  alle 
Theilchen,  die  sich  in  einer  und  derselben  Ebene  befinden,  die  gleiche,  es 
ist  gerade  so,  als  seien  die  Ebenen  gegen  einander  etwas  verschoben. 
Allerdings  wirken  nun  alle  Theilchen  der  einen  Ebene  auf  jedes  einzelne 
der  anderen ,  aber  es  ist  hierbei  für  das  zunächst  betrachtete  nur  die  Thä- 
tigkeit  der  nächstliegenden  Atome  zu  berücksichtigen,  da  die  Wirkungen 
der  ferner  gelegenen  sich  paarweise  (in  den  ersten  Gliedern)  aufheben. 
Darum  konnte  Fresnel  von  der  Annahme  ausgehen,  als  seien  die  Aether- 
theilchen  in  der  Gleichgewichtslage  in  einer  Geraden.  Wir  haben  es  also 
hier  überhaupt  nur  mit  der  linearen  Fortpflanzung  der  Wellen  zu  thun,  und 
dieser  Umstand  mag  als  Rechtfertigung  des  von  mir  oben  eingeschlagenen 
Verfahrens  dienen. 

Soll  die  Gleichung  1)  mit  der  Gleichung  14)  in  Uebereinstimmung  ge- 
bracht werden,  so  sieht  man  leicht,  dass  wir  hier  zunächst  mit  der  Bedeu- 
tung des  Ausdrucks  e  zu  thun  haben.  Derselbe  giebt  die  Elasticität  des 
Mediums  an  und  so  lange  es  sich  nur  um  diejenigen  Veränderungen  han- 
delt, die  während  der  Schwingungen  in  einem  und  demselben  Körper  vor- 
kommen, mag  man  e  ganz  wohl  als  constant  betrachten,  allein  dieses  ist 
nicht  mehr  aulässig,  wenn  man  von  einem  Körper  auf  den  anderen  übergeht. 

Untersucht  man  also  die  Lichtgeschwindigkeit  in  einem  durchsichtigen 
(einfach  brechenden)  Körper,  so  mag  die  Elasticität  des  Aethers  in  diesem 
durch  die  geringen  Verschiebungen  seiner  Theilchen  wenig  genug  alterirt 
werden;  hat  man  es  aber  mit  anderen  Elasticitäten  zu  thun,  wenn  zwei 
verschiedene  Körper  oder  die  verschiedenen  Richtungen  eines  doppelt- 
brechenden Krjstalles,  deren  Aetherdichtigkeit  von  Hanse  aus  verschieden 
ist,  mit  einander  verglichen  werden,  so  gestaltet  sich  die  Sache  anders, 
denn  wenn,  wa9  doch  wohl  a  priori  vorausgesetzt  werden  mnss,  die  gegen- 
seitige Einwirkung  der  Aethertheilchen  mit  abnehmender  Entfernung 
wächst,  so  lässt  sich  auch  voraussetzen,   dass,  wenn  der  ursprüngliche 


•  Mim,  dePAcad.  de  France  T.  FIL   Mim,  sur  In  double  rifraction  105« 
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Gleicbgewicbts zustand  bei  geringerer  Dichtigkeit  des  Aetbers  gestört  wird, 
das  Bestreben,  das  Gleicbgewicbt  wieder  herzustellen ,  schwächer  sein 
mass,  als  bei  ursprünglich  kleinerer  Distanz  der  Aethertheilchen. 

Ehe  ich  auf  die  Bestimmung  der  Elasticitätsverbältnisse  näher  ein- 
gehe, möge  es  mir  gestattet  sein ,  die  Erscheinungen  zu  besprechen,  welche 
auftreten,  wenn  zwei  Körper,  die  sich  gegenseifig  abstossen,  sich  gegen 
einander  bewegen. 

Die  Abstossung  sei  irgend  eine  Function  der  Entfernung  r,  dann  mö- 
gen m  und  X  die  Menge  träger  Substanz  und  die  Coordinaten  des  einen 
Körpers  bedeuten^  tn^  und  rrj  die  des  anderen,  Der  eine  Körper  wirkt 
nnn  auf  den  anderen  gerade  so ,  wie  dieser  auf  ihn ,  die  Wirkung  ist  also 
jedesmal  gleich  /(r),  nur  muss  bei  dem  einen  der  beiden  Körper  in  Be- 
rücksichtigung des  ümstandes,  dass  beide  in  entgegengesetzter  Richtung 
thätig  sind,  bei  dem  einen  Körper  dem  Ausdrucke  /*(r)  das  Zeichen  — 
vorgesetzt  werden  und  ausserdem  hat  man  der  Verschiedenheit  der  Massen 
Beehnang  zu  tragen.     Man  bekommt  so  die  Gleichungen: 

Durch  Verbindung  beider  Gleichungen  erhält  man : 

md^x     nii  d^Xy 

Wird  hierauf  mit  d  t  multipHcirt  und  dann  integrirt ,  so  ergiebt  sich : 

oder 

wenn  man  mit  v  und  v,  die  beiderseitigen  Geschwindigkeiten,  mit  Ceine 
Constante  bezeichnet.  Sind  V  und  V^  die  Anfangsgeschwindigkeiten,  so 
hat  man  zur  Bestimmung  der  Constanten 

also 

16)  mr  +  mj  t7j  =  m  F  +  »»1  Vy 

Mnltiplicirt  man  die  Gleichungen  1)  mit  dx^  beziehungsweise  dx^^  so  er- 
hält man : 

17)  g^2       ==-dxf(r)     und     -i-^^1 ?  =  aa:,/'(r). 

Da  nun  dx  —  dx^  =  8r,  so  ergiebt  sich : 

Durch  Integration  geht  diese  Gleichung  über  in : 
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2 

wenn  C,  eine  neue  Constante  ist,  und  zu  deren  Bestimmung  hat  man  unter  der 
Voraussetzung)  dass  R  die  ursprüngliche  Entfernung  und  Cfr  dr  =  F{r)  sei, 

mithin : 

m»*    .    ni*Vi^       ^,_.       T,/ V   .   w«  F*    ,    m,  F.* 

^^^  "T  + -V"  = -^  W  - -^W  +  "i"  +  "V" 

Die  Gleichung  16)  zeigt,  dass  unabhängig  von  der  Zeit  sowohl  als  auch 
von  der  Natur  der  Function  f{r)  die  Summe  der  Producte  aus  Masse  und 
Geschwindigkeit  beider  Körper  die  gleiche  bleibe ,  und  damit  auch,  dass 
sich  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  nicht  ändert,  während  die  Gleich- 
ung 18)  lehrt,  dass  für  je  gleiche  Distanzen  auch  die  Summe  der  lebendi- 
gen Kräfte  gleich  sei.  Stossen  sich  die  beiden  Körper  ab  und  nimmt  die 
Abstossung  zu,   wenn  die  Entfernung  abnimmt,   so  ist  ^(r)>F(Ä),  es 

muss  also  die  Summe  ?— ^   bei  grösserer  Annäherung   der  Körper 

kleiner  werden  und  zugleich  mit  r  einen  kleinsten  Werth  erreichen ,  worauf 
sie  wieder  wächst,  wenn  die  Körper  sich  von  einander  entfernen. 

Genau  dasselbe  Verhalten  beobachten  wir  auch  dann,  wenn  zwei 
elastische  Körper  auf  einander  stossen.  Sie  pressen  sich  zusammen  und 
wenn  das  Maximum  der  Annäherung  erreicht  ist,  so  sucht  jeder  seine  ur- 
sprüngliche Gestalt  herzustellen.  Die  Mittelpunkte  entfernen  sich  dabei 
von  einander  und  in  je  zwei  Augenblicken,  in  denen  diese  Entfernung  die 
nämliche  ist,  ist  es  auch  die  Summe  der  lebendigen  Kräfte.  Diese  Summe 
hängt  von  der  Natur  der  Function  f{f)  ab,  und  wird  letztere  für  alle  Werthe 
von  r,  die  eine  gewisse  Grenze  q  überschreiten,  gleich  Null,  so  geht  für 
diese  Werthe  von  r  die  Gleichung  18)  über  in : 

^  2  2  2^2 

Diese  Gleichung  ist  die  bekannte  Formel,  welche  die  Bewegung  zweier 
elastischen  Körper  vor  und  nach  dem  Stosse  für  diejenigen  Momente  an- 
giebt,  in  denen  die  Körper  sich  noch  nicht  oder  nicht  mehr  berühren,  und 
die  Gleichungen  16)  und  IQ)  dienen  auch  dazu,  die  Geschwindigkeiten  zu 
bestin^men ,  welche  zwei  auf  einander  stossende  elastische  Körper  durch 
den  Stoss  erhalten. 

Es  Hessen  sich  die  Analogien ,  welche  das  Verhalten  von  sich  gegen- 
seitig abstossenden  und  das  von  elastischen  Körpern  zeigen,  leicht  weiter 
ausfuhren.  Ich  halte  dieses  für  überflüssig  und  glaube  im  Vorstehenden 
hinlänglich  nachgewiesen  zu  haben,  dass  man  berechtigt  sei,  die  Ab- 
stossung, die  zwei  Körper  auf  einander  ausüben,  mit  der  Wirkung  eines 
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sie  amgebenden  absolut  elastischen  Polsters  zu  vergleichen,  sowie  dass 
nichts  im  Wege  stehe,  die  für  das  Verhalten  elastischer  Körper  geltenden 
Gesetze  auf  die  sich  abstossenden  anzuwenden. 

Zur  Bestimmung  des  Elasticitätscoefficienten  e  eines  Körpers  dient 
bekanntlich  das  Verfahren,  dass  man  die  Ausdehnung  sucht,  welche  der- 
selbe  erlangt,  wenn  eine  gewisse  Last  an  ihn  angehängt  wird,  worauf  man 
dann  diejenige  Last  berechnet,  welche  nothwendig  wäre,  den  Körper  auf 
das  Doppelte  seiner  ursprünglichen  Lange  auszudehnen  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  alle  späteren  Ausdehnungen  gerade  so  erfolgen,  wie  die 
erste.  Ich  mache  hier  ganz  besonders  auf  den  Umstand  aufmerksam ,  dass 
man  sich  bei  diesem  Verfahren  wohl  bewusst  ist,  dass  der  so  gefundene 
Coefficient  stets  nur  eine  berechnete  Grösse  sein  kann,  da  die  nachfolgen 
.  den  Ausdehnungen  eines  Xörpers  unter  anderen  Bedingungen  eintreten  als 
die  ersten. 

Hat  man  einen  Körper  von  der  Länge  /  und  dem  Querschnitte  1 ,  an 
welchem  durch  Anhängen  des  Gewichtes  P  eine  Verlängerung  /il  hervor- 
gebracht wird,  nimmt  man  ferner  ein  Gewicht  Q  so,  dass 

also 

20)  ^^^'Tr 

so  giebt  0  die  Grösse  des  Elasticitätscoefficienten  e,  diesen  in  Gewicht  für 
die  Einheit  des  Querschnittes  ausgedrückt,  an. 

Es  seien  nun  allenfalls  von  einer  gasartigen  Substanz  beliebig  viele 

Theilchen  gegeben ,  die  sich  nach  der  Norm  --  abstossen ,   wenn  A  und  n 

r 

Constante,  r  die  Entfernung  zweier  Theilchen  bedeuten.  Die  Theilchen 
seien  in  eine  verticale  Reihe  von  der  Länge  /  gestellt,  das  letzte  derselben 
stehe  auf  einem  festen  Boden,  das  erste  sei  mit  einem  verschiebbaren 
Deckel  verbunden,  dessen  Gewicht  der  Abstossung  gleichkommt,  welche 
die  eingeschlossenen  Theilchen  auf  das  mit  ihm  verbundene  oberste  aus- 
üben.   Dasjenige  Theilchen ,  welches  dem  am  Deckel  befindlichen  zunächst 

j 
in  der  Entfernung  r,  von  ihm  steht,  übt  auf  dieses  eine  Abstossung  —^  aus, 

A  A 

das  zweite  die  Abstossung  — -,  das  dritte  —  u. s.w.,  wenn  r, ,  r,  u. s.w.  die 

jeweiligen  Entfernungen  von  dem  obersten  am  Deckel  befindlichen  Theil- 
chen ergeben. 

Betrachtet  man  p  als  allgemeinen  Index,  so  ist  die  Summe  der  Ab-' 

stossungen  aller  Theilchen  gleich  AZ—^^  und  dieser  Summe  von  Wirkun- 

gen  muss  die  desv  Gewichtes  des  Deckels  gleich  sein,  wenn  Ruhe  statt- 
finden soll. 

ZeiUehrilt  f.  Malhemntik  u.  PhyRik  XV,  2.  8 
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Wird  nun  der  Deckel  durch  ein   Gegengewicht  um    die  sehr  kleine 

Grösse  ^l  in  die  Höbe  gehoben,  so  werden  dadurch  die  eingeschlossenen 

Tbeilchen  sowohl  von  dem  Deckel,  als  auch  von  einander  entfernt.     Das 

nächste  Tbeilchen  steht  jetzt  in  der  Entfernung  r^  -|-  ^r| ,   seine  Wirkung 

A 
ist  in  7 — ; — ' — r-     übergegangen    und    der   Unterschied   gegen    früher   ist- 

T-i—^»     Ebenso  ersieht  sich  für  das  zweite  Tbeilchen   r-r-^i  ^^ 


I 


—  nA  Jr^ 


das  dritte  ^^. — ,  und  für  alle  zusammen  wird,  wenn  wieder  p  der  all- 


r,"+> 


gemeine  Index  ist,  der  Unterschied  gegen  früher 


—  n'AE 


betragen.  Dieser  Summe  nun  muss  das  am  Deckel  befindliche  Gegen- 
gewicht gleich  sein  oder,  was  dasselbe  ist,  man  muss  mit  einer  dem  Werthe 
dieser  Summe  gleichkommenden  Kraft  ziehen,  um  die  Verlängerung  /il 
der  ganzen  Reihe  zu  erhalten.  Wir  haben  also  hier  das  P  der  Gleichung  20) 
und  können  somit  setzen: 

21)  P=nAi:^,  =  nAZ^^.^, 

Tp  -r  Tp        rp 

wobei  das  Reichen  —  wegbleibt,  weil  P  an  der  entgegengesetzten  Seite 
zieht. 

Bei  dieser  Ausdehnung  der  Beihe  haben  sich  die  einzelnen  Theilchen 
nicht  nur  von  dem  obersten  am  Deckel  befindlichen ,  sondern  auch  unter 
einander  entfernt;  sind  z.B.  die  Zwischenräume  zwischen  je  zwei  Nach- 
bartheilchen  ursprünglich  gleich  gewesen,  so  sind  sie  es  jetzt  wieder,  und 
bat  sich  das  dem  Deckeltheilchen  zunächst  liegende  um  jdr^  von  diesem 
entfernt,  so  ist  auch  das  zunächst  unter  ihm  befindliche  um  Jr^  von  ihm 
selbst  weggegangen,  und  wenn  die  ursprüngliche  Entfernung  des  dritten 
Theilchens  von  dem  am  Deckel  befindlichen  2r,  war,  so  ist  es  jetzt  um 
lAr^  =  /!lr^  weiter  weg,  das  nächste  um  3<^r|  =zjdr^y  das  m^^  unterste  um 
mJr^=^  /IL     Ef  ist  darum 

^  '  ry         r^  Tp         r 

also  eine  für  alle  Theilchen  gleiche  stets  sehr  kleine  Grösse. 

Unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  22)  geht  die  Gleichung  21) 
über  in: 

■    .23)  P^nA^Z^^, 

l  Pp 

und  wenn  man  diesen  Werth  von  P  in  Gleichung  20}  einsetzt,  so  wird: 
23a)  0  =  nAi:—' 

^P 
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Man  erhält  also  den  Ansdrack  fär  den  in  Oewiclit  aus- 
gedrückten Elasticitfttscoefficienten  e^  wenn  man  die  Ab« 
stossnngsformel  mit  n  mnltiplicirt. 

Würde  man  das  oben  angegebene  Verfahren  nmkehren  und,  statt  den 
Deckel  durch  angehängtes  Gegengewicht  in  die  Höhe  zu  heben ,  ihn  durch 
aufgelegtes  Gewicht  herabdrücken ,  so  würde  bei  dem  Auflegen  von 


P=nA£ 


r^n  +  i 


die  angenommene  Reihe  sich  um  Jl  verkürzen  und  der  Elasticitätscoef- 
ficient  e  wäre  wieder  durch 

nAZ—^ 

gemessen ;  obwohl  es  selbstverständlich  nicht  möglich  ist,  die  Reihe  von 
Theilchen  um  die  ganze  Länge  /,  d.  i.  auf  gar  nichts  zusammenzudrücken. 
Bei   unvollkommen  elastischen  Körpern   würde   bei  bedeutendem  Werthe 

von  —  die  Elastieitätsgrenze  überschritten,  während  die  Formel  20)  bei 

grossen  Werthen  von  —  nicht  genügen  würde,  weshalb  auch  in  der  Praxis 

eine  mit  der  Dichtigkeit  wechselnde  Elasticität  bei  diesen  Körpern  an- 
genommen wird. 

Hätte  man ,  um  bei  dem  oben  angeführten  Beispiele  zu  bleiben ,  zwei 
Reihen ,  in  denen  sich  die  jeweiligen  Entfernungen  der  Theilchen  verhiel- 
ten wie  r  zu  i^,  so  wäre  in  der  einen  derselben 

24)  Q^:^nAZ—^^  in  der  anderen  Qi=nA  £^~^' 

Aus  diesem  Grunde  hat  man  auch  bei  der  Luft  je  nach  ihrer  Dichtig- 
keit eine  verschiedene  Elasticität  angenommen.  Die  Gleichungen  23)  er- 
geben für  verschiedene  Dichtigkeiten  gleichartiger  Medien: 

1  1 


2 

0       e 
24  a) 


0  _e  rp"  _^. 


Die  Elasticitätscoefficienten  verhalten  sich  also  zu  einander  umgekehrt  wie 
die  n*"  Potenzen  der  Entfernungen  zweier  Nachbartheilchen ,  und  so  lange 
man  verschiedene  Dichtigkeiten  gleichartiger  Medien  vergleicht,  ist 
man  berechtigt,  zu  setzen: 

25)  «==^» 

wenn  c  eine  Constante  bedeutet. 

Von  dem   Vorstehenden  soll  zunächst  eine  Anwendung  auf  die  Be- 
wegung der  Wellen  in  einer  Gasart  gemacht  werden. 

8* 
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Die  Elasticitätsverhältnisse  der  Luftarten  lassen  sich  so  betrachten, 
als  liege  dem  ganzen  Bestrehen  der  letzteren,  sich  anszudehnen,  eine  ge- 
genseitige Abstossung  der  Theilchen  zu  Grnnde,  die  dem  Abstände  um- 
gekehrt proportional  ist*,  wir  haben  also,  hier  »  =  1,  und  die  Elasticität 
lässt  sich  nach  Gleichung  25)  bei  ihnen  ausdrücken  durch 

26)  e=--, 

wenn  c  eine  für  alle  Gase  gleiche,  wohl  von  der  Temperatur,  aber  nicht 
von  dem  Drucke  abhängige  Grösse  bedeutet,  und  r  den  Abstand  zweier 
Nachbartheilchen  angiebt.  Die  Dichtigkeit  q  des  Gases  (hier  handelt  es 
sich  nur  um  die  lineare  Dichtigkeit)  lässt  sich  ausdrücken  durch 

bm 

wenn  b  eine  neue  Constante,  tn  das  Atomgewicht  angiebt. 

Bezeichnet  man  mit  F,  v  die  Geschwindigkeiten  des  Schalles  in  ver- 
schiedenen Gasen  bei  ungleichem  Drucke,  aber  gleicher  Temperatur,  so 
bekommt  man,  wenn  man  von  den  geringen  Verschiedenheiten  der  bekann- 
ten Grösse  k  absieht ,  die  Gleichung : 

28)  V..v=.j/^:j/t, 

in  welcher  £,  e  die  Elasticitätscoefficicnten ,  P,  q  die  Dichtigkeiten  an- 
geben. Nimmt  man  statt  dieser  Grössen  ihre  Werthe  aus  26)  und  27) ,  so 
ergiebt  sich: 

R  r 

Die  Geschwindigkeit  ist  also  unabhängig  von  dem  Drucke  und  um- 
gekehrt proportional  der  Quadratwurzel  des  Atomgewichtes  eines  Gases; 
^  man  kommt  also  auf  diese  Weise  auf  das  längst  bekannte  Resultat. 

Selbstverständlich  lässt  sich  die  Sache  auch  umkehren  und  aus  Be- 
obachtungen oder  anderweitig  bekannten  Wellengeschwindigkeiten  das 
Abstossungsgesetz  eines  Mediums  ermitteln.  Ist  z.  B.  bekannt,  dass  in 
einem  Gase,  etwa  in  der  atmosphärischen  Luft,  die  Geschwindigkeit  des 
Schalles  von  der  Dichtigkeit  unabhängig  sei ,  so  hat  man ,  wenn  C  einen 
Constanten  Factor  bedeutet. 


30) 


.=yi. 


•  Zwei  verschiedene  Ableitungen  dieses  Satzes  finden  sich  inRedtenbacber, 
Das  Dynamidensystem ,  66.  —  W  ü  11  u  er,  Lehrbuch  der  Experimentalphysik  I,  300. 
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In  dieser  Gleichung  ist  ^  zu  ersetzen  doi'ch  — ,    da    bm    der   Gleich* 

ung  27)  als  in  dem  constanten  Factor  C  enthalten  betrachtet  werden  kann, 

und'^  muss  nach  Gleichung  25)  substituirt  werden  durch  --• 

r 

Die  Gleichung  80)  ändert  sich  somit  um  in: 

31)  y=E]/"-i, 

und  hier  ist  n  so  zu  nehmen ,  dass  V  von  r  unabhängig  wird.  Es  geschieht 
dieses,  wenn 

nnd  man  erhält  so  den  oben  erwähnten  Satz,  dass  die  Elasticitätsverhält- 
nisse  eines  Gases  sich  ans  einer  Abstossung  ableiten  lassen,  welche  der 
Entfernung  zweier  Gastheilchen  umgekehrt  proportional  ist. 

Nach  Gleichung  14)  verhalten  sich  in  denjenigen  Medien,  welche  die 
Farben  nicht  zerstreuen,  die  Geschwindigkeiten  der  Lichtwellen  wie  die 
Quadratwurzeln  der  Dichtigkeit  des  Aethers;  man  hat  also: 


32)  y-v=Vp-yQ  =  f/^-j/j' 


Andererseits  hat  man  wieder: 

und  die  Gleichungen  32)  nnd  33)  ergeben : 

3.)         /i-y^-yi-yi-. 

oder 

n  =  2. 

Das  Ergebniss  der  gegenseitigen  Einwirkung  zweier 
Aethertheilchen  ist  also  dasselbe,  wie  in  Gleichung  14),  sie 
ist  eine  Abstossung,  welc^he  abnimmt^  wie  das  Quadrat  der 
Entfernung  wächst. 

Steht  es  fest,  dass  die  gegenseitige  Wirkung  zweier  Aethertheilchen 

eine  Abstossung  sei,  die  durch  die  Formel  -r-    ausgedrückt  werden  kann, 

so  lassen  sich  auch  die  von  mir  in  meinen  Beiträgen  zur  Molecularphysik* 

gezogenen  Schlüsse  näher  präcisiren. 

Massentheilchen    und    Aethertheilchen    ziehen   sich    an, 

am  fi 
und  diese  Anziehung  lässt  sich  durch  die  Formel     -7-  aus- 


•   Siehe  diese  Zeitschrift  XlII,  3,  219. 
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drücken,  in  welcher  a  eine  Constante,  m  und  \ji  die  beiderseitigen  Quan- 
titäten träger  Substanz,  r  die  Entfernung  bedeuten.  Die  Wirkung  muss 
eine  anziehende  sein,  denn  wäre  sie  eine  abstossende  und  die  gegenseitige 
Thätigkeit  je  zweier  Massentbeilchen  ebenfalls,  so  würde  bei  dieser,  all- 
gemeinen Abstossung  ein  grösserer  Körper  als  Aggregat  einer  Vielheit 
von  einzelnen  Theilchen  unmöglich  aein;  würde  aber  zwischen  Aether« 
und  Massentbeilchen  eine  Abstossung,  zwischen  Massen-  und  Massentbeil- 
chen Anziehung  stattfinden ,  so  wäre  die  Porosität  der  Körper  unmög- 
lich. Aether-  und  Massentbeilchen  müssen  sich  also  anziehen.  Für  das 
Quadrat  der  Entfernung  als  Aenderungsmodus  der  Anziehung  spricht  der 
Umstand,  dass  das  Licht  im  allgemeinen  Räume  gerade  aus  gebt,  was  dar- 
auf scbliessen  lässt,  dass  ein  Massentbeilchen  auf  freien  von  ihm  entfern- 
ten Aether  keine  Wirkung  ausübt.  Es  sättigt  sich  allerdings  mit  Aether, 
den  es  bis  zum  Contacte  anzieht,  und  wenn  die  Summe  der  Abstossungen, 
welche  die  so  incorporirten  Aethertheilchen  auf  die  noch  freien  ausüben} 
eben  so  gross  ist,  als  die  von  den  Massentheilcben  bethätigte  Anziehung, 
so  hört  jede  weitere  Wirkung  auf.  Diese  Wirkung  muss  aber  in  jeder 
messbaren  Entfernung  gleich  Null  sein,  denn  sonst  müssten  in  den  ver- 
schiedenen Entfernungen  verschiedene  Dichtigkeiten  des  Aethers  folgen 
und  das  Licht  würde  jedesmal  gebrochen,  wenn  es  von  einer  Schicht  in 
die  andere  ginge,  es  würde  al^o  durch  den  allgemeinen  Kaum  in  einem 
krummen  Wege  gehen ,  was  der  Beobachtung  widerspricht. 

Die  von  Cauchy  abgeleiteten  Gesetze  gelten  nur  für  solche  Medien, 
welche  die  Farben  nicht  zerstreuen.  Da  nun  die  Dispersion  der  Farben 
streng  genommen  nur  bei  dem  freien  Aether  ausbleibt,  so  fragt  es  sich, 
wie  die  Actherdichtigkeit  bei  den  farbenzerstreuenden  Medien  beßchaffen 
sei«  Ist  es  wahrscheinlich,  dass  diejenigen  Substanzen ,~  denen  eine  Far- 
bendispersion zukommt,  sich  bezüglich  der  Aetherdichtigkeit  dem  freien 
Aether  entgegengesetzt  verhalten?  Sicherlich  nicht.  Allerdings  wird  bei 
diesen  Körpern  die  Beziehung  zwihchen  dor  mittleren  Aetherdichtigkeit 
und  der  Geschwindigkeit  des  Lichtes  eine  weniger  einfache  sein,  als  bei 
dem  freien  Aether,  wie  dies  schon  die  Verschiedenheit  der  Brechungs- 
coefficiente^  der  einzelnen  Farben  mit  sich  bringt;  allein  dies  berechtigt 
noch  nicht  zu  dem  Schlüsse,  der  Aether  in  dem  farbenzerstreuenden  Mittel 
sei  dichter,  als  der  im  allgemeinen  Räume. 

Ein  Massentbeilchen  nimmt  von  den  in  seiner  Nähe  befindlichen 
Aethertheilchen  so  viel  auf,  als  es  zur  Sättigung  bedarf,  und  diese  legen 
sich  (wir  haben  es  mit  Wirkungen  zu  thun,  die  im  umgekehrten  Verhält- 
nisse zum  Quadrate  der  Entfernungen  stehen)  unmittelbar  auf  das  Massen- 
tbeilchen« Sind  es  ihrer  sehr  viele,  so  bilden  sie  um  das  Massentbeilchen 
herum  eine  dickere  oder  dünnere  Rinde,  und  je  dicker  diese  Rinde  ist,  um 
so  mehr  kommt  ihre  Wirkung  nach  aussen  derjenigen  gleich,  welche  btatt- 
finden  würde,  wenn  sie  alle  im  Mittelpunkte  des  Massentbeilchens,  das  ich 
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hier  als  eine  Engel  voraussetzen  will,  versammelt  wären.  Diese  Wirkung 
wird  aber  durch  die  entgegengesetzte  Thätigkeit  des  Massentheilchens  auf- 
gehoben und  für  den  äusseren  Aether  ist  also  das  ganze  System  wie  gar 
nicht  vorhanden.  Es  beantwortet  sich  also  die  oben  gestellte  Frage  dahin, 
dass  eine  Dichtigkeit,  grösser,  als  sie  im  allgemeinen  Baume  ist,  bei  dem 
die  Massentheilchen  in  geringer  Entfernung  umgebenden  (nicht  im  Con- 
tacte  mit  ihm  befindlichen)  Aether  nicht  eintreten  kann,  wenn  die  Zahl 
der  zur  Sättigung  des  Massentheilchens  nöthigen  Aethertheilchen  eine  be- 
trächtliche ist.  Die  Atmosphären  von  Aethertheilchen,  welche  sich  um  die 
Massentheilchen  lagern  und  mit  abnehmender  Entfernung  von  diesen  im- 
mer dichter  werden,  wie  man  sie  in  so  vielen  Büchern  beschrieben  findet, 
sind  also  unmöglich. 

Bezüglich  der  Vertheilung  des  Aethers  im  allgemeinen  Räume  lässt 
sich  annehmen,  dass,  wenn  man  mit  der  Distanz  zweier  benachbarten 
Theilehen  als  Radius  um  eines  derselben  eine  Kugel  gezogen  denkt,  in  der 
Oberfläche  dieser  Kugel  sich  wenigstens  12  Aethertheilchen  befinden.  Es 
sei  nun  gesetzt,  die  Zahl  der  unmittelbar  mit  dem  Massentheilchen  ver- 
bundenen Aethertheilchen  sei  kleiner  als  diejenige  Zahl,  welche  ein  im 
freien  Räume  befindliches  Aethertheilchen  umgiebt,  es  sei  z.  B.  gesetzt,  es 
seien  dieser  Aethertheilchen  nur  4,  so  werden  sich  diese  so  um  das  Massen- 
theilchen lagern,  dass  ihre  Mittelpunkte  den  Ecken  eines  kleinen  Te- 
traeders entsprechen.  Drei  dieser  Theilehen  dienen  zur  Sättigung  des 
Massentheilchens,  das  vierte  vertritt  die  Stelle  desjenigen  Aethertheilchens, 
welches  im  Mittelpunkte  wäre,  wenn  sich  nicht  das  Massentheilchen  dort 
befinden  würde.  In  diesem  Falle  kann  offenbar  die  abstossende  Wirkung 
dieser  4  Aethertheilchen  nicht  derjenigen  gleich  sein,  welche  sie  ausüben 
würden,  wenn  sie  alle  im  Mittelpunkte  wären,  oder  vielmehr,  wenn  nach 
Abzng  der  s^r  Neutralisirung  des  Massentheilchens  nöthigen  3  Aethertheil- 
chen eins  im  Mittelpunkte  des  Systems  sich  befinden  würde,  sondern  es 
wird  (nahezu)  so  sein,  als  sei  ein  Aethertheilchen  in  vier  Theile  getheilt 
and  jeder  dieser  Theile  bilde  das  Eck  eines  Tetraeders,  das  nun  statt  der 
früheren  Aetherkugel  nach  aussen  thätig  ist.  Die  nächste  Folge  davon 
muss  eine  tetraedrische  Anordnung  der  benachbarten  Aethertheilchen  sein. 
Ist  r  die  Entfernung  zweier  einander  zunächst  stehenden  im  freien  Räume 
befindlichen  Aethertheilchen  und  denkt  man  sich  um  den  Mittelpunkt  eines 
derselben  Kugelflächen  mit  den  Radien  r,  2r,  3r  n.  s.  w.  gezogen,  so  wer-' 
den  in  diesen  Kugel  flächen  die  Mittelpunkte  aller  übrigen  Aethertheilchen 
liegen.  Geschieht  das  Gleiche  um  das  oben  erwähnte  Massentheilchen^ 
so  werden  wegen  der  tetraedrischen  Anordnung  in  den  näch- 
sten Kugeloberflächen  weniger  Theilehen  sein,  als  im  freien 
Räume,  und  bis  in  grösserer  Distanz  diese  eigenthümliche 
Anordnung  unmerkbar  wird,  werden  jedenfalls  grössere  Ver- 
schiedenheiten in  den  Entfernungen  je  zweier  benachbarten 
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Aethertheilcben  eintreten,  als  dies  ohne  die  tetr aodrische 
Anordnung  der  Fall  wird. 

Ist  in  einem  gegebenen  Räume  eine  beliebige  Anzahl  sich  abstossender 
Punkte  vorhanden ,  so  wird  die  Snmme  der  gegenseitigen  Abstossungen  (so 
lange  diese  in  kleinerer  Entfernung  grösser  sind ,  als  in  bedeutender)  und 
damit  auch  der  Druck;  den  sie  gegen  aussen  ausüben,  ein  Minimum,  wenn 
die  Distanzen  zwischen  je  zwei  benachbarten  Punkten  einander  möglichst 
gleich  sind.  Sind  die  Entfernungen  ungleich,  so  wird  die  Summe  ihrer  Ab- 
stossungon  kein  Minimum  mehr  sein;  sie  üben  also  einen  grösseren  Druck 
nach  aussen  aus ,  beanspruchen  daher  bei  gleicher  Einwirkung  von  aussen 
herein  ein  grösseres  Volumen ,  und  insoweit  von  Aethertheilcben  die  Rede 
ist,  die  mit  Massentheilchen  nicht  in  unmittelbarem  Contacte  stehen,  ist 
die  mittlere  Dichtigkeit  des  Aethers  in  der  Nähe  der  Massen- 
theilchen geringer,  als  im  allgemeinen  Räume,  wenn  die  Mas- 
sentheilchen zu  ihrer  Neutralisirung  weniger  Aethertheil- 
cben bedürfen,  als  die  Zahl  derjenigen  beträgt,  welche  sich 
als  nächste  Nachbarn  um  ein  im  allgemeinen  Räume  befind- 
liches Aethertheilcben  gruppiren,  denn  es  kommen  bei  ihnen 
jedenfalls  grössere  Ungleichheiten  der  gegenseitigen  Ent> 
fernungen  vor,  als  bei  dem  freien  Aether. 

Bedarf  ein  Massentheilchen  zu  seiner  Sättigung  ebenso  viel  oder  mehr 
Aethertheilcben,  als  der  nächsten  Nachbarn  eines  im  Räume  befindlichen 
Theiles  sind ,  so  ist  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Aetherhülle  darum  her  der 
Dichtigkeit  im  freien  Räume  gleich.  Eine  grössere  Dichtigkeit  von 
isolirten  Aethertheilcben  als  im  freien  Räume  giebt  es  nicht. 

Dem  Vorstehenden  zufolge  werden  also  einzelne  Aethertheilcben  von 
dem  Massenkern  bis  zum  Contacte  angezogen  und  legen  sich  dann  so  um 
diesen  hemm,  dass  ihre  gegenseitige  Abstossung  einen  kleinsten  Werth  er- 
reicht. Für  die  in  der  nächsten  Nähe  beiindlichen ,  nicht  incorporirten 
Theilchen  ist  es  nun  nahezu  so,  als  sei  ein  Aethertheilcben  in  mehrere 
Theile  gespalten;  es  ist  aber  nicht  gen  au  so.  Bleiben  wir  bei  dem  vorhin 
angenommenen  Beispiele,  dass  die  Zahl  der  incorporirten  Aethertheilchen 
vier  betrage,  dass  sie  also  um  den  Massenkern  ein  Tetraeder  bilden,  so 
wird  für  ein  senkrecht  gegen  eine  Tetraederfläche  schwingendes  freies 
Aethertheilchen  der  Kern  nicht  wie  gar  nicht  vorhanden  zu  betrachten  sein, 
wenn  auch  die  Hauptwirkung  desselben  aufgehoben  ist;  es  combinirt  sich 
seine  Anziehung  mit  den  Abstossungen  der*  Tetraederecke  und  die  Folge 
davon  ist  eine  Oesammtwirkung,  die  wohl  der  Hauptsache  nach  abnimmt, 
wie  das  Quadrat  der  jeweiligen  Entfernungen  wächst,  die  dieses  aber  nicht 
genau  thut.  Es  ist  also  die  Bedingung  der  Gleichung  14)  nicht  erfüllt,  und 
Farbenzerstreuung  ist  die  Folge  davon. 
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Gesetzt,  es  sei  ein  Massentheilchon  gegeben,  das  sich  inmitten  eines 
Oceans  von  Aetbertheilchen  befindet,  so  zieht  es  deren  so  viele  bis  zum 
▼ollständigen  Contacte  an ,  bis  dio  Anziehung ,  die  es  selbst  auf  ein  weite- 
res, aber  freies  Aetbertheilchen  aasiibt,  durch  die  Gegenwirkung  des  be- 
reits gebundenen  Aethers  aufgehoben  wird.  Nennt  man  die  Menge  mate- 
rieller träger  Substanz  des  Massentheilchens ,  der  Aetberhülle  und  des 
freien  Aethertheilchens  der  Reihe  nach  m,  M  und  fi  und  sind  a  und  b  die 
Wirkungsconstauten  von  Masse  und  Aether,  dann  Aether  und  Aether  bei 
der  Einheit  der  Entfernung  und  der  trägen  Substanz,  so  erhält  man  den 
Indifferentismus,  wenn 

36)  amu=^b Ma ,  also  M  =  —  m, 

0 

Bei  einem  andern  Systeme  hat  man 

37)  am^iii  =  bM,u,  oder  ^,  =  --m,. 

b 

Sollen  beide  Systeme  auf  einander  wirken ,  so  hat  man  die  Thätigkeit  der 
beiden  AetherhüUen  (bMM^)^  die  Wirkung  der  Aetberhülle  M  auf  den  Kern 
OTj  (a  Mm^) ,  die  Wirkung  der  Hülle  My^  auf  den  Kern  m  (aAf,  m) ,  und  ausser- 
dem besteht  noch  eine  gegenseitige  Keaction  der  Kerne  m  und  f/i|.  Diese 
letztere  sei  für  die  Einheit  der  Entfernung  und  der  materiellen  Substanz 
gleich  c,  in  der  Entfernung  r  dagegea  gleich  c/*(r),  wenn  f{r)  eine  noch 
unbestimmte  Function  der  Entfernung  bezeichnet. 

Es  ist  nun  die  Gegamintwirkung  beider  Systeme  auf  einander  zu 
suchen.  Wenn  man  berücksichtigt,  dass  nach  den  oben  abgeleiteten  Nor- 
men a  eine  Anziehung,  b  eine  Abstossung  bedeuten,  welche  beide  abneh- 
men ,  wie  das  Quadrat  der  Entfernung  wächst,  und  wenn  man,  dem  Vor- 
gange Cauchy's  folgend,  der  Abstossung  das  Zeichen  —  giebt,  so  dass 
also  a  und  b  für  sich  positive  Grössen  bedeuten,  so  hat  man,  wenn  ^jdie 
Gesammtwirkung  angiebt. 


38)  W^cmmJ(y)^ 


r'  r« 


Setzt  man  statt  M  und  My  ihre  Werthe  aus  36)  und  37),  so  ergiebt  sich 

39)  fF=(c/'(r)-|-^)mm,, 

Diese  Formel  muss  nun  mit  den  Erfordernissen  des  Schweregesetzes  in 
Uebereinstimmung  gebracht  worden,  denn  wir  haben  hier  die  Action,  welche 
zwei  von  einander  entfernte  Körper  gegenseitig  ausüben.  Das  Schwere- 
gesetz sagt,  dass  diese  Thätigkeit  eine  demProducte  der  Masse  mtriy  direct, 
dem  Quadrate  der  Entfernungen  umgekehrt  proportionale  Anziehung  sei, 

weshalb,  wenn  c  in  Gleichung  39)  von  Null  verschieden  ist,  f{r)  gleich  — 

r 

sein  muss.    Die  Gleichung  39)  geht  also  über  in 

40)  «.=.(+ e+«!)»!i^ 


1  tO  Beitrüge  zur  Molecularphysik. 

Gilt  das  obere  Zeichen  bei  c,  so  haben  wir  zwei  Anziehangen  und  W 
bat  einen  positiven  Werth,  bedeutet  also  auch  eine  Anziehung.  So  weit 
die  Ansprüche  des  Schweregesetzes  reichen,  kann  man  ganz  gut  das  obere 
Zeichen  gelten  lassen;  wenn  man  aber  die  Bedürfnisse  der  Mol ecularact Io- 
nen zu  Rathe  zieht,  so  geht  dieses  nicht  mehr,  denn  die  beiden  Systeme 
würden  sich  bis  zum  Contacte  anziehen  und  mit  der  Porosität  der  Körper 
wäre  es  vorbei.  Es  muss  daher  eine  Wirkungsweise  gesucht  werden, 
welche  auch  die  Porosität  ermöglicht,  welche  unter  Umständen  auch  Ab- 
stossungen  eintreten  lässt     Unbedingt  ist  es  nöthig,  dass  eine  der  beiden 

Grössen  c  oder  -7-  negativ  sei,  und  da,  wie  sich  aus  dem  Früheren  ergiebt, 

a*        .  .         . 

-r-  positiv  sein  muss,  so  folgt,  dass  man  bei  c  das  untere  Zeichen  zu  neh- 
men hat.  Das  Newton'sche  iSchweregesetz  ist  also  repräsentirt  durch 
die  Formel 

41)  ^=(_-c)-y. 

und  ich  halte  mich  daher  für  berechtigt ,  der  allgemein  herrschenden  An- 
nahme entgegen  den  Satz  aufzustellen,  dass  die  Masbontheilchen  sich  nicht 
anziehen  f  sondern  sich  abstossen. 

Die  Gleichung  41)  entspricht  *der  Gleichung  4)  meiner  früheren  Ab- 
handlung: „Entwurf  einer  Molecularphjsik'*  * ,  und  es  besteht  nur  der  Un- 
terschied, dass  dort  die  Anziehung  das  Zeichen  —  hat,  während  ich  in  mei- 
ner gegenwärtigen  Schrift  ihr  das  Zeichen  -|-  gegeben  habe ,  um  in  einer 
und  derselben  Abhandlung  für  die  gleiche  Thätigkeit  nicht  zweierlei  Zei- 
chen zu  bekommen.  Wie  Porosität ,  Cohäsion  und  Krystallisation  der  Kör- 
per sich  aus  Gleichung  41)  ableiten  lassen,  habe  ich  bereits  in  der  citirten 
Arbeit  (S.  186 — 191)  nachgewiesen,  und  da  ich  mich  nicht  veranlasst  sehe, 
auch  nur  die  geringste  Aenderung  daran  vorzunehmen,  so  möge  es  mir  ge- 
stattet sein,  darauf  zu  verweisen. 

Fasst  man  nun  die  im  Vorstehenden  erhaltenen  Resultate  zusammen, 
60  ergiebt  sich : 

1.  Aethertheilchen  und  Aethertheilchen,  sowie  auch  Massentheilchen 
und  Massentheilchen  stossen  sich  ab; 

2.  Aethertheilchen  und  Massentheilchen  ziehen  sich  an; 

3.  alle  Kräfte  nehmen  ab  ,  wie  das  Quadrat  der  Entfernung  wächst, 
Oder  auch: 

1.    Es  giebt   zweierlei   träge,    materielle  Substanzen    in 
der  Natur,  Aethertheilchen  und  Massentheilchen; 


*   Siehe  diese  Zeitschrift  XI,  8» 
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2.  Gleichartiges  stösst  sich  ab,   Ungleichartiges  sieht 
sich  an; 

3.  beide  Arten  von  Kräften  sind  dem  Quadrate  der  Ent- 
fernung umgekehrt  proportional. 

Diese  Sätze  sind  die  nämlichen,  welche  ich  in  meinem  ,, Entwarf  einer 
Molecularphysik^*  a  priori  aufgestellt  habe  und  aus  denen  ich  dann  verschie- 
dene Molecularerscheinungen  ableitete.  Jetzt  ifit  es  mir  gelungen ,  diesel- 
ben aus  den  vorhandenen  Beobachtungen  abzuleiten,  sie  durch  Indnctioa 
zu  erhalten. 

Es  giebt  also  zweierlei  Stoffe  in  der  Natur,  und  die  sogenannte  Schwere 
ist  insofern  keine  allgemeine  Eigenschaft  der  materiellen  Substanz ,  als  es 
eine  Materie,  den  Aether  ira  allgemeinen  Räume  giebt,  der  ihr  nicht  unter- 
worfen ist,  während  die  Massentheilcheu  und  die  sie  zunächst  umgebenden 
Aethertheilchen  Systeme  bilden,  welche  sich  allerdings  in  der  von  dem 
New  ton*  sehen  Schweregesetze  ausgesprochenen  Weise  anziehen.  Diese 
Systeme  oder  Verbindungen  von  Aether«  und  Massentheil- 
chen  sind  schwer,  wenn  man  dem  Worte  „schwer^'  den  Begriff 
beilegt,  der  in  denBüchern  allgemein  üblich  ist;  dieAether- 
theilchen  im  Weltenraume  dagegen  sind  nicht  schwer. 

Die  gegenseitige  Annäherung  der  Körper,  welche  man  als  das  Ergeb- 
niss  einer  „Schwere**  genannten  Thätigkeit  zu  betrachten  gewohnt  ist ,  ist 
die  verschwindend  kleine  Differenz  vonAnziehnng  und  Abstossnng.  Könnte 
der  Aether,  welcher  in  unserer  Erde  gebunden  ist,  entfernt  werden,  und 
hätte  man  andererseits  soviel  Aether  beisammen ,  dass  das  Quantum  seiner 
trägen  Substanz  demjenigen  der  Massentheilcheu  eines  Körpers  gleich- 
kommt, so  würde  eine  Anziehung  die  Folge  sein,  welche  die  der  Schwere 
des  Körpers  vielleicht  mehr  als  millionenmal  überträfe.  Die  Schwerewir- 
kung, diese  winzig  kleine  Differenz  der  wirklichen  Naturkräfte,  ist  für  uns 
sehr  wohl  bemerkbar,  wie  sich  leicht  daraus  ergiebt,  wenn  es  sich  darum 
handelt,  einen  grösseren  Körper,  etwa  einen  Felsblock,  in  die  Höhe  zu 
heben,  und  dieser  Umstand  dürfte  daher  geeignet  sein,  uns  von  den  uns 
zur  Disposition  stehenden  Kräften  ganz  bescheidene  Begriffe  beizubringen. 
Es  ist  daher  nicht  zu  verwundern,  wenn  wir  es  auch  alsbald  spüren,  wenn 
die  Differenzen  zwischen  Anziehung  und  Abstossung  durch  veränderte 
Ornppirung  der  Massentheilchen  etwas  anders  werden. 

Es  kommt  hierbei  noch  eine  weitere  Thätigkeit  in*s  Spiel:  der  Druck 
des  Aethers.  Die  Aethertheilchen  sind  über  den  ganzen  Weltenraum 
verbreitet  und  stossen  sich  mit  ungeheurer  Kraft  ab ,  suchen  sich  daher  in 
jeden  ätherleeren  oder  ätherverdünnten  Raum  einzudrängen  und  Üben  einen 
bedeutenden  Druck  auf  denselben  aus,  wenn  ihnen  der  Eintritt  verwehrt 
wird.  Dieser  Aetherdruck  hat  ausserordentlich  viel  Aehnlichkeit  mit  dem 
Luftdrucke,  den  er  aber  an  Stärke  weitaus  Übertrifft.  Wir  durchwandern 
die  Luft,  ohne  von  einem  Widerstände  viel  zu  spüren,  der  übrigens  schon 
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da  ist,  wie  er  auch  bei  'dem  Aether  eintritt  (Enke* scher  Komet).  Der 
Luftdruck  wird  sofort  wahrnehmbar,  wenn  wir  den  mehr  oder  weniger  eva- 
cuirten  Recipienten  von  dem  Teller  der  Luftpumpe  abheben  wollen.  Ebenso 
ist  es  bei  dem  ätherverdünnten  Räume,  und  einen  solchen  haben  wir,  wie 
die  Brechung  des  Lichtes  lehrt,  überall  in  den  Körpern.  Wie  diese  äther- 
verdünnten Räume  entstehen,  das  habe  ich  in  meinem  „Entwurf  einer  Mo- 
lecularphysik**  in  dem  Abschnitte  ,, Entstehung  einiger  Krystallformen  des 
tesseralen  Systems**  gezeigt.  Gerade  so,  wie  durch  den  Luftdruck  die 
Magdeburger  Halbkugeln  zusammengepresst  werden,  ebenso  veranlasst  der 
Aetherdruck  die  Cohäsion   der  Körper. 

Bei  der  ausserordentlichen  Stärke  der  Kraft,  mit  der  sich  die  Aether- 
theilchen  abstossen,  muss  wohl  der  Widerstand,  den  sie  leisten,  wenn  man 
sie  einander  nähern  will ,  ein  sehr  bedeutender  sein.  Dieser  Umstand  mag 
mit  Ursache  sein",  warum  bei  dem  auf  den  Aethcrschwingungen  beruhenden 
Lichte  nur  Transversalschwingungen  beobachtet  werden.  Man  sieht  die 
Longitudinalschwingungen  darum  nicht,  weil  sie  nicht  existiren.  Jeden- 
falls ist  sicher,  dass  bei  Longitudinalschwingungen  grössere  Annäherungen 
der  vibrirenden  Theilchen  vorkommen,  als  bei  (einem  Strahlenbündel  von) 
Transversalscbwingungen.  Auf  diesen  Umstand  hat  übrigens  schon  Eres- 
nel  hingewiesen.  Er  sagt:*  „Ä"«  effet,  la  resistance  ä  la  compression  etant 
bien  plus  grande  que  fautre  force  elaslique  qui  est  mise  en  jeu  par  le  simple  glisse- 
meni  des  iranches,  Vonde  produUe  par  la  pr emier e  s^eiendra  beaucoup  phis  loin 
que  Celle  qui  rSsuUera  de  la  seconde  . . .  ör,  il  est  naturel  de  supposer  que  Tinten- 
sile  de  la  Sensation  dipend  de  Vamplitude  des  vibrations  du  nerf  optique,  et 
qü*ainsi  la  Sensation  de  lumiere  resultant  des  vibrations  normales  aux  ondes  seraii 
sensiblement  nulle  relativement  ä  celle  qui  serait  produite  par  les  vibrations  paral- 
leles ä  leur  surface.*^ 


In  dem  Vorstehenden  habe  ich  verschiedene  Sätze  angenommen, 
welche  die  Lehrbücher  der  Physik  nicht  kennen,  und  unter  ihnen  ist  wie- 
der ganz  besonders  das  Theorem ,  dass  die  Massentheilchen  sich  abstossen, 
von  Allem ,  was  sich  in  der  Physik  seit  langer  Zeit  das  Bürgerrecht  erwor- 
ben hat,  so  abweichend,  dass  es  gar  nicht  unangemessen  sein  dürfte,  wenn 
ich  im  Nachfolgenden  eine  Rechtfertigung  meiner  Theorie  zu  geben  ver- 
suche. 

In  jedem  Lehrbnche  der  Physik  ist  unter  den  allgemeinen  Eigenschaft 
ten  der  Materie ,  also  auch  der  Körper  der  Satz  zu  finden  ,  dass  Materie  und 
Materie  sich  anziehe ,  und  es  fehlt  nicht  an  Physikern ,  welche  geneigt  sind, 
diese  Anziehung  als  eine  wesentliche  Eigenschaft  der  Körper  zu  erklären. 
Wesentliche  Eigenschaften,  solche,  ohne  welche  wir  uns  Körper  gar  nicht 


•   M6n.  de  VAcad*  de  France ,  l^ll,  Mim,  siar  la  double  rifraciion^  78. 
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denken  können ,  bei  deren  Fehlen  ein  Körper  überhaupt  zn  existiron  gar 
nicht  vermag,  kennt  die  Physik  nur  drei:  die  Ausdehnung,  Gestalt  und 
Undarchdringlichkeit.*  Die  Schwere  gehört  nicht  unter  die  wesentlichen 
Eigenschaften  der  Körper,  und  in  der  That  haben  auch  die  Physiker  bis 
Newton  wohl  die  Körper  gekannt,  aber  nicht  gewusst,  dass  sie  sich  an* 
ziehen.  Die  Schwere  ist  aber  nicht  nur  keine  wesentliche  Eigenschaft  der 
Körper,  sondern  es  wurde  auch  NewtoA  (meines  Wissens  von  Leibnitz) 
bei  Veröffentlichung  seines  Gesetzes  sogar  zum  Vorwurfe  gemacht,  dass  er 
die  gläcklich  beseitigten  Qualitäten  der  Materie  wieder  einführen  wolle. 
Die  actio  in  disians  der  Körper  ist  kein  von  selbst  verständliches  Axiom, 
man  kann  sich  sogar  nicht  einmal  erklären,  wie  diese  Wirkung  auf  die 
Ferne  zu  Stande  kommt.  Die  Schwerewirkung  ist  nur  eine  Sache  der  Be- 
obachtung tind  man  kann  eigentlich  nicht  sagen :  ,>Die  Körper  ziehen  sich 
an'',  «ondern  nur:  „Die  Erscheinungen  erfolgen  gerade  s«,  als  ob  sich  die 
Körper  anziehen*'.  Man  kann  die  betreffenden  Naturerscheinungen  ver- 
mittelst der  bekannten  Formel  Newton^s  aus  den  gegebenen  Voraussetzun- 
gen ableiten;  ob  aber  wirklich  Anziehung  der  Körper  die  Ursache  der  Er- 
scheinungen sei,  das  weiss  man  nicht;  man  kennt  die  Ursache  der  An- 
Ziehung  nicht. 

Bei  den  Gasarten  ist  es,  wie  ich  oben  erwähnte,  gerade  so,  als  stiessen 
sich  die  einzelnen  Theilchen  mit  einer  Kraft  ab^  welche  der  Entfernung 
umgekehrt  proportional  ist.  Jßedtenbacher  nahm  auch  in  der  That  eine 
derartige  Abstossung  an  und  bestimmte  nach  ihr  sein  Gesetz  der  Aether- 
wirkung.  Jeder  Physiker  kennt  K  r  ö  n  i  g '  s  Erklärung  der  Volumverhält- 
nisse der  Gase  und  weiss,  dass  man  eine  gegenseitige  Abstossung  von  in 
dem  Gase  enthaltenen  Stoffen  nicht  nothwendig  hat,  wenn  man  die  betref- 
fenden Erscheinungen  erklären  will.  Es  ist  aber  der  Erfolg  gerade  so,  als 
stossen  sich  die  Gastheilchen  ab,  und  ich  halte  es  für  zulässig,  dass  man 
die  entsprechend eji  mathematischen  Formeln  in  den  etwaigen  Rechnungen 
benützt.  Es  kann  ebenso  irgend  ein  Physiker  oder  Metaphysiker  die  Ur- 
sache der  der  Schwerewirkung  zu  Grunde  liegenden  Erscheinungen  finden, 
er  kann  möglicherw^eise  zeigen,  dass  es  hier  ebenso  wenig  eine  Fernewir- 
kung gebe,  als  nach  Krönig  bei  der  Ausdehnung  der  Gase,  aber  die  Er- 
scheinungen werden  doch  sein ,  als  ziehen  sich  die  Körper  an ,  und  die 
betreffenden  mathematischen  Formeln  werden  nicht  weniger  anwendbar,  als 
sie  es  gegenwärtig  sind.  Der  ganze  Unterschied  wird  nur  der  sein ,  dass 
man  einen  zweiten  Weg  gewinnt,  auf  dem  man  zu  den  Ergebnissen  der 
Schwereerscheinungen  gelangen  kann,  gerade  so,  wie  man  das  Mariotte- 
sche Gesetz  abzuleiten  vermag,  gleichviel,  ob  man  die  Fernewirkung  oder 
die  Krönig* sehe  Hypothese  zu  Grunde  legt. 

Trotz   der  grossen  Anwendbarkeit  der  New  ton 'sehen  Formel  darf 


*    Es  möge   mir  hier  gestattet  nein,   den  bekannten  Versuch,   den  Aristo- 
teles mit  einem  Kruge  voll  Asche  gemacht  hat,  zu  ignoriren. 
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niemals  übersehen  werden,  dass  die  Schwere  keine  wesentliche  Eigenschaft 
der  materiellen  Substanz  ist,  dass  man  nur  durch  Beobachtungen  veranlasst 
wurde ,  sie  vorauszusetzen.  Wenn  man  nun  durch  weitere  Beobachtungen 
auf  Resultate  kommt,  welche  mit  den  Consequenzen  des  Schweregesetzes 
im  Widerspruch  stehen,  so  folgt  nothwendig,  dass  ihnen  etwas  Anderes  zu 
Grunde  liegen  müsse. 

Erscheinungen ,  welche  mit  *den  Consequenzen  des  Schweregesetzes 
nicht  harmoniren ,  bietet  uns  die  Porosität  der  Körper  und  ganz  besonders 
die  Lehre  vom  Aether,  ein  Etwas,  das,  wie  die  Lehre  vom  Lichte  zeigt, 
über  den  ganzen  Weltenraum  verbreitet  ist.  Dieser  Aether  ist  nun  offenbar 
eine  materielle  Substanz  und  wird  in  der  Rechnung  allenthalben  als  solche 
behandelt.  Fasst  man  nun  das  New  ton 'sehe  Gesetz  so,  dass  man  sagt, 
alle  materielle  Substanz  ziehe  sich  an,  so  müsste,  wenn  diese  Auffassung 
richtig  wäre,  det  Aether  längst  zu  einer  kleineren  oder  grösseren  Anzahl 
von  Haufen  vereinigt  sein;  allein  bisher  hat  er  keine  Miene  gemacht,  dieses 
zu  thnn.  Man  kann  nun  allerdings  annehmen,  die  Aethertheilchen  im 
Räume  seien  in  einer  Weise  vertheilt,  dass  die  auf  sie  von  den  verschiede- 
nen Seiten  ausgeübten  Anziehungen  sich  gegenseitig  aufheben,  aber  diese 
Bedingung  hört  auf,  erfülllt  zu  sein,  sobald  die  geringste  Bewegung  eintritt. 
Ist  das  Gleichgewicht  einmal  gestört,  so  wird  die  Anziehung  nach  der  einen 
Seite  grösser  als  nach  der  andern  und  ein  Zusammenstoss  der  Aethertheil- 
chen ist  die  unausbleibliche  Folge.  Man  kann  pun  weiter  annehmen,  die 
Aethertheilchen  seien  elastisch.  In  diesem  Falle  würden  sie  allerdings  nach 
dem  Zusammenstosse  sofort  sich  wieder  von  einander  entfernen ,  allein  dann 
fragt  es  sich:  Sind  die  Aethertheilchen  Atome  oder  sind  sie  es  nicht?  Sind 
sie  Atome,  so  können  sie  nicht  elastisch  sein,  denn  der  Begriff  „elastisches 
Atom*^  ist  eine  contradictio  in  adjeclis ,  da  die  Elasticität  immer  wieder Theile 
voraussetzt,  die  sich  einander  nähern,  die  sich  von  einander  entfernen  kön- 
nen. Sind  also  die  Aethertheilchen  Atome,  so  sind  sie  nicht  elastisch,  sind 
sie  aber  keine  Atome,  so  bestehen  sie  aus  solchen.  Wenn  nun  zwei  Aether- 
theilchen zusammensto9sen,  so  bleiben  sie  als  starre  Körper  bei  einander, 
wenn  sie  Atome  sind,  nnd  wenn  sie  aus  Atomen  bestehen,  dann  rücken  diese 
vermöge  d^s  äusseren  Stosses  bis  zum  vollständigen  Contacte  zusammen 
und  bilden  dann  ein  vollkommen  starres  Aggregat. 

Man  kommt,  wie  sich  aus  dem  Vorsteh^enden  wohl  ergeben  dürfte,  bei 
Zugrundelegung  einer  auf  die  materielle  Welt  wirkenden  Anziehungskraft 
niemals  durch,  wenn  man  nicht  auch  Etv^as  annimmt,  was  die  einzelnen 
Atome  wieder  von  einander  zu  entfernen  strebt:  eine  Abtossung.  An- 
ziehung und  Abstossung  zusammen,  nicht  eine  derselben 
allein  bauen  die  Welt. 

Das  Newton 'sehe  Gesetz,  das  nur  Anziehungen  kennt,  genügt  also 
nicht,  um  die  Gesammtheit  der  physikalischen  Erscheinungen  zu  erklären, 
und  es  ist  daher  nothwendig,  eine  Combination  von  Anziehung  und  Abstos- 
sung zu  suchen ,  welche  den  Beobachtungen  entspricht.     Dass  dabei  die 
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Newton 'sehe  Norm  bis  auf  den  Wortlaut  beibehalten  werde,  ist  nicht  er- 
forderlich; Hauptsache  bleibt  immer,  dass  sich  die  einschläpgen  Erschei- 
nungen durch  die  neuen  Sätze  ebenso  ungezwungen  erklären  lassen,  als 
durch  N  e  w  to  n  * s  Formel,  dass  sich  aber  diesen  Sätzen  auch  die  Phänomene 
der  Molecularwelt  fügen,  bei  denen  das  Oravitationsgesetz  bekanntlich 
nicht  ausreicht. 

Ich.  glaube  behaupten  zu  können,  dass  die  von  mir  oben  aufgestellten 
Sätze  den  an  sie  gemachten  Forderungen  entsprechen;  wenigstens  ist  mir 
keine  Erscheinung  bekannt ^  die  damit  im  Widerspruch  stünde. 

Die  Annahme  von  Abstossungen  ist  unumgänglich ,  und  darum  kann 
man  so  oft  in  den  Büchern  Über  Physik  finden,  dass,  wenn  es  sich  um  die 
Erklärung  einer  Molecularersch einung  handelt,  zur  rechten  Zeit  als  Deus  ex 
mackina  eine  Abstossung  auftritt,  die,  so  wie  man  sie  nicht  mehr  braucht, 
▼erschwindet,  um  einer  Anziehung  Platz  zu  machen.  Von  Seiten  der  Ma- 
thematiker sind  bezüglich  der  Molecularersoheinungen  schon  die  verschie- 
densten Formeln  aufgestellt  worden,  die  das  Gesetz  der  Molecularkraft 
auszudrücken  haben,  und  es  ist  ganz  sicher,  dass,  wenn  man  die  Entfer- 
nung r  zweier  Theilchen  als  Exponenten  benützt  und  eine  von  r  abhängige 
Winkel function  einführt,  die  so  erhaltene  Formel  selbst  ziemlich  weit- 
gehenden Anforderungen  entspricht,  denn  man  bekommt  sehr  raschen 
Wechsel  in  der  Intensität  bei  kleinen  Werthen  von  r,  sowie  auch  Umkehrung 
des  Sinnes  der  Wirkung,  Ich  kann  mich  bei  Betrachtung  solcher  Formeln 
nie  erwehren,  an  die  alten  Epicykeln  zu  denken.  Es  ist  eine  alte  Erfah- 
rung, dass  sich  die  sämmtlichen  Naturgesetze  um  so  besser  bewähren,  je 
einfacher  sie  sind,  und  ist  es  nicht  viel  einfacher  und  naturgemässer,  »ich 
den  mannicbfaltigen  Wechsel,  den  man  an  den  Molecularkräften  wahrnimmt, 
aus  Differenzen  von  zwei  Kräften  zu  erklären ,  die  einem  einfachen  Gesetze 
gehorchen ,  als  eine  einzige  Kraft  für  die  ganzen  Aenderungen  haftbar  zu 
machen  und  sie  dafür  einer  complicirten  Formel  zu  unterwerfen?  Nach 
welchem  Gesetze  muss  diejenige  Kraft  wirken,  die  für  sich  allein  die  Thä- 
tigkeit  ausdrücken  soll,  welche  zwei  Magnete  in  den  versciiiedenen  Stel- 
lungen und  Entfernungen  auf  einander  ausüben,  und  wie  einfach  erklärt 
sich  der  ganze  Wechsel;  wenn  man  zwei  Kräfte  einführt? 

Ich  muss  übrigens  hier  bemerken,  dass  die  erwähnten  complicirten 
Formeln  zunächst  bei  den  Molecularersoheinungen  ihre  Anwendung  finden, 
und  wie  die  Gleichungen  13)  und  24)  zeigen ,  treten  gerade  bei  den  Molecu- 
laren tfernungen,  wenigstens  bei  demAether  solcheKräfte  nicht  auf.  Gerade 
bei  den  einander  benachbarten  Theilen  gehorcht  die  gegenseitige  Wirkung 
einem  ganz  einfachen  Gesetze. 

Die  von  mir  oben  aufgestellten  Sätze  enthalten  an  sich  nichts  Ungereim- 
tes, denn  sie  haben  längst  das  Bürgerrecht  in  der  Physik,  und  es  handelt 
sich  also  eigentlich  nicht  um  die  Einführung  neuer  Theoreme  ^  sondern  nur 
um  die  Ausführung  der  Anwendbarkeit  längst  anerkannter  Gesetze. 

Man  kann  mir  entgegenhalten,  dass,  wenn  die  actio  in  distans  an  und 
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für  sieb  schon  anerklärbar  ist,  es  noch  viel  unerklärlicher  sein  müsse,  wen 
ich  dieser  actio  gewissermassen  noch  ein  Stockwerk  aufsetze  und  den  ein- 
zelnen  materiellen  Grundstoffen  das  Vermögen  zuschreibe,  gegen  entfernte 
Theilchen,  je  nachdem  sie  gleichartig  oder  ungleichartig  sind,  ein  verschie- 
denes Verhalten  zu  beobachten.^  Es  ist  allerdings  richtig,  dass  diese  Art  von 
Auswahl  unerklärlich  ist,  und  ich  kann  darauf  nur  antworten,  dass  hier 
immer  vorauszusetzen  ist,  die  Erscheinungen  erfolgen  gerade  so,  als  ob 
Gleichartiges  sich  abstosse  u.  s.  w.  Was  eigentlich  die  Ursache  davon  ist, 
lässt  sich  nicht  angeben ,  und  wenn  ich  oben  sagte :  „Gleichartiges  stösst 
sich  aV*  n.  s.  w. ,  so  habe  ich  mich  nur  dem  allgemeinen  Sprachgebrauche 
gefügt.  Die  Auswahl  in  die  Ferne  ist  übrigens  längst  schon  bekannt,  wenn 
auch  nicht  erklärt,  und  ich  brauche  hier  nur  noch  an  die  Doctrinen  der 
Electricität  und  des  Magnetismus  zu  erinnern.  In  der  Chemie  wird  sogar 
gelehrt,  dass  ein  und  derselbe  Stoff  gegen  mehr  als  60  andere  Stoffe  ein 
jedesmal  verschiedenes  Verhalten  beobachten  kann« 

^Man  kann  mir  aber  auch  den  entgegengesetzten  Vorwurf  machen,  dass 
die  von  mir  angenommenen  Fernewirkungen  zu  wenig  seien,  denn  man  kann 
die  Frage  aufstellen,  wie  es  sich  mit  der  sogenannten  chemischen  Kraft 
verhalte,  für  die  neben  meinen  oben  ausgesprochenen  Sätzen  eigentlich  gar 
kein  Platz  mehr  ist,  während  wir  doch  ihre  Wirkungen  fortwährend  vor 
Augen  haben.  Ich  gestehe  aufrichtig,  dass  ich  an  diese  chemische  Kraft 
ebenso  wenig  glaube,  als  ich  es  für  wahrscheinlich  halte,  dass  die  gegen- 
wärtig in  den  Lehrbüchern  der  Chemie  aufgeführten  sogenannten  Grund* 
Stoffe  wirkliche  Grundstoffe  und  nicht  Verbindungen  von  solchen  seien. 
Nimmt  man  an,  die  wahren  Grundstoffe  seien  Kugeln  von  verschiedener  Grösse 
oder  sie  seien  verschiedene  Ellipsoide,  so  lässt  sich  ganz  gut  denken,  dass 
diese  Elementarkörper  bei  sehr  kleiner  gegenseitiger  Entfernung  eine  ver- 
schiedene Thätigkeit  auf  einander  ausüben  können,  ohne  dass  man  darum 
in  die  Nothwendigkeit  versetzt  wäre,  an  dem,  was  ich  oben  anführte,  eine 
Aenderung  vorznnehnion  oder  eine  eigene  chemische  Kraft  einzuführen. 
Der  Reichthum  der  Natur  beruht  nicht  auf  der  Mannichfal- 
tigkeit  der  ihr  zu  Gebote  stehenden  Mittel,  sondern  darauf, 
wie  sie  die  wenigen  vorhandenen  benützt. 

Ich  muss  mich  jedoch  damit  begnügen,  zu  zeigen,  dass  eine  eigene 
chemische  Kraft  anzunehmen  nicht  nothwendig  sei;  ein  weiteres  Eingehen 
auf  die  Sache  verbietet  der  gegenwärtige  Stand  der  Chemie,  da  man,  weil 
die  Grundstoffe  unbekannt  sind  (ich  erinnere  hier  an  die  verschiedenen  Wi- 
dersprüche, in  die  man  bei  Bestimmung  der  Atomgewichte  geräth)  gar  nichts 
hat,  was  man  einer  Rechnung  zu  Grunde  legen  kann,  während  änderer* 
seits  auch  die  Mathematik  zu  wünschen  übrig  lässt,  denn  die  Differential- 
und  Integralrechnung  reichen  nicht  aus,  wenn  man  mit  endlichen  Differen- 
zen zu  thnn  hat,  und  wenn  man  jedesmal  auf  lange  Reihen  übergehen 
muss ,  werden  die  Rechnungen  leicht  umfangreicher,  als  einem  Heb  ist. 


Kleinere  Mittheilungen. 


VII.    Heue  homogene  Plancoordinaten. 

Die  von  Flücker*  eiDgeführten  homogenen  Plancoordinaten  —  die 
Abstände  der  variabeln  Geraden  von  den  drei  Eckpunkten  des  Fandamen- 
taldreiecks,  resp.  die  Abstände  der  variabeln  Ebene  von  den  vier  Eck- 
punkten des  Fundamentaltetracders  —  haben  den  homogenen  Punktcoor- 
dicaten  gegenüber  nicht  unbeträchtliche  analytische  und  geometrische 
Xachtheile:  es  giebt  unzählig  viele  Gruppen  von  Plancoordinaten^'^,  denen 
keine  reellen  Geraden  oder  Ebenen  entsprechen,  und  die  identische  Gleich- 
ung zwischen  den  Coordinaten  einer  Geraden  oder  Ebene  ist  vom  zweiten 
Grade,  Beide  Umstände  stören  den  Parallelismus  zwischen  den  Entwicke- 
lungen  in  homogenen  Punkt-  und  denen  in  homogenen  Plancoordinaten,  so 
dass  es  mir  wünschenswerth  schien,  andere  Plancoordinaten  zu  verwenden; 
ich  habe  die  folgenden  gewählt. 

Man  denke  sich  die  variabele  Ebene,  welche  die  sechs  Kanten  des 
Coordinatentetracders  J^  A^  A^  A^  schneidet;  wird  dabei 

A^  A^  im  Verhältniss  |Lio  :  /Lts, 

•^J  -^8    J>  »f  f  t  •  f*8 

geschnitten,  wobei  äussere  Theilung  mit  dem  positiven ^   innere  mit  dem 
negativen  Zeichen  versehen  werden  möge ,  so  wird  jede  andere  Kante 

Ai  Ak  im  Verhältniss  fi|-  :  ftjt 
getheilt  (incl.  Vorzeichen).  Zu  jeder  Ebene  gehört  nur  ein  Verhältniss 
f*o  '  f^i  •  l^t  •  ^8 >  ^"d  2Q  jeder  Gruppe  fi^  fii  [1^  fi  >  die  man  auf  die  vier  gleich- 
namigen Tetraederecken  bezieht,  eine  und  nur  eine  Ebene.  Man  kann 
daher  vier  solche  Zahlen  als  Coordinaten  recht  wohl  verwerthen;  um  dabei 
jeder  Ebene  eine  bestimmte  Gruppe  von  fi  (nicht  blos  ein  bestimmtes  Ver- 
hältniss fio  :  ^1  :  fi«  :  fis)  zuzuordnen,  kann  man  eine  beliebige  Gleichung  fest- 
setzen, welche  allü  Gruppen  von  ft  erfüllen  müssen. 


*  Plücker,   System   der  analytischen  Geometrie   1835.  —   Plücker,  Geo- 
metrie des  Kaumes  1840. 

**  Dieser  Ausdruck  mag  für  Geraden-  und  Eßenencoordinaten  verwendet  werden. 
Zcilschrift  f.  Mathcmalik  u.  Physik  XV,  2  9 
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Diese  Gleichung  wird  man  am  einfachsten  linear  wählen;  da  sonst 
keine  bestimmenden  Gründe  vorliegen,  wird  man  sie  so  wählen,  dass  die 
Transformationsformeln  ans  orthogonalen  in  homogene  Coordinaten  mög- 
lichst einfach  werden. 

Bezeichnen 

«0  ßo  Yoj     «I  ßt  Yi ;     «« ßf  Yt]     «8  ßp  7» 
die  orthogonalen  Coordinaten  der  Tetra^derecken  ^o-^t  -^t  ^%'i  ferner 

die  Abstände  dieser  Ecken  von  der  variabeln  Ebene  7,  und 


Uy   Vj    w 


die  reciproken  Abschnitte  von   T  auf  den  orthogonalen  Axen,   so  ist  be- 
kanntlich 

y^^l—^O^—ßo^  —  Yo^ 


83== 


1) 


1  —  «j  M  —  ß^v  —  Y^w 
f/u'  +  »»  +  «;« 


Hierbei  hat  man  die  Wurzel  immer  positiv  zu  nehmen  und  erhält  die 
Abständen,  SS,  9B,  9t  positiv,  sobald  sie  mit  dem  Ursprünge  auf  derselben 
Seite  der  Ebene  T liegen,  im  Gegenfalle  negativ. 

Diese  Abstände  —  die  Plücker*schen  Coordinaten  von  T  —  sind 
den  Zahlen  fi^  ^|  1A2  (1$  proportional;  derjenige  Werth,  mit  welchem  U 93 903 91 
erweitert  werden  müssen,   um  die  Formeln  1)  zur  wechselseitigen  Trans- 

formation  möglichst  geeignet  zu  machen,  ist  J^m*  +  v' +  «;* ,  der  reciproke 
immer  positiv  zu  nehmende  Abstand  des  Ursprungs  des  orthogonalen  Sy- 
stems von  T.  Bezeichnet  man  die  so  erweiterten  linken  Seiten  von  1)  mit 
Vi'OXox  und  bringt  die  Gleichungen  auf  Null,  so  ergiebt  sich  ftir  ui}to)r  die 
Identität: 


(u-1) 
Ct)  -1) 
(to-1) 
(t-l) 


«0 


oder: 


u 


«1 

«8 


ß. 
ß^ 
ßs 


Yt 
Yt 
Yt 


—  \> 


or« 


ar 


ßo 

ßt 
ß» 

ßt 
ßt 
ß. 


Vi 
Yt 
Yt 

Yt 
7t 
Yt 


=  0, 


+  n) 


2) 


—  r 


«.  ßt 

Yt 

«1    ßl 

Yi 

«t  ßt 

Yt 

«• 

ßt 

Yt 

«0 

ßt 

Yt 

«1 

ßi 

Yi 

1      «a 

ßt 

Yt 

1      «, 

ß, 

Yt 

1     «i 

ßt 

Yt 

l     «, 

ßt 

Yt 
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Bezeichnet  Fden  Inhalt  des  Coordinatentetraeders ,  ^od^i^t^s  ^^^  ^lä- 
cbeninfaalt  der  den  gleichbezeichneten  £cken  gegenüberliegenden  Tetraeder- 
seiten;  a^a^  a^a^  die  Abstftnde  des  Ursprungs  des  orthogonalen  Systems  von 
9o9i9t9ti  ^^^^  rechnet  man  die  ins  Innere  des  Tetraeders  gerichteten  Nor- 
malen der  Tetraederilächen  positiv,  so  gestaltet  sich  2)  einfacher  zu: 

.3)  u  .  a^Qo  +  ^  .  «ifl'i  +  n) .  flj<7,  +  T  .  a^Os  =  ^. 

In  den  absoluten  Werthen  stimmen  2)  'und  3)  augenscheinlich  Glied 
für  Glied  überein ;  von  der  Richtigkeit  der  Vorzeichen  in  3)  überzeugt  man 
sich,  wenn  man  z.  B.  ))  =  tp  =  t==0  setzt;  dann  fallt  T  mit  ^^  zusammen 

und  u  wird  (incl.  Vorzeichen)  =  — ,  wenn  Äq  <5ie  Tetraederhöhe  auf  ^q  ^O' 

zeichnet,  und  man  erhält  die  auch  in  den  Vorzeichen  richtige  Gleichung 

Dasselbe    erfolgt,  wenn  man  drei  andere  Plancoordinaten  annallirt. 

Da  man  homogene  Coordinaten  nicht  zur  >lusführung  von  Zahlenrech- 
nnngen,  sondern  zur  leichtern  Erlangung  allgemeiner  analytisch -geome- 
trischer Sätze  verwendet,  so  schmälert  es  die  Brauchbarkeit  unseres  Sy- 
stems nicht,  wenn  wir  einen  bestimmten  Punkt  des  Tetraeders  als  Ursprung 
der  orthogonalen  Coordinaten  voraussetzen ,  um  einfachere  Formeln  zu  er- 
balten. Wir  nehmen  daher  den  Mittelpunkt  der  dem  Tetraeder  innerlich 
eingeschriebenen  Kugel  als  Ursprung  des  orthogonalen  Systems,  denken 
ans  also  bei  jedem  Uebergange  aus  orthogonalen  in  tetraedrische  Coordi- 
naten erst  in  orthogonale  Coordinaten  mit  diesem  Ursprünge  und  dann  in 
tetraedrische  transformirt.  Ist  der  liadius  dieser  Kugel  =  ^,  so  geht  3)  in 
die  einfachere  Form  über: 

V 

4)  u^o  +  ^ö'i  +  ^ö't  +  t^»  =  -=  y. 

Dies  zusammenfassend  erhält  man : 

,, Unter  den  neuen  Plancoordinaten  ü  ))  )t)  r  einer  Ebene  versteht  man 
die  Quotienten  aus  den  Abständen  der  Ebene  von  den  Tetraederecken  und 
von  dem  Centrum  der  eingeschriebenen  Kugel;  sie  werden  positiv  gerech- 
net für  die  Tetraederecken,  die  mit  dem  Centrum  auf  derselben  Seite  der 
Ebene  liegen ,  im  Gegenfalle  negativ.  ^ 

Unter  Bezugnahme  auf  die  obigen  Bezeichnungen  erfüllen  sie  die 
Identität : 

u^o  +  "^91  +  ^9t  +  rgf,  =  V, 

Um  die  Ebene  zu  finden,  deren  Coordinaten  ut))vt  gegeben  sind, 
tbeile  man  die  Kanten  des  Tetraeders  A^A^  A^A^  im  Verhältniss  u  ; )) :  )9  :  r. 
io  dass  z.  B.  A^A^  im  Verhältniss  t) :  r  getheilt  wird  u.  s.  w.  und  rechne  da- 
bei äussere  Theilung  positiv,  innere  negativ,  so  liegen  die  sechs  Theilungs- 
ponkte  auf  der  gesuchten  Ebene.  —  Oder  für  die  Ebene: 

Unter  den  neuen  Plancoordinaten  ui^t  einer  Geraden  versteht  man  die 
Quotienten  ans  den  Abständen  der  Geraden  von  den  drei  Ecken  des  Co- 

9* 
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ordinatendreiecks  und  dem  Centrum  des  dem  Dreieck  eingeschriebenen 
Kreises ;  sie  werden  positiv  gerechnet  für  die  Dreiecksecken  y  welche  mit 
dem  Centrnm  auf  derselben  Seite  der  Geraden  liegen,  im  Gegenfalle-nega- 
tiv;  wenn  ggO^Qt  die  Seitenlängen  des  Coordinatendreiecks,  V'  den  Quo- 
tienten ans  Inhalt  und  Radius  des  eingeschriebenen  Kreises  bezeichnen, 
so  erfüllen  sie  die  Identität: 

vigo  +  'ogi+xgt=  V. 

Man  findet  die  den  Coordinaten  ut)T  zugehörige  Gerade,  wenn  man 
die  Seiten  des  Coordinatendreiecks  iih  Verhältnisse  u  : )) :  r  theilt  und  dabei 
äussere  Theilung  als  positiv,  innere  als  negativ  betrachtet;  die  drei  Thei- 
lungtipunkte  liegen  auf  der  gesuchten  Geraden/* 

Es  sei  mir  erlaubt,  auf  einige  Entwickelungen  hinzuweisen,  die  für 
diese  Plancoordinaten  Giltigkeit  haben,  nicht  aber  für  Flücker*sche 
Plancoordinaten. 

1.  Alle  Transformationen  aus  orthogonalen  oder  schiefwinkligen  Sy- 
stemen in  homogene  Systeme  oder  homogener  Systeme  in  nichthomogene 
erfolgen  durch  lineare  Substitutionen. 

2.  Bezeichnen  Uq  t)o  ^i^o  ^o »  Ui  t),  tD|  ti ,  U2  tJt  iv,  tj  die  Coordinaten  dreier 
Ebenen  T^  T^  Tj.und  ist  A^  +  A,  =  I ,  bez.  Aq  +  A,  +  A,  =  I ,  so  geht  die  Ebene, 
deren  Coordinaten 

u  =  AoUo  +  A,Uii         tD  =  AohJo  + A|  to|, 
t)  =  Ao  t)ü  +  A,  Ol ,  t  =  Aq  To  +  Ai  Ti , 

durch  die  Kante  T^T^ ,  bez.  so  geht  die  Ebene  mit  den  Coordinaten 
u  =  AqUo  +  A,  M,  +  A,u, ,         h?  =  AoJiJo  +  A,  h),  +  A,  to«, 
t)  =  AoOo  +  A,t),  +A,t),,         t  =  Aoro+  AiTt  +  A,r, 
durch  den  Punkt  T^  T,  T^. 

3.  Transformirt  man  diese  Ebenen  in  ein  anderes  homogenes  oder 
nichthomogenes  System,  so  werden  die  Coordinaten  von  T  aus  denen  von 
T^T^Ti  im  neuen  System  mit  Hilfe  derselben  Coefficienten  AoAjA«  und  auf 
dieselbe  Weise  abgeleitet ,  wie  im  ursprünglichen  System.  Der  Beweis  er- 
folgt leicht  aus  1).  Diese  Ableitungscoefficienten  sind  demnach  für  die 
Ebenen  charakteristisch  und  kennzeichnen  Lagenverhältnisse  der  Ebenen 
unter  sich. 

4.  Der  fundamentale  Satz  über  den  Zusammenhang  der  Coefficienten 
AqAi  mit  den  Schnittverhältnissen  einer  durch  Tq1\  T  geschnittenen  Geraden 
lässt  sich  für  Plücker'sche  Coordinaten  nur  auf  Umwegen  gewinnen, 
während  er  hier  auf  die  leichteste  Weise  hervortritt:  Um  das  Schnittver- 
hältniss  zu  bestimmen ,  welches  die  drei  Ebenen  T^^T^  T  auf  einer  Geraden  G 
hervorbringen,  denke  man  sich  die  Ebenen  in  ein  System  transformirt,  in 
welchem  T^  und  T^  zwei  Coordinatenebenen  sind  und  G  die  Gegenkante 
von  T^Ty  ist.    Die  übrigen  beiden  Ecken  wähle  man  auf  T^l\  beliebig. 

Sind  A^A^  A  die  Schnittpunkte  von  Tx  T^ T  mit  6 ,  h^h^  die  Lothe  von 
Aq  und  A^  bez.  auf  T^  und  Jj,  g^gigigi  die  auf  T^T^  and  den  beiden  will- 
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■^^"^^ys^^^^-^^^^^^^,^  ^«^^^^«'^i«<>i^>^^k^^i^^s^i<N^^v«>'^ 


kürlichen  Eben(>n  liegenden  Flächen  des  Tetraeders,  so  haben  7^  und  7| 
die  Coordinaten 

K 

Ui=o,      t>,  =  — ,   n),  =  o,    ri=o. 

Also  sind  die  Coordinaten  für  T\ 

Nach  der  Definition  für  die  Plancoordinaten  wird  demnach  G  geschnitten 
im  Verhältniss: 

Hat  man  demnach  zwei  Ebenen  T  ULd  T'  ans  T^  T,  abgeleitet  durch  die 
Coefficienten  ig^i'  ^'u^'i  ^^^  worden  diese  von  G  geschnitten  in  A  und  A' ^ 
so  ist 

Aq  A  ^  Aq  A    Aq    ^  ^  0 

i^i  ^     ^1  ^         A|       A I 

Dresden,  Dr.  Eicuard  Hbqer. 


VnL    Eeduetion  eines  vielfachen  Integrals. 
Setzt  man  zur  Abkürzung : 

1)      v  +  «2'+...+<=^,      v  +  v+...+v=^, 

2)    fljir, +  öja;2  +  ...  +  a„a:„  =  ^aa;,     ^la?, -f- 6,a:, +  ...  +  6„iC„  =  2?Äa', 
so  ist  das  zu  entwickelnde  n  -  fache  Integral : 

wo  die  Integration  über  alle  reellen  Werthe  von  a?i,  o:,,  ...  .t»  auszudehnen 
ist,  welche  der  Bedingung  geniigen: 

4)  .T,»  +  ^^»  +  ...  +  ic„V<l. 

Für  n  =  2  hat  Her  mite  den  Werth  des  Doppelintegrals  P  gegeben 
{Annales  scientif,  de  Vecole  normale  superieure.    T.  II  p.  49.    Paris  1865). 

Statt  X| ,  oTt  . . .  a:„  führe  man  ^n  ^t «..  ^n  in  -P  als  Integrationsvaria- 
beln  mittelst  der  orthogonalen  Substitution  ein: 

^1  =  ^1,1  Vi  "1"  ^»,1  y«  "T  •  •  •  "r  ^n,i  Vn  i 
^t  =  <^l,2  i/l  +  <^2,t  y«  +  •  •  •  +  ^n,2  yn  > 


6) 


^a —  ^1,11 2/1  4" ^1,11^2    r  •  •  •+  Cn^nUn* 


Zwischen  den  w*  Coefficienten  r^,«  bestehen  die  -     ^      -  Relationen 


« 


« 
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I   tV,i  +  CV,2  + . . .  +  t'V«  =  i. 
Setzt  man : 

7)  aybi  +  a^bt  +  ..,  +  anbn  =  C,        AB  —  C^=D*, 

»()  liisst  sieb  leicht  zeigen,  dass  P  von  ^,   ßy  C  und  Z>  abhängt.      Zu  den 
Gleichungen  (()  nehme  man  noch  die  folgenden : 

«l''!  l  +  «2^1,2  +  ...  +  Ö|i^l,»=^'  1 
V  .    "1  <^'2.1  +  «2  ^2.2  +  ...+  <'«  <?2,n  =  ^''» 

f'Kr.l  .+ «2 <',-,2 +  ...  +  <'«  ^r,i,  =  0  , 

r  =  3,  4,  . .    w. 

l    ^Kl,l+62Ct,2  +  ...  +  6n^2,«  =  '>. 
.  1   ^1  ^2,1  +  ^2^2,2  +  .  .    +  ^n  ^2,11  =  ^', 

j   ^l^r,l  +  ^2^r.2  +  ...  +  ^n<^r,i.=  0, 

(  r  =  3,  4,  . . .  w. 

Die  Summe  der  Quadrate  der  n  Gleichungen  8)  ist  nach  1)  und  6) 
gleich  A,  Multiplicirt  man  die  n  Gleichungen  8)  mit  den  n  Gleichungen  9), 
80  ist  nach  6)  und  7)  die  Summe  der  Producte  gleich  C.     Man  findet  so: 

10)     a^  +  a*^A,     b^+b'*  =  B,     ab  +  ab'=zC,     ab'^ab^D. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  6);  8)  und  0)  geben  die  Gleichungen  5): 

Uax  =  ayt  +  ay^,      Sbx=^by^  +  b'y^,      a;, «  +  ...  +  a:„*  =  y ,«  +  ...  +  y„«. 

Die  Gleichung  ?)  nimmt  durch  die  obige  Substitution  folgende  Form  an: 

D_  /Y*       C^y^  dut...  dl/n 
JJ"J  MN 

wo  die  Integration  über  alle  reellen  Wertho  von  y^^  Vi-^'Un  auszudehnen 
ist|  welche  der  Bedingung  genügen: 

Setzt  man  : 

y,  =  cos  Oj ,      ya  =  **w  ö,  cos  9, ,       y«  =  *'"  ö|  sifi  0,  cos  öj . . . , 
yn—  I  =  sin Q^  sin 0,  . . .  sin 6 „^2  C"S 0« -« 1 , 
y„  =  sin  0,  sin  0, . . .  5m  0„  _  1  cos  0„ , 

so  nehmen  0, ,  0, . . .  0„  alle  Werthe  von  0  bis  n  an.     Es  ist  dann  : 


W    TT 


;V  =  l  -J-  J  —  2  ('/  coi'0,  -\-  n  sv\  0,  ro.9  0,)  , 
iV  =  1  4.  /?  _  2  (^  ros0,  +  b'  sin  0,  cos0j) . 

Da  A/ und  iV  nur  von  0,  und  0^  abhangen,  so  lassen  sich  die  Integra- 
tionen in  Beziehung  auf  0s,04...0fi  unmittelbar  ausführen.  Setzt  man 
01  =  1/,  0^  =  Vi  so  ibt: 
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2 

11)*  •  P^JL-—Q, 


(f) 


wo: 


n 
{sin  m)"  {sin  »)""■* 


JJ  IHN 

0  0 


du  dVy 


M=  l-^  A  —  2(a  cos  m  +  «'  *'w  w  cos  r) , 
iV=l  +  ß  —  2  (6  cos  M  +  6'  «>i  u  cos  v). 


Setzt  man: 


n  n 


80  ist: 


r  r         sinududv 

J  J  {\  —  z  sin  u  sin  v)  M  N  ^ 
0   0  ' 

^       1.2...(;i  — 1)  V^z'— V«=o 


Das  Integral  R  lässt  sich  vollständig  entwickeln.  Eine  genauere  Un- 
tersuchung zeigt  indessen ,  dass  die  Bildung  des  (n  —  1)*^'^  Differeutialquo- 
tienten  sehr  complicirt  und  mühsam  ist,  so  dass  es  einfacher  zu  sein  scheint, 
den  Wertfa  von  Q  für  ein  gegehenes  n  direct  darzustellen.  Durch  die 
Gleichungen  10)  sind  a,  a\  b^  b'  nicht  vollständig  bestimmt,  diese  Un- 
bestimmtheit kann  nur  durch  Ausführung  des  Doppelintegrals  Q  aufgeho- 
ben werden,  indem  Q  nur  solche  Verbindungen  der  bemerkten  Quanti- 
täten enthalten  wird,  welche  sich  in  Folge  der  Gleichungen  10)  durch  J^ 
B  y  C  ausdrücken  lassen.  Man  kann  auch  a,  a\  b,  b'  bestimmen  durch  eine 
neue  Bedingungsgleichung  zwischen  den  Coefficienten  der  Substitution  5). 
Nimmt  man  z.  B.  a'=:0,  ho  geben  die  Gleichungen  10): 


Es  ist  dann : 


yA  ya 


n  n 


12) 


0  0 
Jlf==l  +  ^— 2  cosu  j/J,  A^==(l  +  B)  j/A--2C  €0311-^2 D  sinu  cosv. 

Die  Anzahl  der  willkürlichen  Coefficienten  c,.,«  ist  in  diesem  Falle 
gleich  \  (n*  —  5n  +  6).  Diese  Zahl  ist  positiv  von  n  =  4  an,  sie  veirschwin- 
det  für  fi  =  2  und  n  =  3«  Für  fi  =  2  und  n  =  3  ist  die  Substitution  5)  voll- 
ständig bestimmt.     Man  hat  dann  die  folgenden  Gleichungen: 

n  =  2. 

a?,  -/Ä^  ö,  y,  —  o,y, ,     x^j/a  =  a^yi  +  fl,y,. 
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n  =  Z, 


^i  =  ~?=  Vi  H — —~7=^  y%  H 1{ —  y 


}/A  Dj/A 


D 


Für /i  =  2  erhält  man  aus  li)  und  12)  das  von  Ilermite   gefundone 

Resultat : 

^       n  D 

Z'  =  -—  aixlang 


Für  72  =  3  geben  die  bemerkten  Gleichungen: 

(l+^)^-(l+/?)C 


4/)«  ^  ^  (1  +  Z?)  ^  -  (1  +  .<)  C         /l_+/4 

\i-VbJ 


wo: 


^=(^+i?)(l+^5)  — 2C(l  +  ^)(l+^)+4C', 
oder  auch : 

A.  Enneper. 


IX.    TTeber  rectificabele  Carven. 

Den  verschiedenen  bisher  angegebenen  Methoden  zur  Aufsuchung  reo- 
tificabeler  Curven  kann  man  die  folgende  anreihen ,  welche  auf  der  iden- 
tischen Gleichung 

(u  +  /2Mr)*  +  (j/2Üv  +  p)*  =  (m  +  j/2Üv  +  »)* 

beruht  und  mittelst  deren  sich  unter  Anderem  die  Functionalgleichnng 

ohne  Specialisirung  der  willkürlich  gewählten  Function  if;  auflösen  lässt. 

Bezeichnen  fp{i)  und  i/;(/)  zwei  willkürliche  Functionen  der  unabhän- 
gigen Variabelen  /  und  ist  ferner,  wenn  A  und  B  willkürliche  Constanten 
bedeuten, 

1)  x^A  =  q>{t)+  //2  ^'  (0  V  (0  .  ät , 

2)  y-B  =  ^{t)+fl/2ip\t)  ^'(0  .  dt, 
00  hat  man 
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--'    ^■^■^.^  ^^  ^  -      ^^       '      '    ^    f  ^       ^    ^^  ^^x^x^  ^»^w   w-v^_^  ^  -^^.^>N/ 


da  =  [9'(0+/29'(0l''(0]rf'. 

mithin  nach  dem  anfangs  erwähnten  8atze 

dB  =  [g>'(0  +  /27(Ö?  W  +  *'  (')]  rf', 
nnd  durch  Integration 

3)'  s  -  C=  9>(0  + 1(;(0  +//2g>' (0  ^'(0  •  ^'- 

Die  Functionen  ^(0  und  t/;(/)  können  leicht  so  gewählt  werden,  dass  die 
in  den  Formeln  l) ,  2)  und  3}  vorkommende  Integration  heqnem  ausführbar 
ist;  jede  solche  Wahl  liefert  eine  quadrirbare  Curve,  bei  der  x^  y  nnd  s 
dnrch  i  ausgedrückt  sind.  Will  man  die  Curve  durch  eine  Gleichung  zwi- 
schen X  und  y  charakterisireif ,  so  hat  man  /  aus  Nr.  1)  und  2)  zu  elimi- 
niren.  In  analoger  Weise  lassen  sich  Gleichungen  zwischen  x  und  s  oder 
y  und  8  bilden.  Bemerkenswerth  für  diesen  Zweck  sind  noch  die  beiden 
Kelationen 

4)  5  —  0:  +  ^— C  =  i^(0,      *— y  +  5  — C=g)(0. 

Nimmt  man  specieller  A^=B=iC  und  q>{()  =  i^  so  geben  die  Gleich- 
ungen 4) 

und  die  zugehörige  Curve  ist  durch  die  beiden  Gleichungen  bestimmt: 

y^C  =  rl;(f)  +J/2i^'(0  •  ^^. 
Ein  sehr  einfaches  Beispiel  hierzu  liefert  die  Annahme 

(s— y)'  =  24a*(Ä— a?)  oder  i^(0  = 1' 

w4  u 


Giebt  man  ^2 '^' {t)  das  positive  Zeichen,  so  hat  man 

^4a'       ^  4a^24a*' 


4a      24a*' 
oder  für  c  =  a  und  durch  Elimination  von  t 


Der  Bogen  s  ist  hier  von  der  Stelle  ab  gerechnet,  wo  5  =  0,  mithin  x  gleich 
wird  dem  speciellen  Werthe 

,1038 . . .  a. 


{]/'±f+y'-=f-^)'=v 
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Nimmt  man  ^2 '^' (/)  = —  mit  dem  negativen  Zeichen,  so  erhält  man  im 
Wesentlichen  dasselbe  Resultat.  Schlömilcii. 


X.    Geometrische  Bestimmung  der  Ordnung  der  su  einer  Fläche 
heliehiger  Ordnung  gehörigen  Hesse* sehen  Kernflftche. 

Dass  die  Kernfläcbe  einer  Fläche  «**"  Grades  vom  Grade  4(fi— 2)  ist, 
beweist  die  analytische  Geometrie  ans  einer  Betrachtung  der  Hesse- 
schen  Determinante.*  Einen  anderen  Nachweis  dieser  Zahl  ist  die  neuere 
Geometrie  schuldig,  welche  weder  Gleichungen  noch  Determinanten  kennt-, 
und  welche  deshalb  die  Kernfläche  nicht  al.s  Determinantenfläche  auf- 
fassen kann,  sondern  als  den  Ort  der  Punkte  definiren  muss,  deren  qua- 
dratische Polarflächen  in  Kegel  degeneriren.  Zu  einem  solchen  Nachweis 
erscheint  die  Chasles^sche  Methode  der  Charakteristiken^*  am  meisten 
geeignet,  was  sofort  einleuchtet,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  gesuchte 
Ordnungszahl  nichts  Anderes  als  die  Anzahl  der  Kegel  ist,  welche  in  dem 
Systeme  der  quadratischen  Polarflächen  vorkommen,  die  zu  den  sämmt- 
liehen  Punkten  irgend  einer  Geraden  gehören,  dass  aber  die  Anzahl  dieser 
Kegel  aus  den  drei  Charakteristiken  jenes  Systems  der  Polarflächen  be- 
stimmbar ist.  Um  jedoch  diese  Charakteristiken  finden  zu  können,  müssen 
wir  einige  allgemeinere  Betrachtungen  über  die  quadratischen  Polarflächen 
voranschicken. 

Die  quadratischen  oder  (n — 2)^®"  Polarflächen  sämmtlicher  Punkte  des 
Raumes  in  Bezug  auf  eine  Fläche  n^^^  Ordnung  Fn  bieten  eine  dreifach  un- 
endliche Mannichfaltigkeit  dar.  Drei  beliebig  gegebenen  Bedingungen  ge- 
nügt also  im  Allgemeinen  eine  endliche  Anzahl  dieser  Flächen  zweiter 
Ordnung.  Z.  B.  gehen  (« — 2)'  von  ihnen  durch  drei  gegebene  Punkte, 
weil  die  (n — 2)*®  oder  quadratische  Polarfläche  jedes  Punktes,  der  auf  der 
zweiten  Polarfläche  eines  Punktes  liegt,  diesen  letzteren  enthält  und  weil 
demnach  die  (n  — 2)'  Punkte,  in  welchen  sich  die  zweiten  Polarflächen  der 
drei  gegebenen  Punkte  schneiden,  (n — 2)*  quadratische  Polarflächen  ha- 
ben, welche  die  einzigen  sind,  die  diese  drei  Punkte  enthalten  können. 
Da  also  die  Hinzufügung  dreier  Bedingungen  erforderlich  ist,  um  von  den 
sämmtlichen  quadratischen  Polarflächen  in  Bezug  auf  F„  eine  endliche  An- 
zahl auszusondern ,  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  aber  durch  neun  Bedin- 
gungen  endlichdeutig  bestimmt  ist,  so  bleiben  irgendwelche  sechs  Bedin- 
gungen übrig,  denen  alle  die  dreifach  unendlich  vielen  quadratischen  Flä- 
chen gentigen  müssen.    Wenn  nun  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  Doppel- 


*  Siehe  Salmon^s  Analyt.  Geometrie  des  Raumes,  von  Fiedler  bearbeitet, 
II.  Theil  8.  25. 

**   Compies  retidus,  Band  58,  59,  62  etc. 
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^^^^.^^^^^  >■  ^  ^^^■^-^■^^ 


pnnkte  hat,  so  ist  dies  entweder  einer,  oder  es  sind  einfach  unendlich  viele 
oder  endlich  doppelt  unendlich  viele.  Im  ersten  Falle  ist  die  Fläche  in 
einen  Kegel  zweiter  Ordnnng  degenerirt,  dessen  Mittelpunkt  der  Doppel- 
punkt ist^  im  zweiten  Falle  in  ein  Paar  von  Ebenen,  deren  Schnittgerade 
Ort  der  Doppelpunkte  ist,  und  endlich  im  dritten  Falle  in  eine  doppelt  zu 
denkende  Ebene,  deren  sämratliche  Punkte  die  Doppelpunkte  sind.  Da 
aber  ein  Kegel  durch  acht,  ein  Ebenenpaar  durch  sechs  und  eine  Ebene 
•  durch  drei  Bedingungen  endlichdeuiig  bestimmt  ist,  so  kommen  unter 
jenen  sechs  gemeinsamen  Bedingungen  unterworfenen  quadratischen  Polar- 
flächen von  F^  Kegel  in  doppelt  unendlicher  Anzahl,  Ebenen- 
paare in  endlicher  Anzahl*  und  doppelt  zu  denkende  Ebenen  gar 
nicht  vor.  '  Setzt  man  diese  drei  Ausartungen  quadratischer  Flächen  mit 
den  drei  Grundgebilden  erster  Stufe,  dem  Ebenenbüschel,  dem  ebenen 
Strablbüschel  und  der  geraden  Punktreihe  in  unmittelbare  Beziehung,  so 
erhält  man,  dass  die  beiden  Tangentialebenen,  welche  jedes  Ebenen- 
büschel  mit  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  gemein  hat,  zusammenfallen, 
wenn  die  Fläche  in  einen  Kegel  degenerirt^*,  ferner,  dass  die  beiden 
Tangenten,  welche  jedes  ebene  Strablbüschel  mit  einer  Fläche  zwei- 
ter Ordnnng  gemein  hat,  zusammenfallen,  wenn  die  Fläche  in  ein  Ebenen- 
paar degenerirt,  und  endlich,  dass  die  beiden  Punkte,  welche  jede  ge- 
rade Punkt  reihe  mit  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  gemein  hat,  zu- 
sammenfallen, wenn  die  Fläche  in  eine  Doppelebene  degenerirt.  Dem- 
gemäss  können  wir  behufs  späterer  Anwendung  den  obigen  drei  Bemerkun- 
gen über  die  Anzahl  der  Fn  angehörenden  degenerirten  quadratischen  Po- 
larflächen die  folgende  Gestalt  geben : 

In  der  einfach  unendlichen  Schaar  der  quadratischen  Polarflächen 
in  Bezng  auf  irgend  eine  Fläche  Fn  giebt  es 

1)  zweifach  unendlich   viele,    welche   mit  jedem    Ebenenbüschel 
zwei  zusammenfallende  Tangentialebenen  gemein  haben; 

2)  endlich  viele,  welche  mit  jedem  ebenen  Strablbüschel  zwei  zu- 
sammenfallende Tangenten  gemein  haben; 

S)  keine,  die  mit  jeder  geraden  Puuktreihe  zwei  zusammenfallende 
Punkte  gemein  hätten. 
Um  nun  die  Anzahl  der  Punkte  zu  bestimmen,  welche,  auf  irgend 
einer  Geraden  /  liegend,  Kegel  zu  quadratischen  Polarflächen  haben,  sind 
zuvörderst  die  Cbarakteristiken  ^,  v,  p  der  einfach  unendlichen  Schaar 
oder  des  Systems  S  der  quadratischen  Polarflächen  zu  bestimmen ,  die  zu 
den  sämmtlichen  Punkten  von  /  gehören;  d.  h.  es  ist  die  Anzahl  fi  derjeni- 
gen Flächen  des  Systems  anzugeben,  welche  durch  irgend  einen  Punkt  P 


*  Nämlich  10(71 — 2)',  wie  weitere  UntersuchungeD  ergeben. 
•♦  Man  darf  nicht  übersehen,  dass  Tangentialebene  einer  in  einen  Kegel  aus- 
gearteten Fläche  jede  durch  seinen  Mittelpunkt  gehende  Ebene  ist. 
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geben,   die  Anznbl  v  derer,   welche  irgend  eine  Gerade  G  berühren,  und 
endlich  die  Anzahl  ^  derer,  welche  irgend  eine  Ebene  E  berühren. 

Die  zweite  Polarfläche  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  F^  ist  von  der 
(n — 2)*®**  Ordnung,  schneidet  demnacb  /  in  n  —  2  Punkten,  deren  n — 2  qua- 
dratiscbe  Polarflächen  sowohl  zu  S  gehören ,  als  auch  durch  P  gehen  müs- 
sen. Da  ferner  ersichtlich,  dass  diese  Bedingungen  von  keinen  anderen, 
als  von  diesen  n — 2  Flächen  gleichzeitig  erfüllt  werden,  so  resultirt: 

4)  |it  =  n  —  2. 

Durch  jeden  Punkt  g  einer  Geraden  G  gehen  also  n — 2  Flächen  des 
Systems  5.  Diese  schneiden  G  in  n  —  2  zweiten  Schnittpunkten  g\  Da 
auf  diese  Weise  jedem  Punkte  g  von  G  n  —  2  Punkte  g'  zugeordnet  sind, 
und  umgekebrt  auch  zu  jedem  Punkte  g'  n — 2  Punkte  g  gehören  müssen, 
so  giebt  es  nach  einem  bekannten  Satze  2{n — 2)  Stellen  auf  G,  wo  der- 
artig zugeordnete  Punkte  g  und  g'  zusammenfallen.  Es  fragt  sich  nun, 
wodurch  solche  Stellen  hervorgerufen  werden  können.  Entweder  dadurch, 
dass  G  dort  von  einer  Fläche  des  Systems  berührt  wird,  oder  dadurch,  dass 
G  dort  von  einer  in  eine  Doppclebene  degcnerirten  Fläche  geschnitten 
wird.     Da  letzteres  nach  Satz  3)  nicht  der  Fall  sein  kann,  so  folgt  jetzt: 

5)  v  =  2(n— 2). 

Jeder  Strahl  e  eines  «ebenen  Strahlbüscbels  E  wird  also  von  2{n — 2) 
Flächen  des  Systems  5  berührt.  An  jede  derselben  geht  noch  eine  Tan* 
^ente  e\  welche  auch  zu  den  Strablen  von  E  gehört.  Da  somit  jedem 
Strahle  e  von  E  2{n  —  2)  Strahlen  e  zugeordnet  sind  und  auch  umgekebrt 
zu  jedem  Strahle  e  2(n — 2)  Strahlen  e  gehören,  so  giebt  es  also  in  E 
4  (n  —  2)  ausgezeichnete  Strahlen ,  in  denen  zwei  derartig  zugeordnete 
Strablen  zusammenfallen.  Dieses  Zusammenfallen  kann  herrühren  erstens 
dem  Satze  4)  gemäss  von  den  ^  =  n  —  2  Flächen ,  welche  durch  den  Mittel- 
punkt des  ebenen  Strahlbüscbels  E  geben,  zweitens  von  den  q  Flächen, 
welche'  die  Ebene  dieses  Strahlbüscbels  berühren,  und  drittens  von  den 
etwa  im  Systeme  vorkommenden  in  Ebenenpaare  degenerirten  Flächen. 
Da  solcbe  nacb  dem  Satze  2)  überhaupt  nur  in  endlicher  Anzahl  vorhanden 
sind,  also  bei  der  allgemeinen  Lage  der  Geraden  /  nicht  vorkommen,  so 
folgt  nun: 

6)  p=:3(«— 2). 

Jede  Ebene  h  eines  Ebenenbüscbels  JS  wird  also  von  3 (ff —2)  Flächen 
des  Systems  S  berührt.  An  jede  derselben  geht  noch  eine  Tangential- 
ebene ä',  welche  auch  zu  den  Ebenen  von  If  gehört.  Da  auf  diese  Weise 
jeder  Ebene  h  3(^—2)  Ebenen  A'  zugeordnet  sind,  und  aucb  umgekebrt 
jeder  Ebene  ä'  3 («  —  2)  Ebenen  h  entsprechen  müssen,  so  giebt  es  in  dem 
Ebenenbüscbel  H^(n — 2)  Ebenen,  in  welche  derartig  zugeordnete  Ebenen 
h  und  H  zusammenfallen.  Dies  sind  erstens  nacb  Satz  5)  die  v  =  2(n— 2) 
doppelt  zu  denkenden  Tangentialebenen,  welche  durch  die  Axe  des  Ebenen« 
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büschels  an  die  sie  berührenden  Flächen  gelegt  werden  können,  und  zwei- 
tens die  doppelt  zu  denkenden  Ebenen,  welche  durch  die  Axe  gehen  und 
die  etwa  vorkommenden  in  Kegel  degenerirten  Flächen  des  Systems  be- 
rühren, d.  h  die  Ebenen,  welche  durch  die  Axe  und  die  Mittelpunkte  die- 
ser Kegel  gehen.  Bezeichnen  wir  also  die  An/.ahl  der  in  dem  Systeme  S 
vorkommenden  Kegel  Ar,  so  erhalten  wir: 

7)  Ä^=:4(n  — 2). 

Es  könnte  sich  nun  vielleicht  noch  fragen ,  ob  nicht  jeder  dieser  Kegel 
quadratische  Polarfläche  mehrerer  Punkte  der  Geraden  /  sein  könnte.  Dies 
zu  erörtern,  wollen  wir  annehmen,  die  Anzahl  der  auf/  liegenden  Punkte 
.V,  welche  ein  und  dieselbe  quadratische  Polarfläche  in  Bezug  auf  F»  ha- 
ben, sei  X.  Dann  entsprechen  jedem  Punkte  Ä'  auf  /  zwei  Punkte  f  als  die 
Schnittpunkte  der  zu  Ä  gehörigen  Polarfliiche  nät  /.  Durch  jeden  Punkt  f 
gehen  nach  Satz  4)  fi  =  n  —  2  quadratische  Polarflächen.  Jede  derselben 
ist  Polarfläche  zu  x  Punkten  auf  /.  Demnach  entsprechen  jedem  Punkte  f 
X  (n  —  2)  Punkte  X.  Es  giebt  also  auf  /  2  +  ir  (n— 2)  Stellen;  wo  derartig 
zugeordnete  Punkte  /"und  X  zusammenfallen.  An  solchen  Stellen  liegt  ein 
Punkt  auf  seiner  eigenen  Polarfläche,  mnss  also  auch  auf  /*„ liegen.  Jene 
Stellen  können  also  nichts  anderes,  als  die  n  Punkte  sein,  in  welchen  / 
F„  schneidet.  Wir  haben  also  2-\-x  {n — 2)  =  w,  woraus  folgt  a:  =  l.  Da 
nui>  die  Anzahl  der  im  Systeme  vorkommenden  ^egel  rfkch  Satz  7)  4(« — 2) 
ist,  so  giebt  es,  weil  a:  =  l  sich  ergab,  auch  auf  der  beliebigen  Geraden 
l  A(n  —  2)  Punkte,  welche  Kegel  zu  quadratischen  Polarflächen  haben. 
Demnach  ist  der  Ort  aller  solcher  Punkte  oder  die  Hess  ersehe  Kernfläche 

von  der  Ordnung  4(«  —  2). 

H.  Schubert,  cand.  math. 


XL    Einige  Sätze  tLber  die  Epicycloide  und  Eypocycloide. 

1.  Wenn  sich  zwei  Punkte  auf  einem  und  demselben  Kreise 
gleichförmig,  aber  mit  verschiedener  Geschwindigkeit  fort- 
bewegen und  wenn  die  gleichzeitigen  Lagen  beider  Punkte 
durch  gerade  Linien  verbunden  werden,  so  umhüllen  diese 
Linien  eine  Epicycloide,  wenn  die  Bewegungsrichtung  der 
beiden  Punkte  eine  gleiche,  und  eine  Hypocycloide,  wenn 
sie  eine  entgegengesetzte  ist. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  lege  man  durch  das  Centrum  des  Kreises 
ein  Axenkreuz  und  zwar  der  Einfachheit  halber  so,  dass  die  A'-Axe  durch 
einen  der  Punkte  geht,  in  welchen  sich  die  bewegten  Punkte  begegnen. 
Alsdann  sind,  wenn  man  das  Veihältuiss  der  Geschwindigkeiten  durch  n 
bezeichnet,  wobei  n  stets  grösser  als  1  angenommen  worden  kann,  die 
gleichzeitigen  Lagen  der  zwei  Punkte  ausdrückbar  durch  die  Gleichungen: 
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fl^f  r=  a  cos  <p ,  y^=a  sin  q> , 

0*2  =  «  cos  ng)y        y^  =  a  sin  nq). 

Indem  man  nun  ans  der  Gleichung  der  Verbindungslinie 

X  {sin  ng)  —  sin  q>)  —  y  (cos  nq>  —  cos  9)  =  a  sin  (ri  —  1)  <p 

und  der  aus  derselben  durch  Differenziren  nach  ip  erhaltenen  Gleichung  x 
und  y  bestimmt,  erhält  man  schliesslich: 

X  =  — 7—  {n  cos  q>  +  cos  n  q>) , 
w  -p  l 

y  =  — j-    {n  sin  q>  +  sin  n  q>), 
n  + 1 

Diese  beiden  Gleichungen  stellen  aber  eine  gemeine  Epicjcloide  dar, 
bei  welcher  die  X-  Axe  durch  einen  der  Punkte  geht,  welche  vom  Centrum 
am  weitesten  abstehen.     Der  Halbmesser  des  Wälzungskreises  ist 

a 

und  derjenige  des  Grundkreises: 

a(«  — 1) 

Hierbei  war  die  Bewegnngsrichtung  der  beiden  Punkte  als  gleich  angenom- 
men; im  entgegei^esetzteji  Falle  würde  n  mit  — n  zu  vertauschen  gewesen 
sein  und  man  würde  die  Gleichungen  der  gemeinen  Hypocycloide  erhalten 
haben. 

2.  Ans  den  obigen  Gleichungen  für  x  und  y  ersieht  man  sofort,  dass 
die  Sehne  des  Kreises  durch  den  Berührungspunkt  in  dem  constanten  Ver- 
hältnisse it:l  getheilt  wird,  so  dass  sich  der  Satz  ergiebt: 

Jeder  Punkt  einer  gemeinen  Epicycloide  theilt  die  in- 
nerhalb des  umschriebenen  Kreises  liegende  Strecke  seiner 
Tangente  in   constantem  Verhältniss. 

Gleiches  gilt  für  die  Hypocycloide,  nur  dass  hier  der  umschriebene 
Kreis  mit  dem  eingeschriebenen  zu  vertauschen  ist  und  der  Berührungs- 
punkt die  Tangente  stets  von  aussen  theilt. 

Wenn  man  die  Verbindungslinie  der  zwei  sich  bewegenden  Punkte  in 

einem  andern  Verhältniss  theilt,  so  erhält  man  auch  noch  eine  Epicycloide, 

aber  eine  verlängerte  oder  eine  verkürzte;  denn  durch 

a 
x=^--~—  {mcosw4- cosnw). 
m  +  1 

y  =  — — -  (m  sin  w  +  sin  n  q>) 
m  + 1  ^' 

wird  eine  solche  dargestellt,  bei  welcher  der  Halbmesser  des  Gmndkreises 

am{n  —  1) 

'n~{m+i) 
und  der  des  Wälzungskreises 
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am 


ist,  während  der  beschreibende  Punkt  vom  Centrum  des  Wälznngskreises 

am  die  Strecke 

/  /i 


m  +  1 

absteht.     Je  nachdem  m  ^  n ,  ist  diese  Cycloide  eine  verkürzte  oder  eine 

verlängerte. 

Wenn  insbesondere  msai  ist,  wenn  also  die  Garvesn  nnter- 
snchen  ist,  welche  vom  Mittelpunkte  derSehne  beschrieben 
wird,  so  erhält  man : 

a:  =  —  (costp  •^eosnq>)r=a,cos{ q>U  cos  I q>u 

a  f  .        ,     .        .  .    /n  +  1     \  /«— 1    \ 

y  =  ^  {stn(p  +  srnntp)  ^a.sm  ^—^  (pj.cos  C -y  9?  I. 

Führt  man  Polarcoordinaten  ein,  so  erhält  man  den  Radius  vector 


und  die  Anomalie 


n— 1 

r  =  a  cos (p 


n  +  1 
2     ^ 


so  dass  die  Polargleichnng  der  Cnrve  wird: 

n  — 1 

r=:a  cos r—   fl9. 

n  +  1 
Es  ist  dies  die  Curve,  welche  z.  B.  von  Dur^ge  im  9;  Bande  dieser  Zeit- 
schrift untersucht  worden  ist. 

3.  Theilt  man  die  Sehne  nicht  von  innen,  sondern  von  aussen  in  dem 
Constanten  Verhältniss  m:\,  so  werden  die  Coordinaten  des  Theilpunktes 

X  = (m  cos  ip  —  cosnw) , 

m  —  1  ' 


a 


y  = (m  sin  <p  -^  sin  n  q>). 

Auch  diese  Gleichungen  stellen  noch  eine  Epicycloide  dar,  bei  welcher 
aber  die  positive  X-Axe  durch  einen  der  Punkte  geht,  welche  dem  Cen- 
trum am  nächsten  liegen.     Der  Halbmesser  des  Grundkreises  ist  dabei : 

am  (n  —  1) 
n(in— 1)' 
derjenige  des  Wälznngskreises: 

am 
n(m— 1)' 
und  der  Abstand  des  beschreibenden  Punktes  vom  Centrum  des  Wälznngs- 
kreises : 
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m-1 

Unter  diesen  durch  äussere  Theilnng  der  Sehnen  erhaltenen  Ciirven 
ist  auch  eine  gemeine  Epicycloide  enthalten;  sie  entspricht  dem  speciellen 
Werthe  w=«.  Die  Punkte  derselben  würden  sonach  erhalten,  wenn  man 
auf  jeder  Sehne  den  Punkt  sucht,  welcher  dieselbe  von  aussen  in  demselben 
Verhältnisse  theilt,  als  der  Berührungspunkt  innen.  Diese  £picycloide  ist 
der  inneren  ähnlich  und  hat  ihre  Spitzen  in  den  Scheiteln  derselben. 

4.  Bestimmt  man  den  Winkel  z,  welchen  eine  Sehne  mit  der  Tangente 
an  die  durch  Theilung  im  Verhältuiss  m:l  erhaltenen  Epicycloide  bildet, 
so  ergiebt  sich 

m — n         n  —  1 

m  -f-n  2 

Dieser  Werth  wird  0  für  m=«,  wie  bereits  oben  erörtert  ist.  Er  wird  aber 
für  m=:  — n  unendlich,  also  2=00°.  Die  zweite  von  uns  erhaltene  ge- 
meine Epicycloide  schneidet  daher  alle  Tangenten  der  er- 
sten rechtwinklig  und  ist  somit  eine  Evolvente  derselben  und 
zwar  diejenige,  welche  sich  ergiebt,  wenn  mau  die  Abwicke- 
lung am  Scheitel  beginnt. 

Man  erhält  daher  z.B.  die  Bogenlänge  einer  gemeinenEpicycloide  vom 
Scheitel  bis  zu  einem  beliebigen  Punkte,  indem  man  in  diesem  eine  Tan- 
gente an  dieselbe  legt  und  zu  dem  Berührungspunkte  derselben  und  den 
beiden  Schnittpunkten  mit  dem  umschriebenen  Kreise  den  vierten  harmoni- 
schen 'Punkt  sucht.  Die  Entfernung  desselben  vom  Berührungspunkte 
giebt  die  Bogenlänge  an. 

5.  Auch  die  oben  erwähnte  Curve 

«  —  1 
r  =  a  cos  —7—~  09 
w  +  1 

hat  mit  der  ersten  Epicycloide  einen  einfachen  Zusammenhang.    Sie  ist 

nämlich,  wie  eine  sehr  einfache  Betrachtung  ergiebt,   die  Fusspunkts- 

linie  derselben  für  einen  im  Centram  gelegenen  Pol.    lieber- 

haupt  ist  jede  Curve  von  der  Polargleichung 

r=:^a  cos  m  to 

die  Fusspunktslinie  einer  Epicycloide  oder  Hypocycloide,  je  nachdem 

ist. 

6.  Von  dem  zu  Anfang  bewiesenen  Lehrsätze  kann  man  Anwendung 
machen  zur  Bestimmung  der  Catacaustica  eines.  Kreises,  wenn 
der  Leuchtpunkt  entweder  in  der  Peripherie  oder  unendlich 
fern  liegt. 

Nimmt  man  im  ersten  Falle  an,  die  A'-Axe  gehe  durch  den  Leucht- 
punkt und  es  treffe  irgend  ein  Lichtstrahl  im  Kreise  so  auf,  dass  der  Win- 
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^.rf^jr  ^^^^y 


kel  Bwischen  dem  Radios  des  Einfallspnnktes  und  der  Abscissenaxe  a  ist, 

so   bildet  der  Radius  des  Punktes,  in  welchem  der  reflectirte  Strahl  den 

Kreis  wfeder  trifft,  mit  derselben  den  Winkel  2a,   Für  den  Endpunkt  des 

zweimal   teflectirten   Strahles  ist  jener  Winkel  3a  u.  s.  w.;   für  den  des 

n-mal  reflectirten  Strahles  (n-(-l)<y*    ^^  ist  daher,  wenn  der  eine  Endpunkt 

des  letzteren  gegeben  ist  durch  die  Coordinaten 

x^=a  cos  (pj     y  =  asinq>j 

der  andere  Endpunkt  bestimmt  durch» 

n+1  .  n+l 

x=:  a cos g> ,     y  =  astn <p , 

n  n 

und   die  n'®  Brennlinie  ist  als  Umhüllende  der  Verbindungslinie  dieser 

Punkte  eine  gemeine  Epicycloide,  welche  zu  den  Halbmessern  des  Grund- 

und  Wälzungskreises 

und 


2n+i  211+1 

hat 

Wenn  hingegen  die  Strahlen  parallel  auffallen,  so  nehme  man  ihre 

Richtung  zur  Y-  Axe  und  bezeichne  den  Winkel,  welchen  der  Radius  eines 

einfallenden  Strahles  mit  der  X»  Axe  bildet^  mit  a.     Alsdann  ist  derselbe 

Winkel  für  den  zweiten  Endpunkt  des  einmal  reflectirten  Strahles  3a,  des 

zweimal  reflectirten  Strahles  5a  u.  s.  w. ,  des  M-mal  reflectirten  Strahles 

(2^+1)  tt«    Ss  ist  daher,  wenn  die  Coordinaten  des  einen  Endpunktes  des 

letzteren  durch 

x=:acos<p^    y  =  asinq) 

gegeben  sind ,  der  andere  Endpunkt  bestimmt  durch 

2n+l  .   2n4-1 

x  =  acos gp,     ü  =  astn <p, 

2n— i^'     ^  2«  —  !^' 

so  dass  auch  für  parallel  einfallende  Strahlen  die  n}^  Brennlinie  eine  Epi- 
cycloide ist  mit  den  Halbmessern 

a        ,  (2n— l)a 

—  und  ^^ ^— . 

2n  4n 

7.  Wenn  man  in  zwei  parallele  Ebenen  zwei  gleichgrosse  Kreise  so 
legt,  dass  ihre  Mittelpunkte  senkrecht  Über  einander  liegen,  und  wenn  man 
ferner  in  denselben  sich  zwei  Punkte  mit  verschiedenen  Geschwindigkeiten 
gleichförmig  und  in  gleicher  Richtung  fortbewegen  lässt  und  die  gleichzei- 
tigen Lagen  dieser  Punkte  mit  einander  verbindet,  so  entsteht  eine  Regel- 
fläche. Diese  liefert,  wenn  man  sie  durch  Parallelebenen  zu  den  Kreisebe- 
nen schneidet,  stets  Epicycloiden  als  Durchschnittslinien.  Unter  diesen  ist 
zunächst  eine  gemeine  Epicycloide  enthalten,  welche  zugleich  für  ein  in 
Richtung  der  Axe  unendlich  fern  liegendes  Auge  die  sichtbare  Grenze  der 
Fläche  bildet.  Zwischen  der  Schnittfläche ,  in  welcher  diese  Linie  liegt, 
und  der  Kreisebene,  in  welcher  sich  der  langsamer  gehende  Punkt  bewegt, 
sind  die  Schnittlinien  der  Fläche  verkürzte ,  auf  der  andern  Seite  dagegen 

Zeitflchrirt  1  Mathematik  n.  Physik  XV,  2.  10 
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verlängerte  Epicycloiden.  Die  Ebene,  welche  von  beiden  Kreisflftcben 
gleich  weit  absteht,  schneidet  die  Oberfläche  in  der  oben  in  5)  besproche- 
nen Bchleifenlinie. 

unter  den  Schnittlinien,  welche  durch  Parallelebenen  entstehen,  die 
nicht  zwischen  den  beiden  Kreisebenen  liegen,  ist  wieder  eine  gemeine 
Epicycloide  vorhanden,  nämlich  jenseits  des  Kreises,  in  welchem  sich  der 
langsamer  gehende  Punkt  bewegt ;  die  Schnittlinien  zwischen  dieser  Schnitt- 
fläche und  dieser  Kreisebene  sind  verkürzte ,  die  übrigen  verlängerte  Epi* 
cycloiden. 

Zu  je  einer  äusseren  giebt  es  eine  ähnliche  innere  Schnittlinie;  legt 
man  irgend  eine  gerade  Linie ,  so  wird  das  Stück  derselben ,  welches  zwi- 
schen den  beiden  Kreisebenen  liegt,  durch  die  Ebene  jener  zwei  Schnitt- 
linien harmonisch  getheilt.  Wenn  sich  die  Punkte  in  den  beiden  Kreisen 
nach  entgegengesetzter  Richtung  bewegen,  so  werden  die  Schnittlinien  der 
entstehenden  Fläche  Hypocycloiden. 

8,  Wenn  die  beiden  Kreise  verschiedene  Halbmesser  haben ,  so  ändert 
sich  das  Resultat  nicht  wesentlich ,  denn  auch  durch 

a:  =  — —  {am  cosg>  +  b  cosntp)^ 
iw  -f-  1 

y«— —  {amsm(p  +  bsinnq>), 
tu  T"  1 

werden  Epicycloiden  dargestellt,   unter  denen  sich  auch,  wenn  m  variirt, 

zwei  gemeine  Epicycloiden  vorfinden  (für  m  =  —  und  m  = j.      Nur 

ist  die  sichtbare  Grenze  der  Fläche  keine  Epicycloide  mehr,  sondern  eine 
zusammengesetztere  Curve. 

Reichenbach  i.V.  F.  E.  Eokardt. 


XIL    XTeber  das  Dirichlet'iche  Faradozon  bei  nnendliehenBeiheii« 

Unter  dem  vorstehenden  Titel  giebt  Herr  ünf erdinger  im  October- 
hefte  1869  der  Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie  eine  Verallgemeine- 
rung des  Satzes,  den  ich  im  14.  Bande  dieser  Zeitschrift  S.  250  mittelst  be- 
stimmter Integrale  abgeleitet  habe.  Der  letztere  betraf  die  Aenderung, 
welche  die  Summe  der  Reihe 


z+l      z+2      z+3      «+4 

in  dem  Falle  erleidet,  wo  die  Reihenglieder  so  umgestellt  werden,  dass  p 
positive  und  q  negative  Glieder  auf  einander  folgen;  die  DiflFerena  der  bei* 
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derseitigen  Summen  beträgt  nämlich  ^/( —j*.      In  dem  Unferdinger- 

schen  Aofsatze  wird  eine  allgemeinere  Reibe,  in  welcber  m  positive  and 
n  negative  Glieder  mit  einander  abwecbseln,  zum  Ausgangspankte  gewäblt, 
näoüicb : 


z+\      z  +  2      2  +  3                 z  +  m 
1 1 \_ 1__ 

z  +  m  +  l      z  +  ffi  +  2      2  +  ffi  +  8      *"      z^m-^-n 

+ ' + ' +       +_,._J 

^z  +  m  +  n  +  i^z  +  m  +  n  +  2^'"^  z  +  2m  +  n 

l 1 1 

«  +  2m  +  n  +  l      «  +  2m  +  n  +  2      "*       z  +  2m-|-2^> 

+ 

und  es  handelt  sich  dann  um  die  Bestimmung  der  Aenderung,  welche  die 
Summe  erleidet ,  wenn  die  Terme  so  umgestellt  werden,  dass  auf  moii  po- 
sitive Glieder  nn^  negative  Glieder  folgen.  Der  Verfasser  findet  als  Dif* 
ferenz  der  beiderseitigen  Reihensummeu  den  Ausdruck 

tn  /m|  —  n  In^ 
m  +  fi        ' 

welcher  für  mc=n  =  l,  m,  =p,  n(=^  in  den  früher  erwähnten  übergeht. 
Für  den  Fall  mlm^  =  ri/n|  verschwindet  die  obige  Differenz. 

SCHLÖMILCH. 


Zm.    XTeber  die  elektritohe  Entladung. 

In  den  Sitzungsberichten  der  Konigl.  Bayerischen  Akademie  der  Wis- 
senschaften (1870,1,2  vom  5.  Februar  d.  J.)  theilt  Professor  Beetz  die 
Resultate  einer  von  Professor  von  Bezold  ausgeführten  Untersuchung 
über  die  elektrische  Entladung  mit.  Dabei  wurden  folgende  bemerkens- 
werthe  Resultate  gewonnen : 

1.  Bietet  man  einer  elektrischen  Entladung  nach  Durchbrechung 
einer  Funkenstrecke  zwei  Wege  zur  Erde  dar,  einen  kurzen  / 


*  Herr  ünferdinger  sagt  am  Ende  von  §3  seiner  Abhandlang,  dass  ich 
SU  der  genannten  Untersnchnng  durch  eine  briefliche  Mittheilnng  von  seiner  Seite 
angeregt  worden  sei.  In  der  That  hat  mir  Herr  Ünferdinger  eine  Notiz  hier- 
über zukommen  lassen,  aber  auch  umgehend  die  Antwort  erhalten,  dass  mir  die 
Bache  nicht  neu  sei ,  denn  sie  war  längst  für  den  zweiten  Band  meines  in  wenigen 
Wochen  erscheinenden  Uehungsbuchs  der  höheren  Aualysis  redigirt.  Uebrigens 
gehört  der  Gegenstand  zu  den  Kleinigkeiten ,  die  Jeder  findet,  der  sie  finden  wiU. 
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'y^y^.*-^ 


und  einen  längeren,  durch  eine  Probeplatte  unterbrochenen, 
60  findet  bei  kleinen  Schlagweiten  eine  Theilung  des  Ent- 
laduDgsstromes  statT.  Bei  grösseren  Funkenstrecken  hingegen 
schlägt  die  Elektricität  nur  den  kurzen  Weg  ein  und  reisst  so- 
gar aus  dem  anderen  Zweige  gleichnamige  Elektricität  mit  sich 
fort. 

2.  Sendet  man  einen  elektrischen  Wellenzug  in  einen  am  Ende 
isolirten  Draht,  so  wird  derselbe  am  Ende  reflectirt.  Die  Er- 
scheinungen, welche  diesen  Vorgang  bei  alternirenden  Ent- 
ladungen begleiten,  scheinen  ihren  Ursprung  der  Interferenz 
der  ankommenden  und  reflectirten  Wellen  zu  verdanken. 

3.  Eine  elektrische  Entladung  pflanzt  sich  in  gleich  laugen  Dräh- 
ten gleich  rasch  fort  ohne  Kücksicht  auf  das  Material,  aus  wel- 
chem diese  Drähte  bestehen. 


ZIV.    Zar  Oeschichte  der  Telegrap)iie  und  des  Magnetismus. 

In  der  kleinen  Mittheilung  auf  Seite  66  dieses  Jahrganges  hat  sich  ein 
Irrthum  eingeschlichen,  aufweichen  mich  brieflich  aufmerksam  zu  machen 
Fürst  Balthasar  Bon c-ompagni  in  Rom  die  Gewogenheit  hatte.  lieber 
die  auf  Seite  66  erwähnte  Mittheilung  des  Barnabiters  Bertelli  in  Neapel 
berichtete  Chasles  der  Pariser  Akademie  {Compl,  rend,  LXVII^  p.  785), 
führte  aber  nach  J.  B.  Porta,  1558,  irrthümlich  „Z.  Barbiert,  secrdtnire 
de  la  hibliolheque  palatine  de  Parme^  1609"  unter  Denen  auf,  in  deren  Wer- 
ken sich  früher,  als  1636  (Seite  66  steht  fälschlich  „als  1836"  und  „S.  B. 
Porta")  die  Idee  eines  magnetischen  Telegraphen  finde.  Jene  brief- 
liche Mittheilung  Bertelli^s  anBoncompagui  ist  in  dem  von  Letzterem 
redigirten  Bulletino  di  Bibliografia  e  di  Sioria  delle  Scienze  malemaliche  e 
ftsiche  {Giugno  1868)  enthalten,  und  die  hier  in  Frage  kommende  Stelle  lautet: 

„ . .  . .  irooo  in  un  aliro  documenio ,  comunicalomi  dal  Sig.  Abate  Luigi  Bar- 

bieri,  Segretario  della  Biblioiheca  Palatina  di  Parrna, Questo  documento  e 

un  passo  d'un  opera  di  Anselmo  de  Boodl  di  Bruges  itililolala  „  Gemmarum  et 
lapidum  hisioria*'\  e  stnmpala  per  la  prima  volta  in  Hanau  nel  1609." 

Barbieri  ist  also  zur  Zeit  Bibliothekar  in  Parma  und  Seite  66  hätte 
der  Leibarzt  Kaiser  Rudolph  IL,  Anselm  de  Boodt  in  Brügge,  ge- 
nannt werden  müssen. 

Aus  der  erwähnten,  von  Fürst  Boncompagni  mir  gütigst  übersandten 
Juni -Nummer  des  Bnllelino  habe  ich  aber  ersehen,  dass  die  auf  Seite  66 
angeführten  Quellen  dem  Wesen  nach  sehr  verschieden,  auch  wenigstens 
zum  Theil  nicht  ohne  inneru  Zusammenhang  sind,  und  deshalb  sei  es  ver- 
gönnt, etwas  ausführlicher  auf  die  betreffende  Sachlage  einzugehen. 
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1.  Am  Schlasa  des  21.  Kapitels  des  zweiten  Baches  in:  yjMagiae  natu- 
ralis j  sive  de  miraculis  rerum  naluralium  libri  111.  Jo.  Baplista  Porta  Neapoli- 
iani  auciore  Neapoli  MDLVIW*'  heisst  es: 

^^HoB  non  injttcundum  casu  invenimus  experimenium ^  ut  arenam  albam  a 
nigra  separeiy  vel  alio  discrimine  noiabilem^  et  fortasse  experimentum  hoc  anti- 
quorum  fueritj  quod  magneSy  et  ferrum ,  arenam  oleum ,  et  omne  Iraker  et,  Tandem 
ejus  commoditate  per  longinqua  intervalla  allocuntur  simul^  ei  simul  nuntiant,*'*' 

Porta  berichtet  also  über  diese  Anwendung  des  Magnetes  nicht  wie 
über  eine  eigene  Sache  ^  sondern  wie  über  ein  Experiment  eines  Andern« 
Nach  einer  Andentang  in  der  Vorrede  zu  der  1589  erschienenen  zweiten 
Auflage  der  Magia  naturalis  dürfte  die  Herausgabe  der  ersten  Auflage  ins 
Jahr  1553  fallen.  Der  obige  Vorschlag  zu  einem  magnetischen  Telegraphen 
stützt  sich  auf  die  Voraussetzung  von  sympathetischen  synchronen 
Schwingungen  zweier  von  einander  entfernten  Magnetnadeln.  Da  nun  in 
der  20  Bücher  enthaltenden  zweiten  Auflage  der  Magia  naturalis  die  eben 
angezogene  Stelle  nicht  mehr  vorkommt,  so  scheint  Porta,  der  sich  in 
der  Vorrede  zu  dieser  zweiten  Auflage  als  einen  „  sorgsamen  Forscher  in 
den  Geheimnissen  der  Natur"  bezeichnet,  sich  inzwischen  enttäuscht  und 
von  der  Unausführbarkeit  jenes  Vorschlags  überzeugt  zu  haben.  Dies  dürfte 
wohl  um  so  mehr  anzunehmen  sein,  als  Porta  im  ganzen  16.  Buche  (das 
die  Ueberschrift  führt:  de  invisibilibus  literarum  noiis)  von  der  „Geheim*  und 
Fern -Schreiberei"  handelt.  Im  12.  Kapitel  (dessen  Titel:  quomodo  longe 
loqui  possit)  desselben  Buches  spricht  er  auch  von  der  Reflexion  des  Schalles, 
und  in  demselben  Kapitel  schreibt  er: 

„Sed  tutius  et  clarius  p^r  tubum  amicis  omnia  significare  poterimus  ^  Sit 
iubus  ficliliSf  sed  melius  plumbeus^  vel  ex  aliqua  materia  optime  clausus ,  ne  vox 
longüudine  exinaniatur^  nam  quicquid  loqueris  ex  una  parte  ^  vox  incorrupta  in- 
tegray  ut  ex  ore  loquentis  prodiit ^  ita  ad'alterius  aures  provenü^  quod  etiam  per 
aliquot  miliaria  fieri  posse  non  dubito  ....  Nos  per  biscenium  passus  experti 
sumuSy  quum  alia  commoditas  non  daretur^  et  eerba  ita  aperta  et  clara  ex  audie- 
bantur.y  ut  per  os  loquentis  prolata  erani/* 

An  diesen  Vorschlag  zu  einem  akustischen  Telegraphen  (welchen 
ich  1863  und  später  nach  „Poppe,  die  Telegraphie,  Frankfurt  1848,  S.26" 
als  ins  Jahr  1579  fallend  angeführt  habe)  knüpft  B  erteil!  einen  eigenthüm- 
liehen  Vorschlag  zur  Verbindung  der  akustische^  und  elektrischen  Tele- 
graphie für  die  Zwecke  der  unterseeischen  Telegraphie:  „es  sollen  um  eine 
metallene  Röhre  isolirte  Dräthe  spiralförmig  gewickelt  und  mit  der  Röhre 
versenkt  werden,  wobei  man  ein  leichtes  und  festes  Kabel  erhielte,  das  als 
akustischer  und  elektrischer  Telegraph  zugleich  dienen  könne^^ 

2.  Im  254.  Kapitel  des  zweiten  Buches  von  ^^Anselmi  Boetii  de  Boodt 
Brugensis  Betgae  . . .  Gemmarum  et  Lapidum  Historia  • .  •  Hanbviae  . . .  MDCtX^^ 
wird  bestimmt  ausgesprochen,  dass  der  Magnet  nur  auf  kleine  Entfernungen 
wirken  könne: 
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„  Putanl  cdiqui  magnetem  aui  acum  magneticam  unti  esse  ad  animi  secreia 
patefacienda  atnico  a  nobis  cenlum  aut  ducentis  miliaribus  distante,  sed  vehe* 
menier  erranU  Causam  errori  praebuit  virius  magneliSy  quae  acum  ferream  eüam 
per  iabulaium  movet,  ac  deinde  facultas  poli  arciici . . . .  qui  ad  multa  ceniena 
miliaria  in  acum  magneticam  ui  Uli  arbüraniur  agere  potesL  JSxislimant  enim 
magnelemy  qui  teiigii  acum  ac  Uli  virlulem  suam  commttnicavil  ^  similem  habere^ 
et  talem  cumilla  consensum :  ut  si  moveatur ,  exempli  gratia  decem  gradibus  orten' 
Um  versus  y  eiiam  tot  gradibus  acum  moveri,  etiamsi  centum  miliaribus  ab  illo 
distet.  Sed  ut  dixi  faUuntur:  quia  cerlissimum  est  magnetem  qui  ferream  acum 
tetigitj  iantum  intra  certum  spacium  et  exiguum^  forte  trium  €tut  quaiuor  pedum 
illud  movere^*' 

In  der  Leydener  Aasgabe  (besorgt  von  Adrian  Toll,  1636)  des  Wer- 
kes von  AnselmdeBoodt  lautet  diese  Stelle  genau  ebenso ;  desgleichen 
in  der  dritten,  anch  von  Toll  besorgten  Auflage,  Lejden  1647.  Dieselbe 
8telle  findet  sich  in  fransösischer  Uebersetzung  in  dem  1644  in  Lyon  er- 
schienenen Werk :  „£ß  pctrfait  Joaillier  ou  histoire  des  pierreries  •  • .  compose 
par  Anselme  Boece  de  Boot.  • .  enrichi  par  Andre  Toll^  J)oct,  Med.  de  Leide.^^ 
3.  Trotzdem  besingt  der  Jesuit  Famiano  Strada  in  seinen  Pro- 
lusiones  Academic€te  (Rom  1617;  Ueb.  II,  prolusio  VI,  Acad,  II)  den  magne- 
tischen Telegraphen  und  das  Telegraphiren  mit  einem  Zeigertelegraphen 
mit  folgenden  Versen: 

y^Magnesi  genus  est  lapis  mirabHey  cui  si 

Corpora  ferri  plura^  stylosve  admoveris;  inde 

Non  modo  wm,  molumque  trahent,  quo  semper  ad  ürsam^ 

Quae  lucet  vidna  polo  se  vertere  tentent: 

Verum  eiiam  mira  inter  se  ratione  modoque 

Quotquot  cum  lapidem  ietigere  styliy  simul  omnes 

Conspirare  situm  motumque  videbis  in  ununu 

Ut  si  forte  ex  his  aliquis  Romae  moveatur 

Aller  ad  hunc  moium ,  quamvis  sit  dissitus  longe 

Arcano  se  naturae  foedere  vertat. 

Ergo  agCf  si  quid  sdve  voleSj  qui  distal  amieu  y 

Ad  quem  nuUa  accedere  possil  Epislola;  sume 

Planum  f  Orbem  patulamque,  notas  elementague  prima  y 

OrdinCy  quo  discuntpueri,  describe  per  oras 
■  Extremas  orbis :  medioque  repone  Jaeentem, 

Qui  tetigit  magneta ,  stylum ;  ut  versatilis  inde 

Litterulam  quamcunque  velts ,  contingere  possiU 

Hujus  ad  exemplum ,  simili  fabrico  veris  orbem 

Margine  descriptum,  munitumque  indice  ferriy 

Ferri  quod  motum  magnete  accepit  ab  illo. 

Hanc  Orbem  discessurus  sibi  portet  Amicus , 

Conveniaique  prius ,  quo  tempore  queisve  diebus 
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Exploret,  Stylus  an  trepidet,  qtädveindice  signeU 
Bis  ita  composiHSj  si  dam  cupis  aüoqui  Amicum 
Quem  procul  a  teie  terrai  disünet  ora; 
Orbi  adjunge  manumj  ferrum  tersaiüe  tracta. 
Hie  disposia  vides  elementa  in  mnrgme  tolo  .* 
Queis  opus  est  ad  verba  noHs^  huc  dirige  ferrum^ 
LiUerulasque  modo  hanc,  modo  et  iüam  cuspide  tange^ 
Dum  ferrum  per  eas  iterumqtte  itemmque  rotando , 
Componas  sigillatim  sensa  omnia  mentis, 
Mira  fides:  longa  qui  distal  cemit  amicus 
Nullius  impulsu  Irepidare  volubile  ferrum 
Nunc  kuc^  nunc  illuc  discurrere:  conscius  haerei^ 
Obserpatque  styli  ductum ,  sequiturque  legendo 
Hinc  atque  hinc  elementa ,  quibus  in  verba  coactis 
Quid  sü  opus  sentit  y  ferroque  intcrprete  discit. 
Quin  etium  cum  stare  stylum  videt^  ipse  vicissim 
Si  quae  respondenda  putet^  simili  ratione 
Litterulis  varie  tactis ,  rescribil  amico,^* 
Dieae  Stelle  wurde  von  JosephAddison  in  neinem  Journal  „The 
Spectator'^  Nr.  241,  vom  6.  December  1721  englisch  wiedergegeben,  nnd 
daraas,  glaubt  B erteil i,  hat  Abb^  Fr.  ]if  oigno  die  in  der  1852  in  Paris 
erschienenen  zweiten  Auflage  seines  ^^Traite  de  teligraphie  electrique^^  (S.  58 
a.  59)  enthaltene  Notiz  geschöpft,  welche  anhebt:  ^^Strada,  dans  ses  Prolu- 
sions,  parle  dune  correspondance  fantastique^\  und  mit  den  Worten  schliesst: 
yyCharmant  rive  ou  Operation  necromancienne l  Ce  passage  curieux  a  itä  citä  par 
Addison  en  1711'^    Vor  Moigno  spricht  von  jenem  magnetischen  Tele- 
graphen Georg  Bidone  in  einer  die  Verse  Strada's  wiedergebenden 
geschichtlichen  Notiz,  welche  zuerst  Prof.  Baruffi  in  dem  Werke:  y,L*An- 
nodatore  Piemontese . , , ^  per  Mich,  Ponza,  voL  VII ,  p.  115 — 116.    Torino^^^ 
und  dann  R  a  m  b  e  1 1  i  in  seinen  jjLettere  intemo  invenzioni  e  scoperte  italiane^ 
Modena  1844,  lett.  83''  mittheilt. 

4.  Nun  folgt  die  schon  auf  8.  66  dieses  Jahrgangs  in  ihrem  lateini- 
schen Wortlaute  gegebene  Stelle  ans  dem  1632  in  Florenz  zuerst  gedruckten 
jfDialogo  intorno  ai  due  massimi  systemi  del  mondo  Tolemaico  e  Copemicano^*, 
Oalilei  begann  1621  — 1628  seine  Dialoge  zu  schreiben. 

5.  Vor  1627.  Nicht  minder  deutlich  beschreibt  (unter  Beigabe  einer  Ab- 
bildung) Nicoiao  Gabeo  aus  Ferrara  in  seiner  erst  1620  in  Ferrara  ge- 
druckten, aber  früher  verfassten  j,Philosophia  magnetica^^  (lib.  IV  Cap.  X 
p,  301  —  306),  wie  der  von  Anderen  erwähnte  nfagnetische  Telegraph  einzu« 
richten  sei,  leitet  aber  dann  mit  den  Worten:  ,^Sic  isti  somniant,  ne  dicam^ 
mentiuntur  . . .  Buna  igilur  non  e/fectum  probo ,  sed  improbo  errorem ,  ne  quis  spe 
vana  delusus,  nos  severas  leges  subeat  nüllo  evenlu^*'  die  Aufführung  einer 
Reihe  von  gewichtigen  Gegengründen  ein.     Den  vierten  derselben  führt 
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Bertelli  mit  den  Worten  anf:  „4.  Che  la  forza  dälla  quäle  dirigesi  natural- 
menie  Vago  verso  i  poU,  nelle  due  bussole  i  eguäle  per  entrambi  gli  aghiy  menire 
la  forza  della  mano,  la  quäle  ad  arte  ritira  uno  degli  aghi,  per  irasportarlo  sulle 
singole  lettere  del  quadranie-,  ^  una  forza  avvenüzia^  che  irovasi  solianto  in  una 
bussola,  e  non  nelV  altra,  quindi  Veffetto  dynamico  delle  forze  non  puö  essere 
ideniico  nelle  due  bussole'^.  Zum  Schlnss  theilt  Cabeo  (der  Entdecker  der 
magnetischen  Bipolarität)  mit,  dass  Andere  ^ySapientery  ut  deterreani  ah  ex- 
perimento*^  umgekehrt  riethen,  das  Versoriam  aus  Eisen,  die  im  Kreise 
stehenden  Buchstaben  aus  demselben  Magnet  herzustellen. 

6.  Der  in  den  zu  Ronen  1828  anonym  erschienenen  y^Hecrdaiions  maihe- 
matiques^^  erwähnte  Versuch  stimmt  der  Sache  nach  mit  dem  von  Cabeo 
beschriebenen  überein,  wurde  1636  mit  sehr  geringen  Abänderungen  von 
Wynant  yan  Westen  übersetzt,  und  von  ihm  war  in  der  französischen 
Akademie  {Compt.  rend.  LXVI,  1109;  vergl.  auch  8.351-352  im  XIV.  Jahr- 
gang dieser  Zeitschrift)  die  Rede  in  Folge  einer  Notiz  in  Boncompagni*s 
,,Bulle1ino  di  Bibliografia^^.  Die  im  Eingange  zu  meiner  heutigen  Berichtigung 
und  auf  S.  66  erwähnte  briefliche  Mittheilnng  Bertelli'san  Boncom- 
pagni  war  veranlasst  durch  eine  von  Vorstermann  van  Oijen  aus- 
gehende, auf  S.  100  der  Märznummer  des  genannten  „Bulletino  di  Bibliografia^^ 
abgedruckte  Hinweisung  auf  denselben  Artikel  der  j,Recreaiions  tnaihema- 
iiqueg'K  Ed.  Zetzschb. 


V. 

Ueber  die  Anwendnng  der  BesseFBchen  Functionen  in  der 

Theorie  der  Beugung. 

Von 

Dr.  E.  LoMMEL, 

Professor  au  der  Univevsität  Erlangen. 


Die  BeugnngserBcheinangen  lassen  sich,  je  nach  der  Art  and 
Weise  ihrer  Entstehung  nnd  Beohachtang,  in  zwei  grosse  Abtheilnngen 
bringen.  Bei  der  ersten  Gruppe  ist  das  am  beugenden  Schirm  ankommende 
Inchtwellensjstem  im  Allgemeinen  kugeiförmig;  die  durchgelassenen 
Wellentheile  entsenden  dem  Hujghens^schen  Princip  gemäss  nach  allen 
Richtungen  Elementarstrahlen,  welche  interferirend  auf  einem  Auffang- 
schirm das  Beugungsbild  objectiy  erzeugen.  In  jedem  Punkte  dieses 
Bildes  wirken  alle  jene  Elementarstrahlen  zusammen,  welche  von  sämmt- 
lichen  durchgelassen en  Wellentheilen  aus  in  diesem  Punkte  convergi- 
rend  zusammentreffen.  Wir  wollen  die  so  charakterisirte  Gruppe  von 
Phänomenen  nach  dem  berühmten  Physiker,  der  uns  ihre  Gesetze  kennen 
lehrte,  die  Fr esn einsehen  Beugungserscheiuungen  nennen. 

Bei  der  zweiten  Gruppe  von  Erscheinungen  wird  das  ankommende 
Lichtw  eilen  System  stets  eben  oder  als  von  einem  unendlich  entfernten 
Lichtpunkte  ausgehend  gedacht.  Unmittelbar  hinter  der  beugenden  Oeff- 
nung  befindet  sich  eine  achromatische  Sammellinse,  welche  in  ihrer  Brenn- 
fiäcbe  das  Beugungsbild  entwirft.  Dasselbe  eignet  sich  vorzugsweise  zut 
SU bjectiven  Beobachtung,  sei  es  dass  man  es  mittelst  eines  Fernrohrs 
oder  auch  nur  mit  blosem  Auge  betrachtet;  im  ersteren  Falle  versieht  das 
Objectiv,  im  letzteren  die  brechenden  Medien  des  Auges  die  Holle  der 
Sammellinse.  Das  Charakteristische  bei  dieser  Erzeugung  eines  Beugungs- 
bildes  besteht  nun  darin ,  dass  sämmtliche  in  einem  Punkte  desselben  inter- 
ferirenden  Elementarstrahlen  bei  ihrem  Durchgang  durch  die  beugende 
Oeffnung,  wo  sie  ihre  Gangunterschiede  erhielten,  unter  sich  parallel  waren; 
die  Linse  bewirkt  nur  ihre  Vereinigung  in  einem  Punkte ,  ohne  an  den  be- 

ZeiUchrin  f.  Mathematik  u.  Physik,  XV,  3«  11 
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reits  erlangten  Ganganterschieden  etwas  zu  ändern.  Diese  zweite  Gruppe 
von  Bengungserscheinungen,  welche  durch  Interferenz  paralleler  Strah- 
len entstehen,  bezeichnen  wir  als  Fraunhofer*sche  Bengungserschei- 
nungen, da  Fraunhofer  zuerst  die  heschriebene  Beobachtungsmethode 
anwandte. 

Der  Unterschied  zwischen  diesen  beiden  Arten  von  Diffractionsphäno- 
menen  spricht  sich  besonders  auch  ans  in  der  verschiedenen  Schwierigkeit 
ihrer  theoretischen  Behandlung.  Bei  den  Fresnel 'sehen  Beugungserschei* 
nungen  begegnet  derCalcul  fast  unübersteiglichen  Schwierigkeiten  und  ist  bis 
jetzt  auch  nur  für  einige  ganz  einfache  Fälle  mühsam  durchgeführt  worden. 
Die  Fr aunho fernsehen  Beugungserscheinungen  dagegen  unterwerfen 
sich  mit  verhältnissmässiger  Leichtigkeit  der  Analyse ,  und  für  eine  grosse 
Mannichfaltigkeit  von  Einzelfällen  gelingt  die  Herstellung  einer  geschlos- 
senen Formel,  welche  Gestalt  und  Lichtstärke  des  Bengungsbildes  in  ele- 
gantester Weise  ausdrückt.  Die  Aufgabe,  die  wir  uns  hier  stellen,  besteht 
nun  darin,  zu  zeigen,  dass  in  den  für  Theorie  und  Praxis  wichtigsten  Fäl- 
len die  Intensitätsausdrücke  für  die  Fraunhofer' sehen  Beugungserschei- 
nungen durch  B  es  sei 'sehe  Functionen  darstellbar  sind.  Durch  Anwen- 
dung dieser  neuen  Hilfsmittel  werden  wir  namentlich  in  den  Stand  gesetzt 
sein,  die  Fälle  des  Kreises,  des  Kreisrings  und  Kreisgitters  erschöpfender, 
als  dies  bisher  möglich  war,  zu  behandeln. 

Die  Intensitätsformeln  für  die  Fraunhofer 'sehen  Bengungserschei- 
nungen sind  bekanntlich  in  hinreichender  Ausführlichkeit  von  Seh  wer  d 
durch  Summation  von  Reihen,  von  Littrow  und  Anderen  durch  Integra- 
tionen entwickelt  worden.  Es  sei  jedoch,  zum  bessern  Verständniss  des 
Folgenden  und  zur  grössern  Bequemlichkeit  des  Lesers,  gestattet,  dieEnt- 
wickelung  des  allgemeinen  Intensitätsausdrucks  hier  in  möglichster  Kürze 
vorzuführen,  wobei  ich  mir  erlaube,  den  in  einer  früheren  Publication * 
verfolgten  Ideengang  beizubehalten. 

Es  ist  leicht  zu  zeigen ,  dass  das  durch  schief  einfallende  Strahlen  her- 
vorgerufene Beugungsbild  mit  dem  der  senkrechten  Incidenz  entsprechen- 
den auf  einfach  gesetzmässige  Weise  zusammenhängt,  und  daher  aus  diesem 
ohne  Weiteres  abgeleitet  werden  kann.  Es  genügt  daher,  unsere  Betrach- 
tung auf  senkrecht  einfallende  Strahlen  zu  beschränken. 

Wir  wählen  zu  dem  Ende  die  Ebene  des  beugenden  Schirms  zur  xy» 
Ebene  eines  Systems  räumlicher  Coordinaten,  dessen  z- Axe,  mit  der  opti- 
schen \xe  des  Fernrohrs  zusammenfallend,  gegen  den  Beobachter  gerichtet 
ist;  der  optische  Mittelpunkt  des  Objectivs  liege  im  Goordinatenanfang. 
Der  Ort  des  Beugnngsbildes  ist  alsdann  eine  mit  der  Brennweite  des  Ob- 
jectivs als  Badius  von  dessen  optischem  Mittelpunkte  aus  beschriebene  Halb- 


*  Beiträge  zur  Theorie  der  Beugung  des  Lichts.   Grunert*s  Archiv XXXVI, 
S«  385. 


Von  Dr.  E.  Lomjobl.  143 

kagel,  welche  die  Schinnebene  selbst  zur  Basisflftcbe  bat.  Es  bandelt  sieb 
nnn  darum,  den  Bewegnngsznstand  irgend  eines  Punktes  der  Bildfl&che  zu 
ermitteln.  Die  Bewegung  desjenigen  Punktes  der  Halbkugel,  dessen  zuge- 
höriger Radius  mit  den  drei  Axen  der  a:,  y  und  z  Winkel  bildet^  deren  Co- 
sinns  der  Reihe  nach  durch  o,  h  und  c  vorgestellt  sind,  ist  aber  die  Resul-' 
tante  aus  allen* Elementarbewegungen  derjenigen  Wellenebene,  welche  diQ 
Halbkugel  im  Punkte  (a ,  6 ,  c)  berührt.  Denn  das  zu  der  genannten  Wel- 
lenebene gehörige,  in  die  Richtung  (a,  6,  c)  gebeugte  Strahlenbündel  wird 
ja  durch  die  Wirkung  des  Objectivs  in  dem  Bildpunkte  (a,  by  c)  zusammen- 
gefasst,  ohne  dass  durch  die  erlittene  Brechung  neue  Gangunterschiede  ent- 
stehen. Bezeichnen  wir  nun  mit  v  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit,  mit 
X  die  Wellenlänge  des  einfallenden  homogenen  Lichts,  und  zählen  wir  die 
Zeit/  von  jenem  Momente  an,  in  welchem  der  im  Coordinatenaufang  liegende 
Aetherpunkt  seine  Schwingungen  begann ,  so  besitzt  derselbe  zur  Zeit  i  die 
Phase 

2n    . 

die  nämliche  Phase  ist  allen  Aethertheilchen  gemein ,  welche  in  der  beu- 
genden OeflPnung,  d.  h.  in  der  Ebene  der  einfallenden  directen  Welle  liegen. 
Jeder  Punkt  {x,  y)  der  beugenden  Oefifnnng  muss  nun,  nach  dem  Huyg- 
h  ens 'sehen  Princip,  als  leuchtender  Punkt  angesehen  werden«  der  nach 
allen  Seiten  Elementarstrahlen  aussendet.  Derjenige  Strahl,  welcher  die 
Richtung  (a,  by  c)  verfolgt,  hat  nun  bis  zur  oben  erwähnten  Tangential- 
ebene (wenn  die  Brennweite  des  Objectivs  mit  f  bezeichnet  wird)  den  Weg 
f —  (ax  -f-  fey)  zurückzulegen,  und  wird  daher  mit  der  Phase 

daselbst  anlangen.  Die  Excursion,  welche  der  von  {x,  y)  ausgehende,  nach 
(a,  6,  c)  gebeugte  Strahl  auf  jener  die  Bildfläche  berührenden  Wellenebene 
erzeugt,  erhält  man,  wenn  man  den  Sinus  dieser  Phase  multiplicirt  mit  der 
Amplitude  des  Strahls,  Um  für  letztere  einen  Ausdruck  zu  gewinnen,  den- 
ken wir  uns  aus  dem  einfallenden  Lichte  ein  iStrahlenbündel  herausgehoben, 
dessen  senkrechter  Querschnitt  der  Flächeneinheit  gleich  ist  und  alle  Ele- 
mentarstrahlen desselben  zu  einem  einzigen  Strahle  vereinigt;  die  Ampli- 
tude dieses  Strahls  wird  der  Summe  der  Amplituden  aller  Elementarstrahlen 
gleich  sein;  bezeichnen  wir  diese  Summe  mit  A^  so  wird  das  unendlich 
dünne  Strahlenbündel,  welches  dem  Elemente  dxdy  des  Schirmes  entspricht, 
die  Amplitude  Adxdy  besitzen. 

Die  Excursion  also,  welche  der  vom  Punkte  ix,y^  der  beugenden 
Oeffnung  ausgehende  Strahl  auf  der  Berührungsebene  der  Bildfläche  er- 
zeugt ,  wird  vorgestellt  sein  durch 


27r 
Adxdy  sin  —  (v(  —  /+  öä  -f-  by) 


IV 
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V 


Zufolge  dem  Princip  der  Uebereinanderlagernng  kleiner  Bewegungen  er- 
hält man  die  Excnrsion  des  Bildpnnktes  (a,  6,  c) ,  wenn  man  alle  Exenrsio* 
nen  addirt,  welche  in  der  zagehörigen  Tangentialebene  stattfinden,  d.  h. 
wenn  man  das  Doppelintegral 

A  I  I  sin  —{yt^f-\'ax-\'by)(iy^dx 

über  alle  jpne  Punkte  des  Schirmes  ausdehnt,  welche  dem  Lichte  den  Durch- 
gang verstatten.  Mit  Hilfe  dieses  Integrals  lassen  sich  dann  alle  Umstände 
angeben,  welche  die  Oscillajtion  des  Punktes  (a,  6,  c)  begleiten,  also  na- 
mentlich auch  die  Lichtstärke,  welche  er  auf  der  Bildfläche  hervorbringt. 
Da  nun  das  Integral  nur  von  den  Coordinaten  fa^  fb  der  Projection  des 
Bildpunktes  auf  die  Schirmebene  abhängig  ist,  so  können  wir  uns  die  im 
Punkte  (a,  6,  c)  der  halbkugeligen  Bildfläche  stattfindende  Lichtstärke  auf 
der  Schirmebene  selbst  im  Punkte  (/*a,  /*6),  oder,  da  es  nicht  auf  die  abso- 
lute Grösse,  sondern  nur  auf  die  Gestalt  des  Bildes  ankommt,  in  irgend 
einem  Punkte  des  Schirmes  aufgetragen  denken,  dessen  Coordinaten  den 
Grössen  (/i,  h)  proportional  sind.  Wir  brauchen  alsdann  statt  des  halbku- 
geligen Bildes  selbst  nur  diese  seine  Projection  oder  den  Grundriss  des 
Bildes  weiter  zn  untersuchen. 

Führen  wir  nun  der  Kürze  wegen  die  Bezeichnungen 

2» ,  -^  ^na  2nh 

ein  und  setzen  den  Factor  A  der  Einheit  gleich,  weil  ja  doch  nur  die  In- 
tensitätsverhältnisse des  Bildes  in  Betracht  kommen,  so  können  in  dem  so 
abgeänderten  Doppelintegral 

JJ sin  {p  +  qx-^ry)  dydx 

die  Grössen  q  und  r,  welche  den  Cosinussen  a  und  b  direct,  der  Wellen- 
länge X  aber  umgekehrt  proportional  sind ,  selbst  als  Coordinaten  des  Grund- 
risses angesehen  werden. 

Um  das  letztere  Integral  in  der  bequemen  Form  eines  Productes  aus 
Amplitude  und  Phasensinus  zu  erhalten,  lösen  wir  zunächst  den  Sinus  auf,  in- 
dem wir  den  Theil  p  der  Phase,  welcher  die  Zeit  in  sich  schliesst,  von  dem 
übrigen  Theile,  der  die  Coordinaten  x  und  y  enthält,  trennen,  und  erhalten: 

sinp  ij cos^/ix-^ry)  dydx-^-  cos p  ijsin  iqiC'\'ry)  dydx 

=  Csinp'\-  S  cos  p  , 
wo  abkürzend 

I  f  cos  (qor  -{-ry)  dydx  =  C 

und 

ff  sin  (jqx.+  ry)  dydx=zS 
gesetzt  wurde.    Macht  man  alsdann 

C=  ff  cos  q>  und  S=:ffsinq)^ 
00  nimmt  jenes  Doppelintegral  die  Form 
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an,  während  die  Gleichungen 

S 
iang  SP  =  ^ 

und 

i7«  =  C*  +  S* 

zur  Bestimmung  von  q>  und  H  dienen. 

Der  Ausdruck  H^  giebt  die  Lichtstärke  des  Punktes  (^,  r)  im  Beugungs- 
bilde an. 

Wenden  wir  diese  Formeln  sofort  auf  die  Berechnung  der  Beugungs- 
erscheinung an,  welche  von  einer  kreisföribigen  Oeffnung  hervorgebracht 
wird;  hier  müssen  offenbar  alle  durch  den  Mittelpunkt  des  Grundrisses,  als 
den  Sammelpunkt  der  directen  Strahlen,  gezogenen  Geraden  die  nämliche 
Heihenfolge  von  Intensitäten  zeigen;  es  genügt  daher,  blos  eine  dieser 
Geraden,  z.  B.  die  Abscissenaxe  selbst,  zu -untersuchen«  Setzt  man  zu  dem 
Ende  in  den  Integralen  C  und  5  die  Ordinate  rs=0,  so  bemerkt  man  leicht, 
dasB  das  Integral  'S  verschwindet;  das  Integral  C  dagegen  wird,  wenn  R 
den  Radius  der  kreisförmigen  Oeffnung  bezeichnet: 

C=  I        I  cos  qx  ,  dydx 

oder,  wenn  man  x^=-Ru  setzt: 

C  =  2R^  IcosRqu.j/l'-u^.du. 

—  I 

Nun  ist  in  dem  unten  citirten  Schriftchen  *,  auf  welches  wir  noch  öfter 
(mit  L  c.)  hinzuweisen  in  der  Lage  sein  werden,  die  BesseTsche  Func- 
tion J^(z)  definirt  durch  die  Gleichung 

+  1 

—  1 

woraus  für  y  =  |  hervorgeht 

+  1 


/»(z)=—  I  cos  zu.y  l--u^.du. 


I 

Setzt  man  daher  in  obigem  für  C  gefundenen  Ausdruck  Rqs=^z,  so  hat 

man  C  in  folgender  Form 


*  Lommel,  Studien  Über  die  B  es 8 ersehen  Functionen*    Leipsig  1868. 
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n        i>2        ^-^HO 

Z 

durch  die'Bessersche  Function  /*  (2)  ausgedrückt.  Die  Theorie  der 
Besserschen  Functionen  würde  uns  nun  sofort  zur  numerischen  Berech- 
nung: von  C  die  unendlichen  Reihen 


2*rw_i ^+-^^ I      * 

z  2.4       2.4.4. ö        2.4.6.4.6.8 

und 

nr^      7/^     •    .  1    ^i,  j-^-^-^/^^Y      3.5.7 .9. 1.3.5  / 1 V, 

.7/^         /         1    x)3       ^        3.5.7.1.3/lV 

+  f  ^/^^^^•'^"MJ'z^     8.16.24     \7) 
3.5.7.9.11.  1  .  3  .  5  .  7  /  J_  Y  __ 

"*  8  .  16  .  24  .  32  .  40      T  \7/ 

an  die  Hand  geben,  von  denen  die  erstere,  für  jeden  Werth  von  z  conver- 
girend ,  besonders  für  kleinere  Werthe  von  z  sich  eignet,  die  letztere  halb- 
convergente  dagegen  für  grössere  Werthe  von  z  bequem  ist.  In  der  That 
hat  auch  schon  Airy'^**  die  erstere  Reihe  benutzt,  um  eine  Tabelle  für 
die  Werthe  des  Integrals 

+  1 


2    r 

—    I  cos 


«M.^/l— t?.  du 


l 

zu  entwerfen ,  welche  die  Functionswerthe  für  alle  um  0,2  von  einander  ver- 
schiedene Werthe  des  Arguments  von  z  =  0  bis  2  =  12  enthält.  Schwerdj- 
hat  anf  einem  ganz  anderen  Wege,  indem  er  den  Kreis  als  ein  180 -Eck  be- 
rechnete, eine  Tabelle  hergestellt,  welche  mit  einem  Incremente  von 
150  =  0,2618  bis  z  =  1125^  =  19,635  reicht.  Die  Bemerkung  aber,  dass  C 
durch  die  BesseTsche  Function  J^  ausgedrückt  wird,  führt  uns  mit  Leich- 
tigkeit zu  einer  noch  umfassenderen  und  genaueren  Tabelle  der  Werthe 
von  C.  Schon  Bessel-J-f  hat  Tabellen  der  Functionen  J^  und  /*  gegeben, 
welc*he  jedoch  nur  bis  z  =  3,2  gehen  und  deshalb  für  das  vorliegende  Problem 
nicht  ausreichen.  Hansenfff  berechnete  später  für  die  Bessel 'sehen 
Functionen  Tafeln  von  grösserem  Umfange,  welche  meinem  oben  citirten 
Schriftchen  als  Anhang  beigegeben  sind.    Aus  diesen  ergiebt  sich  mühelos 


•  ).c.  §6.       ♦•    1.  c.§  17. 

***  Airy,  über  die  Diffraction  eines  Objectivs  mit  kreisrunder  Apertur.  Pog< 
gendorff's  Annalen  Bd.  45.    1838. 

f  Schwerd,  die  Bengangserscheinungen.    Mannheim    1835. 

tt  Bessel,  Untersuchunfi^  des  Theils  der  planetarischen  Störungen,  welcher  aus 
der  Bewegung  der  Sonne  entsteht.    Abh.  der  Bcrl.  Akad.  der  Wiss.  1824. 

fff  Hansen,  Ermittelung  der  absoluten  Störungen  in  Ellipsen  von  beliebiger 
Excentricität  und  Neigung ;  Schriften  der  Sternwarte  Seeberg.    Gotha  1848. 
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2J^(z) 
eine  Tabelle  der  Werthe  von  C  = ^-^  (der  Factor  Ä*w,    welcher  den 

z 

Flächeninhalt  der  Ereisöffnnng  vorstellt,  ist  der  Einfachheit  wegen  =  1  ge- 
setzt worden);  man  braucht  ja  nur  die  verdoppelten  Werthe  von  J^(^z)  durch 
das  zugehörige  Argument  zu  dividiren.  Die  so  berechnete  Tafel  folgt  am 
Schlüsse  dieser  Abhandlung  (Tab.  I);  sie  reicht  mit  einem  Incremente 
s=  0,1  bis  z  =  20.  In  der  zweiten  Columne  finden  sich  die  Werthe  von  C\ 
d.  h.  die  Liehtintensitäten  selbst,  auf  diejenige  der  Bildmitte  als  Einheit 
bezogen ,  angegeben.    Für  den  Gebrauch  der  Tabelle  in  speciellen  Fällen 

erinnern  wir  uns,  dass  z=iJiq= —  ist;  bezeichnen  wir  nun  den  Ben* 

gungswinkel  mit  ^,  so  ist  a  ^cos  (90  —  i/;)  =  sin  i/;,  demnach  z  = . 

Um  einen  Zwis.chenwerth  von  C,  der  in  der  Tabelle  nicht  vorkommt  zu  er- 
mitteln, geht  man  auf  die  Hansen 'sehe  Tabelle  von  J^  zurück,  und  be- 
rechnet  nach  der  Formel 


j'(z+0=jiro  +  ai-  +  «'(-^)'  +  c(|)' 


den  entsprechenden  Werth  voq  J^,  um  dann  sofort  auch  den  geforderten 
Werth  von  C  zu  haben.  —  In  praktischer  Hinsicht,  behufs  der  Verification 
der  Theorie  durch  das  Experiment,  konnten  allerdings  die  Tabellen  von 
Airy  und  Schwerd  als  ausreichend  betrachtet  werden.  Im  Hinblick  aber 
auf  den  geringen  Aufwand  an  Mühe,  der  zur  Herstellung  der  hier  vor- 
liegenden genaueren  Tabelle  nöthig  war,  muss  die  hierdurch  erreichte  Ver-* 
Yollkommnung  der  Theorie  immerhin  willkommen  erscheinen,  zumal  da- 
durch auch  eine  genauere  Bestimmung  der  Intensitätsmazima  und  der  Null- 
werthe  ermöglicht  wurde. 

Um  die  Nullwerthe  zu  ermitteln ,  wurde  die  obige  Formel  für  J^  {z  -f- 1) 
benutzt;  nachdem  man  diejenigen  Werthe  von  J'(z),  a,  h  und  c  der  Han- 
sen'schen  Tabelle  entnommen  hatte,  welche  einem  Nullwerthe  von  J^  am 
nächsten  liegen,  musste  man' die  cnbische  Gleichung 

j.(,)+«^+,(iy+c(ij=o 

nach  -r  auflösen,  wo  <  die  zu  dem  tabellarischen  Werthe  von  z  hinznzuftt- 
h 

gende  Grösse,  h  das  Increment  der  Tafel  bedeutet.    Eine  näherungsweise 

Auflösung  (etwa  nach  der  Hörn  er 'sehen  Methode)  führt  rasch  zum  Ziele. 

In  Tab.  I  a  sind  die  so  erhaltenen  Werthe  von  z,  für  welche  J^  und  darum 

auch  C  verschwindet ,  zusammengestellt. 

Um  die  Maxima  und  Minima  der  Function — ^-^  zu  bestimmen,   wurde 

z 

*  1.  c.  Anhang« 


148  üeber  die  Anwendung  der  BessePschen  Functionen  etc. 


der  nach  s  getiomlnene  Differentialquotient  von — — -  gleich  Nnll  gesietzt. 

Man  gelangt  so,  unter  Vemachlässigung  der  dritten  Potenz  von  ( -r- )>  z^r 
quadratischen  Gleichung 

in  welcher  der  dem  Maximum  oder  Minimum  nächstliegende  Werth  von  z 
unserer  Tabelle  I,  die  zagehörigen  Werthe  von  J^(z),  a,  6  und  c  aber  der 
Hansen'schen  Tabelle  entnommen  wurden.  Eine  Eigenschaft  der  Bes- 
eel'sehen  Functionen  gewährte  die  Möglichkeit,  die  so  gefundenen  Werthe 
einer  Controle  zu  unterwerfen.    Es  ist  nämlich  allgemein* 

dz 
oder  speciell  für  y  =:  i : 

dz  ^ 

Ist  nun  z"  ^  /*(«)  für  irgend  einen  Werth  von  z  ein  Maximum  oder  Mi- 
nimum ,  so  verschwindet  der  Differentialqnotient  zur  Linken ,  und  es  muss 
für  denselben  Werth  von  z  auch 

sein.     Nun  ist  aber  *'^ 

also  muss  im  Falle  des  Maximums  oder  Minimams 

z 

tJUz) 
sein.    Indem  man  daher  die  Maximal-  und  Mlnimalwerthe  von  C^^ 

z 

mit  den  ans  der  Hanse  naschen  Tabelle  berechneten  zugehörigen  Werthen 
von  J^{z)  verglich,  hatte  man  eine  Probe  für  die  Richtigkeit  der  oben  an- 
gedeuteten Rechnung.  —  Die  gefundenen  Resultate  sind  in  Tab.  Ib  zu- 
sammengestellt; die  Rubrik  C  enthält  demnach  die  relativen  Lichtstärken 
der  hellsten  Stellen  der  Ringe,  von  welchen  das  mittlere  Lichtscheibchen 
umgeben  erscheint ,  bis  zum  fünften  Ringe. 

In  den  Tabellen  la  und  Ib  findet  sich  noch  eine  Columne  mit  dar 

Ueberschrift  „Vielfache  von  A**;  dieselbe  enthält  die  Werthe  von — - 

oder  — ,  d.  i.  die  Gangunterschiede  der  beiden  äussersten  Randstrahlen  in 
Wellenlängen  ausgedrückt.  Man  ersieht  daraus,  d  a  s  s  dunkle  Ringe  auf- 

•  1.  c.  §  3.  •♦  1.  0.  §  1. 
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tretenf   wenn    der    Oanganterscbied    der   Randstrahlen    bei- 

Iftnfig  1.2,  2.2,  3.2,  4.2,  5.2,  6.2  Wellenlängen  beträgt;    helle 

Binge  dagegen,   so    oft   dieser    Gangnnterschied   1.6,2.7,3.7, 

4.7,  5.7  Wellenlängen  ausmacht.    Dieses  Gesetz  wird  am  so  genauer, 

je  grösser  z  oder  je  grösser  der  Beugungswiukel  wird.    Denn ,  was  zuerst 

die  Nullwerthe  anlangt,  so  nähert  sich  der  Unterschied  zweier  aufeinander« 

folgenden  Wurzeln  der  Gleichung  J^{z)  =  0  um  so  mehr  der  Grenze  »,  je 

mehr  z  wächst*,  oder,  was  dasselbe  heissen  will,  das  Verhältniss  aus  dieser 

Differenz  und  der  Zahl  n  nähert  sich  der  Einheit.    Was  ferner  die  Werthe 

2  /*  iz) 

betrifft,  welche  C=:  zu  einem  Maximum  oder  Minimum   und  da- 

•  z 

rum  C*  zu  einem  Maximum  machen,  so  sind  sie,  wie  wir  wissen,  zugleich 
die  Wurzelwerthe  der  Gleichung  j*  (z)  =0,  und  unterliegen  daher  dem- 
selben Gesetze. 

Man  bemerkt  ferner,  dass  das  Intervall  von  einem  Nullwerth 
bis  zum  nächsten  Maximum  beiläufig  einer  Differenz  der 
Gangunterschiede  von  einer  halben  Wellenlänge  entspricht. 
Auch  dieses  Gesetz  wird  bei  wachsendem  Beugungswinkel  immer  genauer 
und  ist  ebenfalls  in  dem  Wesen  der  Bessel'schen  Functionen  begründet. 
Die  Nullwerthe  entsprechen  nämlich  den  Wurzelnder  Gleichung  /*(z)=0, 
die  Maxima  den  Wurzeln  der  Gleichung  ß  (z)  =  0.  Nun  gilt  aber  der  Satz, 
dass  die  Differenz  der  gleichvielten  Wurzeln  zweier  Bessel'schen  Func- 
tionen, deren  Indices  um  1  verschieden  sindi  sich  bei  wachsendem  z  der 
Grenze  \n  nähert*. 

Für  grosse  Werthe  von  z  hat  man  nahezu  * : 

nz 
folglich 

C«  =  flilil^  y  _  8     m'(z-|;r)  ^ 

\        Z         )  TT    '  2® 

Ist  nun  z  einer  der  Werthe,  welcher  (^  zu  einemjlaximum  macht,  so  liegt  bei 
hinreichend  grossem  z  das  nächste  Maximum  bei  a  +  tc,  und  hat  den  Werth 

_  8^    sin!^{z—\n) 
'   -,r*      {z  +  ny       ' 
Es  verhält  sich  demnach 

2      («  +  '^j 
9.  h.  die  Intensitätsmaxima  verhalten  sich  nahezu  umgekehrt 

wie  die  dritten  Potenzen  der  zugehörigen  Gangunterschiede, 

,.11111^ 
also  wie  — 1  :  — \  \  — ;  :  — •  i  — -   \  etc. 
16*      27»      37»       47*      57'- 

•  1.  o.  §  17. 
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Auch  dieses  Gesetz  kommt  der  Wahrheit  um  so  näher,  je  grjjsser  der 
Beugungswinkel  oder  je  grösser  der  Ganguntorschied  wird.  Wie  befriedi- 
gend dasselbe  schon  vom  zweiten  Ringe  an  eintrifft,  erkennt  man,  wenn 
man  jedes  IntensitÜtsmaximum  mit  der  dritten  Potenz  des  zugehörigen 
Gangunterschiedes  multiplicirt;  man  erhält  die  nahezu  gleichen  Prodacfe 
0,0800;  0,0810;  0,0814;  0,0816.  Wir  sind  also  jetzt  im  Stande,  nicht  blos  die 
Lage,  sondern  auch  die  Grösse  der  Intensitätsmaiima  selbst  jenseits  der 
Grenze  unserer  Tabelle  anzugeben ,  soweit  es  immer  verlangt  wird. 

An  der  Hand  der  Theorie  der  BesseTschen  Functionen  haben  wir 
sonach  zwar  nur  genähert  giltige ,  aber  einfache  und  darum  den  Ueberblick 
über  die  Erscheinung  erleichternde  Gesetze  gefunden,  welche,  wie  es  scheint 
bisher  übersehen  worden  sind.  Umgekehrt  ist  aber  das  vorliegende  Pro- 
blem auch  im  Stande,  uns  eine  Eigenschaft  der  BesseTschen  Function  J^ 
zu  enthüllen ,  was  ich  hier  im  Vorbeigehen  zeigen  will.  Da  das  von  einer 
kreisförmigen  Oeffnung  hervorgebrachte  Beugungsbild  rings  um  die  Bild- 
mitte nach  allen  Richtungen  gleich  beschaffen  sein  muss,  haben  wir  unsere 
Untersuchung  auf  eine  dieser  Richtungen,  nämlich  auf  die  Abscissenaxe 
des  Grundrisses ,  beschränkt.  Fassen  wir  jetzt  eine  ganz  beliebige  durch 
die  Bildmitte  gezogene  Gerade  ins  Auge,  so  müssen  wir  längs  derselben 
dieselbe  Reihe  von  Intensitätswerthen  oder  dieselbe  Function  C  fin  den,  wie 
längs  der  Abscissenaxe.  Es  ist  aber  ganz  allgemein,  da  auch  in  diesem 
Falle  das  Integral  S  verschwindet 


+  Ä  Kä«  — 


± 


« 


C=  /       /  cos{qx-{-ry)  .dydx 
4- Ä 


jj[sin(qx 


+r/Ä«  — a:*)  — m(^j;— rj/Ä»  — aJ*)]rfa? 


—  Ä 
4-Ä 


=  —  jcos qx sin  {r"/ R* -^a^).dx 

—  Ä 
oder,  wenn  x  =  Iiu,  Bq=s^  und  Iir  =  fi  gesetzt  wird, 

+  1 


C= I  cos^u,  sin  (ff  ^  1  —  «•)  du  . 

17  •/ 


V 

—  1 


Nun  haben  wir  aber  bereits  für  den  Bildpunkt,  der  um  «  =  j/j^-fty» 
von  der  Bildmitte  absteht 

gefunden.    Es  muss  demnach. 
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sein ;  hierin  dürfen  augenscheinlich  |  nnd  17  mit  einander  vertauscht  werden. 
Setzt  man  darin  ^  =  0  und  i^  =  z,  was  einem  Zurückgehen  auf  die  Ordinaten- 
axe  gleichkommt,  so  erhält  man 

J\z)  ==  -Jsin  (z^l-tt«) .  du  . 

Diese  beiden  Gleichungen  sind  in  dem  schon  Öfter  citirten  Werkchen  (§  5) 
auf  ganz  anderem  Wege  abgeleitet  worden. 

Stellen  wir  uns  jetzt  weiter  die  Aufgabe,  Gestalt  und  Lichtstärke  des 
Beugungsbildes  zu  bestimmen,  welches  durch  eine  ringförmige  Oeffnung 
hervorgebracht  wird.  Der  äussere  Radius  des  Ringes  sei  Ry  der  innere  qR^ 
wo  Q  einen  echten  Bruch  bedeutet;  dann  ist 

C=  I         I  cosqx  ,dy  dx  —  j  j  cos  qx  ,dy  dx 

—  R     —yH*-'X*  — ^ß     — ;^^   Ä*  — ^ 

+  Ä  +Q  R 

=  2  /  co^  jffl? .  ^Ä*  —  x* .  rfa:  —  2   j  cos  gx  »j/q^IP-^x^  .  da;, 

oder ,  wenn  man  im  ersten  Integral  x  =  Ruy  im  zweiten  x^s^qRu  einführt 
+  1  +1 

(?=2Ä«  j  cos  (Rqu)  .  ](/r^^.dw  — 2(>«iP  jcos{qRqu).}/l'-u^du. 

Setzt  man  jetzt  Rq=zz  und  bedenkt ,  dass 

4-1 


_.  ^Hf) 


yC05  2W.l/l  —  u^ .  du^=7c. 


ist ,  so  bat  man 


Z  ^Z 


Nimmt  man  die  Amplitude  und  demnach  auch  die  Lichtstärke  des  gesammten 
durch  die  Oeffnung  dringenden  directen  Lichts  wie  in  der  vorigen  Aufgabe 
=  1  an,  so  hat  man  diesen  Ausdruck  noch  durch  den  Flächeninhalt  der 
ringförmigen  Oeffnung  d.  i.  durch  B^tc  (1  —  q*)  zu  dividiren;  dadurch  er- 
giebt  sich 


_  _i_  ra^)  aJKcOl 


Die  Tab.  I  setzt  uns  in  den  Stand,  in  jedem  einzelnen  Falle,  d.  h.  für  jeden 
speciellen  Werth  von  ^,  die  Zahlenwerthe  dieses  Ausdrucks  zu  bestimmen. 


162 


lieber  die  Anwendung  der  Beaserschen  Functionen  etc. 


Um  ein  Beispiel  davon  zu  geben,  sind  in  Tab.  II  die  Wertbe  von  C'  für 
Q  =  \y  also  für  eine  ringförmige  OefTnung,  deren  äusserer  Radius  doppelt 
so  gross  ist  als  der  innere ,  niedergelegt. 

Diese  Tabelle  zeigt  uns,  dass  dunkle  Ringe    auftreten  für  folgende 
Werthe  von  z : 


z 

Diff. 

Vielfache  von 
X 

3.15 

1.0 

7.18 

4.03 

2.3 

10.97 

3.79 

3.5 

12.95 

1.88 

4.1 

15.87 

2.92 

5.0 

19.81 

3.94 

6.3 

Für  eine  volle  kreisförmige  Oeffnnng  von  gleicbem  Radius  fanden  wir  den 
ersten  Nullwertb  erst  bei  z  =  3.83  oder  bei  einem  Gangunterschied  von 
1.2  Wellenlängen.  Wir  sehen  also,  dass  der  Durcbmesser  des  centralen 
Licbtscbeibcbens  im  Bengungsbilde  geringer  wird,  wenn  man  die  Mitte 
der  Oeffnung  mit  einer  dunkeln  Scheibe  von  halb  so  grossem  Radius  bedeckt, 
und  dadurch  die  Oeffnnng  zu  einer  ringförmigen  macht.  Dafür  ist  aber  der 
erste  helle  Ring  bedeutend  breiter  als  bei  voller  Oeffnnng;  auch  der  folgende 
Ring  zeigt  eine  beträchtliche,  wenn  auch  geringere.  Breite  als  der  erste; 
dann  folgt  ein  sehr  schmaler,  dann  wieder  ein  etwas  breiterer  Ring;  der 
fünfte  Ring  endlich  kommt  dem  ersten  an  Breite  nahezu  gleich. 

Ueberblickt  man  die  in  der  Rubrik  „Vielfache  von  V*'  aufgeführten 
Werthe ,  so  bemerkt  man,  dass  der  Gangunterschied  der  Randstrahlen  beim 
5.  und  6.  dunklen  Ring  denjenigen  beim  ersten  und  zweiten  je  um  4  Wellen- 
längen übertrifft,  und  wird  dadurch  auf  die  Vermuthung  geleitet,  dass  die 
Gruppe  der  vier  ersten  Ringe  sich  periodisch  wiederholt.  Man  überzeugt 
sich  von  der  Richtigkeit  dieser  Vermuthung ,  indem  man  den  Ausdruck  für 
C'  auf  die  für  grössere  Werthe  von  z  giltige  Form 

C  =  J-— ^  .  -  y  —ysin  (r  -  ^jt)  -  j/q.  sin  (^z  -  ^ w)J 

bringt;  wird  nämlich  dieser  Ausdruck  für  irgend  einen  Werth  von  z  NuU^ 
so  muss  er  auch ,  wenn  wie  in  unserem  speciellen  Falle  ^  ==  4  ^^^  >  Axtch  für 
2  +  4w Ä  verschwinden. 

Die  Lage  und  Lichtstärke  der  Maxima  ist  in  der  folgenden  kleinen 
Tabelle  angegeben : 


Von  Dr.  B.  Lokmei.. 


16S 


*>^    «k  ^^.^^^N/^^/*^.^y 


*.'x^^.«w^.'V^.^*#%^x»>'»j^  -^.''Vi^ /N^»^y>  ^,^>^^^^^^^^/■. 


z 

C« 

Vielfache  von 

4.82 

0,09633  = 

10 

1.5 

8.67 

0.01247  =» 

j 
so 

2.8 

11.87 

0.00038  = 

„1. 

teeo 

3.8 

14.46 

0.00086  = 

1 
lies 

4.6 

17.80 

0.00218  = 

i_ 

4S9 

6.7 

Bei  voller  Kreisöffnung  beträgt  die  Intensität  des  ersten  hellen  Ringes  ^, 
die  des  zweiten  ^^  von  derjenigen  in  der  IVfitte.  Wir  erkennen  also,  dass 
bei  unserer  ringförmigen  Oeffnnng  die  beiden  ersten  Ringe  bedeutend  heller 
sind,  als  bei  der  Kreisöffnung;  der  dritte  schmälste  Ring  ist  ausserordent- 
lich lichtschwach,  der  vierte  wieder  etwas  heller;  der  fünfte  endlich,  dem 
ersten  entttprechend ,  zeigt  wieder  eine  ziemlich  grosse  Helligkeit.  Auch 
hier  wiederholt  sich  nach  je  vier  Ringen  die  Reihenfolge  der  Helligkeiten, 
indem  für  die  gleichvielten  Ringe  jeder  Gruppe  das  Gesetz  der  umgekehr- 
ten dritten  Potenzen  gilt.  Die  Werthe  von  z  nämlich,  welche  C'  zu  einem 
Maximum  oder  Minimum  machen,  werden  gefunden,  indem  man  den  Dif- 
ferentialquotienten von  C  Null  setzt;  da  nun 

cz 
ist,  so  lautet  die  aufzulösende  Gleichung 

J\z) -- qK  JHq  z)  =  0 
und  nähert  sich  bei  wachsendem  z,  weil  dann 

J^(z)  =  —  j/ —  cos  (z  —  i  t) 

wird ,  immer  mehr  der  Form 

a 

Gentigt  also  irgend  ein  Werth  von  z  dieser  Gleichung,  so  muss  ihr,  wenn^  =  ^ 
ist,  auch  z  +  4nn  genügen,  und  die  Maxima  müssen  dasselbe  Gesetz  der 
Periodicität  befolgen,  wie  die  Nullwerthe.  Dann  folgt  aber  von  selbst  ans 
dem  oben  für  Cf  angegebenen  genäherten  Ausdruck ,  dass  die  Intensitäten 
der  gleichvielten  Ringe  jeder  Gruppe  den  dritten  Potenzen  von  z  umge- 
kehrt proportional  sind. 

Wir  kommen  also  zu  folgendem  Resultat:  In  dem  Beugungsbild  einer 
ringförmigen  Oeffnung ,  deren  äusserer  Radius  doppelt  so  gross  ist  als  der 
innere,  wiederholt  sich  eine  Gruppe  von  vier  Ringen  je  nach 
einem  Gangunterschiede  von  4  Wellenlängen;  die  Intensitä- 
ten der  gleichvielten  Ringe  j«eder  Gruppe  verhalten  sich 
umgekehrt  wie  die  dritten  Potenzen  der  zugehörigen  Gang- 
unterschiede.    Diese  Gesetze,  für  kleinere  Gangunterschiede  nur  an- 
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genähert  richtig,   werden  um  so  genauer,  je  mehr  der  Oangnnterschied 
wächst. 

Wäre  der  innere  Radius  der  ringförmigen  Oeffnang  der  w'*  Theil  des 

äussern,  also  p==  — ,  unter  n  eine  ganze  Zahl  gedacht,  so  erkennt  man  ans 

den  gegebenen  Ausdrücken  leicht,  dass  alsdann  Gruppen  von  je  2n  Ringen 
nach  je  2n  Wellenlängen  Gangunterschied  wiederkehren  wurden. 

Nehmen  wir  jetzt  an ,  dass  die  ringförmige  Oeffnung  sehr  schmal  d.  h. 
Q  nahezu  =  1  sei.  Wir  setzen  dann  ^  =3 1  —  e,  wo  e  klein  genug  sei,  um 
seine  zweite  und  höhere  Potenzen  vernachlässigen  zu  können.  Alsdann  ist 
zunächst 


*(2-«)L 


iJ'iz) 


—  (1  — 2t 


(0 


man  hat  aber,  wenn  $  hinlänglich  klein  ist: 

2  — Z£    .  '  dz 

folglich 

2— £\        .         ^  ^^  dz  )  z  dz 

Nun  ist  aber  ganz  allgemein* 

also  speciell 

Demnach  erhalten  wir 

oder,  wenn  wie  die  Lichtstärke  in  der  Mitte  des  Bildes  (d.  h.  für  tssO)  wie 
bisher  immer  zur  Einheit  wählen ,  ganz  einfach 

Die  Werthe  von  d  können  unmittelbar  der  Hansen^schen  Tabelle  ent- 
nommen werden.  Die  dunkeln  Ringe  treten  jetzt  ein  bei  folgenden  Wer- 
then  von  z\ 


z 

Vielfache  Ton 

2.405 

0.7ft6 

5.520 

1.757 

8.054 

2.755 

11.792 

3.754 

14.931 

4.753 

18.071 

5.752 

•  1.  c.  5  8. 
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Wir  haben  hier  den  Grenzfall  vor  uns ,  welchem  sich  die  Beagungser- 
scheinnng  für  eine  ringförmige  Oeffnnng  nähert,  wenn  diese  bei  gleichhlei- 
bendem  Radios  immer  schmaler  wird.  Wie  man  sieht,  ist  das  mittlere 
Lichtscheibchen  von  noch  geringerem  Durchmesser  als  im  vorigen  Fall;  die 
bellen  Ringe,  welche  es  concentrisch  amgeben,  sind  nahezu  gleich  breit; 
die  dunkeln  Ringe  treten  nämlich  auf  bei  ungefähr  |,  l|,  2},  8}  etc.  Wel- 
lenlängen Gangunterschied.  Um  die  Mazima  zu  finden,  erinnern  wir  uns 
ans  der  Theorie  der  Bess  et 'scheu  Functionen  der  Gleichung*: 


welche  für  v  =  0  in 


»[/>(*)] 


dz 


=  -  J«  {z\ 


übergeht,  und  erkennen  daraus,  dass  bei  einer  schmalen  ringförmigen  Oeff- 
nung  die  Intensitätsmaxima  genau  an  den  Stellen  auftreten, 
wo  bei  einer  vollen  Kreisöffnung  die  dunkeln  Ringe  er- 
scheinen. Demnach  entsprechen  die  Aflizima  den  Gangunterschieden 
1,2;  2,2;  3,2  etc.  Wellenlängen. 

Die  genaueren  Zahlenwerthe  enthält  die  folgende  kleine  Tabelle : 


z 

J» 

(jo). 

3.832 

—  0.402750 

0.162215 

7.016 

+  0.300115 

0.090069 

10.173 

—  0.249705 

0.062353 

13.324 

+  0.218359 

0.047681 

16.471 

—  0.196466 

0.038599 

10.616 

+  0.180064 

0.032423 

Da  für  hinlänglich  grosse  Werthe  von  c** 


J»(z) 


f     nz 


cos^Z"  ^n) 


ist,  so  erkennt  man,  dass  die  Intensitätsmaxi  ma  den  Gangun- 
terschieden selbst  umgekehrt  proportional  sind,  und  zwar  um 
80  genauer,  je  weiter  man  sich  von  der  Bildmitte  entfernt.  In  der  That 
geben  die  vorstehenden  Werthe  von  (J^*  mit  den  zugehörigen  Argumenten 
mnltiplicirt  Producte,  welche  sich  mit  wachsendem  z  der  Gleichheit  nähern. 
Durch  das  Vorhergehende  sind  wir  auch  in  den  Stand  gesetzt,  die 
Beugungserscheinung  eines  aus  schmalen  concentrischen  Ringen  zusammen- 
gesetzten Kreisgitterszn  bestimmen.    Das  Integral  C  erscheint  jetzt  als 


•1.0.  §8. 


1.  o.  §  17. 
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eine  Summe  von  ebenso  vielen  Gliedern,  als  das  Gitter  Ringe  entbält, 
deren  jedes  die  Form  2  7tB^£J^{z)  besitzt ,  worin  aber  ^,  Jl  und  damit  auch 
z  je  nach  den  Dimensionen  der  entsprechenden  Binge  von  Glied  zu  Glied 
andere  Werthe  haben* 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  dass  alle  Ringe  die  gleiche  Breite  ß  haben,  so 
ist  72  £=3/3  und  wir  erhalten  die  Summe 

2nß  [RJ'{z)  +  KJ\z)  +  Ä"  J«  (O  +  ...]• 

worin  2  =  -—  j,  t"  =  -—  z  etc.  ist,  und  welche  noch  mit  2  75  5  (Ä  +  Ä' + Ä" + , . . ) 
Jti  li  ' 

dividirt  werden  müsste,  um  die  Intensität  in  der  Bildmitte  auf  1  zurück- 
zuftihren.  Specialisiren' wir  noch  mehr  und  setzen  Ä' =  2Ä,  jB''  =  -3J2 
u.  s.  f.,  so  erhalten  wir,  die  Lichtstärke  in  der  Mitte  des  Bildes  gleich  1  ge- 
setzt, für  ein  Gitter  von  n  Ringen  folgenden  Ausdruck: 

_  J»(z)  +  2  JQ(22)  +  3  J^3  2)  +  .  > .  +  y»  J°C^^)  ^ 

~"  1  +  2  +  3  + +«  "~    *' 

derselbe  kann  für  hinlänglich  grosse  Werthe  von  z  durch  den  folgenden  au- 
genähert ersetzt  werden : 

2  /  2 

C^-———']/  —  [co5(2  — ;j7r)  +  /2.co5(22  — i«) 

+  ^3  .  cos(^Z'-]^n)+  . .  .  +j/?i  .  cos{nz  —  ^7i)]. 

Für  3  Ringe  {n  =  3)  finden  sich  die  Werthe  de»  ersteren  Ausdrucks  von 
z  =:  0  bis  2=7,4  in  Tab.  III  berechnet.  Das  mittlere  Lichtscheibchen  von  ge- 
ringem Durchmesser  zeigt  sich  von  abwechselnd  dunkeln  und  hellen  Ringen 
umgeben;  die  dunkeln  Eingetreten  auf  bei  2  =1,09;  2,06;  2,85;  3,93;  4,61;  5,93; 
7,33.  Die  von  ihnen  begrenzten  hclleti  Ringe  sind  von  sehr  verschiedener 
Breite  und  Lichtstärke,  doch  bilden  die  fünf  ersten  eine  Gruppe  von  unver- 
kennbarer Symmetrie.  Der  dritte  Ring  (also  der  mittlere  der  Gruppe)  ist 
von  zwei  schmaleren  und  lichtschwächeren  Ringen  (dem  zweiten  und  vier- 
ten) eingefasst;  der  erste  und  fünfte,  und  zwar  namentlich  der  letztere, 
sind  wieder  breiter  und  lichtstarker.  Die  Intensität  aller  f(inf  Ringe  ist 
verbältnissmässig  unbedeutend;  wir  wollen  sie  daher  kleine  Maxima 
nennen.  Der  sechste  helle  Ring  dagegen  zeigt  nicht  nur  eine  grössere 
Breite,  sondern  auch  eine  weit  beträchtlichere  Lichtstärke  als  seine  Vor- 
gänger ;  wir  wollen  ihn  als  grosses  Maximum  bezeichnen.  Der  siebente 
dunkle  Ring,  der  ihn  umschliesst,  entspricht  einem  Werthe  von  2,  der  den- 
jenigen des  ersten  dunkeln  Ringes  nahezu  um  ^n  übertrifft.  Ein  Blick  auf 
die  zweite  (genäherte)  Formel  lehrt  nun,  dass  von  hier  an  und  zwar  jedes- 
mal, wenn  z  um  27r  gewachsen  ist,  dieselbe  Gruppe  von  fünf  kleinen  und 
einem  darauffolgenden  grossen  Maximum  sich  wiederholen  muss.  Die  spä- 
teren Gruppen  werden  zwar  natürlich  immer  lichtschwächer,  aber  jede  wird 
in  der  Aufeinanderfolge  ihrer  Ringe ,  sowohl  was  deren  Breite  als  Intensi- 
tät betrifft,  den  Typus  der  ersten  Gruppe  nachahmen. 


Von  Dr.  fi.  LoMMEL.  i&l 

« 

Werden  die  Ringe  des  Gitters  zahlreicher,  so  ändert  sich  darum  die  An- 
zahl der  grossen  Maxima  keineswegs;  auch  behalten  sie  ihren  gegenseitigen 
Abstand  (2fc)  unverändert  bei,  nähern  sich  aber  der  Bildmitte  bis  zu  einer  ge- 
wissen Grenze,  welche  jedoch  erst  für  ein  Kreisgitter  von  unendlich  vielen 
Ringen  erreicht  wird.  Die  kleinen  Maxima  dagegen  werden  immer  zahlreicher, 
schmaler,  lichtschwächer,  indem  sich  zwischen  der  Bildmitte  und  dem  ersten 
grossen  Maximum  oder  überhaupt  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  grossen 
Maximis  immer  mehr  dunkle  Ringe  einschieben;  bei  einem  Gitter  ausit  Krei- 
sen ergiebt  sich  für  jede  Gruppe  die  Anzahl  der  dunkeln  Ringe  gleich  2n 
Das  mittlere  Lichtsch eibchen  und  die  den  grossen  Maximis  entsprechenden 
hellen  Ringe  werden  dabei  immer  mehr  eingeengt. 

Bei  einem  Kreisgitter  von  sehr  vielen  Ringen  verschwinden  die  kleinen 
Maxima  gegenüber  den  grossen  völlig  und  diese  bleiben  allein  noch  beste- 
hen; das  Beugungsbild  reducirt  sich  sonach  auf  einen  mittleren  Lichtpunkt, 
welcher  in  gleichen  Abständen  von  schmalen  hellen  Ringen,  deren  Licnt* 
stärke  nach  aussen  hin  immer  mehr  abnimmt,  umgeben  ist. 

Die  Lage  der  Maxima,  der  kleinen  sowohl  wie  der  grossen,  ergiebt 
sich  aus  der  Gleichung 

J«(z)  +  2«J*(2z)+3«J»(32;)  +  -..+«*7'(«2)=;0, 

oder  für  hinlänglich  grosse  z,  weil  für  solche 

gesetzt  werden  kann ,  aus  der  Gleichung : 

sin  (z  —  i  jt)  +  2^  sin  (22  —  ^n)  +  3^  sin  (3«  —  ^ti)  +  .  .  . 

-|-n« — sin  (nz  —  j^w)  =  0. 
Für  ein  Kreisgitter  aus  sehr  vielen  Ringen  würde  die  Auflösung  selbst  die- 
ser genäherten  Gleichung,  da  die  Summation  der  Sinnsreihe  wohl  schwer- 
lich gelingen  dürfte,  weitläufig  und  beschwerlich  sein.  Um  aber  dennoch 
die  beiläufige  Lage  der  grossen  Maxima,  die  uns  vorzugsweise  interesbiren, 
zu  ermitteln,  genügt  folgende  einfache  Betrachtung. 

Wenn  in  dem  genäherten  Ausdruck  für  C ,  nämlich  in 

+  yT.  C05  (32  — i- «)  +  ...  +  j/n.  cos{nz  —  in)] 
die  Glieder  der  eingeklammerten  Reihe  theils  positiv,  theils  negativ  sind 
und  sich  daher  gegenseitig  ganz  oder  theilweise  aufheben,  so  kann  ein 
grosses  Maximum  nicht  eintreten.  Wir  werden  uns  aber  einem  solchen 
nähern,  wei\n  alle  Glieder  positiv  werden.  Dies  tritt  augenscheinlich  immer 
ein,  wenn  z  =  2mn  (unter  m  eine  ganze  Zahl  verstanden)  gesetzt  wird;  als- 
dann sind  säramtliche Cosinus  einander  gleich,  nämlich  =  cos (—^jr)  =  4/^2. 
Jedenfalls  kommen   wir   dem   grössten   Werth,  dessen   jene  Cosinusreihe 
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fähig  ist,  noch  naher,'  wenn  wir  z  etwas  grösser  als  2m7r,  etwa  2  ==2m9i;  -|-  J 
wählen    nnd  b    so  bestimmen ,  dass    das  Argument   des  fetzten   mit   dem 

grössten  Factor  {^  n  )  multiplicirten  Cosinus  einem  geraden  Vielfachen  von 

n  gleich  wird.    Hierzu  genügt,  nd=  Jrr,  folglich  z^=iTLmn'\ zu  nehmen. 

Dieser  Werth  ist  aber  immer  noch  zu  klein;  in  die  Gleichung 

sin  {z  —  lri)  +  2«  51«  (2  2  —  ^«)  +  3^  sin  (3«  —  4«)  +  .  . . 

8 

+  n'^sxn  {nz  —  \n)  =  0 
gesetzt,  bewirkt  er  nur,  dass  die  letzten  mit  grossen  Factoren  multiplicirten 
Sinus  sehr  klein  und  der  letzte  sogar  Null  wird;  alle  übrigen  Glieder  und 
daher  auch  der  Werth  der  ganzen  Reihe  sind  negativ.    Setzen  wir  dagegen 

2  =  2m^-J ,  so  vorschwindet  das  mittlere  Glied  der  Reihe  (wenn,  bei  un- 

2w 

geradem  n^  ein  solches  vorhanden  ist),  und  je  zwei  Sinus,  welche  gleichweit 

von  dem  vorderen  und  hinteren  Ende  der  Reihe  abstehen,  werden  einander 

gleich,  aber  entgegengesetzt,  und  zwar  negativ  in  der  ersten,  positiv  in  der 

zweiten  Hälfte  der  Reihe.  Der  Werth  der  Reihe  muss  daher,  da  in  ihrer  zweiten 

Hälfte  die  Factoren  grösser  sind ,  positiv  ausfallen.    Wir  können  demnach 

behaupten,  dass  die  Wurzelwerthe  der  obigen  Gleichung,  welche  den  grossen 

Maximis  entsprechen,  zwischen  t  =  Imn  H und  2  =  2mnj  H liegen. 

Beide  Werthe  nähern  sich  mit  wachsendem  n  der  gemeinschaftlichen  Grenze 

,           litRsin'^  ,  ^  _  ,       .,  _         .  _  .        ,     ^  , 

2mjt;  da  2= ist,  unter  R  den  Abstand  zweier  aufeinanderfolgen- 

A 

den  Ringe  und  unter  tf;  den  Beugungswinkel  verstanden,  so  können  wir 
folgenden  Satz  aussprechen : 

Im  Beugungsbilde  eines  Gitters  aus  sehr  vielen  gleich- 
weit abstehenden  concentrischen  Kreisen  treten  helle  Ringe 

auf,  wenn  nahezu 

/{ 5m  tf;  =  m  il , 

d.h.  wenn  der  Gangunterschied  der  entsprechenden  Strah- 
len zweier  aufeinanderfolgender  Gitterringe  nahezu  (etwas 
mehr    als)    eine    ganze    Anzahl    von    Wellenlängen    beträgt. 

Aus  dem  genäherten  Ausdruck  für  C  ergiebt  sich  ferner  noch,  dass  die 
Intensitäten  der  hellen  Ri  nge  sich  umgekehrt  verhalten  wie 
die  zugehörigen  Werthe  von  z,  also  nahezu  umgekehrt  wie 
die  geraden  Zahlen  2,  4,  6,  8  etc. 

Wir  ersehen  daraus,  dass  die  farbigen,  innen  violetten,  aussen  rothen 
Höfe,  welche  ein  weisser  Lichtpunkt  durch  ein  Kreisgitter  betrachtet  zeigt, 
wesentlich  verschieden  sind  von  den  Höfen ^  welche  durch  zahlreiche  im 
Gesichtsfeld  unregelmässig  vertheilte  kreisrunde  Körperchen  (Lycopodium- 
Sporen,  Nebelbläschpn)  erzeugt  werden.     Diese  letzteren  entsprechen  den 
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hellen  RiDgen,  welche  im  Bengnngsbilde  einer  einzigen  kreisrunden  Oeff- 
nnng  erscheinen*  und  sind  daher,  was  ihre  Lage  nnd  Intensität  anlangt, 
den  oben  für  diesen  Fall  entwickelten  Gesetzen  unterworfen.-  Die  Höfe 
des  Kreisgitters  dagegen  sind  sehr  nahe  verwandt  mit  den  durch  Stabgitter 
erzeugten  Beugungsspectren. 

Ist  die  Anzahl  der  Gitterringe  eine  beschränkte,  so  lassen  sich  die 
grossen  Mazima  mit  hinlänglicher  Genauigkeit  und  ohne  grosse  Mühe  aus  der 

obigen  Sinusgleichung  finden,  indem  man  yon  z=^2  mn  H sls  einer  ersten 

Annäherung  ausgeht  und  die  noch  hinzuzufügende  Correctur  £  etwa  durch 
die  Newton  Vhe  Näherangsmethode  berechnet.    Danach  wäre 

Bei  dem  dreiringigen  Gitter  z.  B.  findet  man  für  das  erste  grosse  Maximum  zu- 

n 
nächst  z  =  27c+  —  ==  0)54;  die  vorstehende  Formel  liefert  alsdann  e  =  0,05, 

folglich  hat  man  z  =0,50,  denselben  Werth,  welchen  man  auch  durch  Auf- 
lösung der  Gleichung 

J'(5)  +  2M*(22)  +  3*J'(3r)  =  0  ' 
findet. 

Diese  für  ein  Kreisgitter  mit  äquidistanten  Ringen  abgeleiteten  Resul- 
tate ergaben  sich  durch  Specialiäiruug  des  allgemeineren  Ausdrucks 

welcher  in  jedem  Falle  noch  durch 

27cß{B+R'  +  E^'+..  .) 

dividirt  werden  muss.  Dieser  allgemeinere  Ausdruck  gilt  aber  für  jedes 
System  concentrischer,  gleicbbreiter,  dabei  jedoch  sehr  schmaler  Kreis- 
ringe, nach  welchem  Gesetze  dieselben  auch  unter  sich  gruppirt  sein  mögen, 
also  namentlich  auch,  wenn  die  einzelnen  schmalen  Ringe  ohne  dunkle 
Zwischenräume  unmittelbar  an  einander  stossen.  Dies  ist  der  Fall  bei 
einer  jeden  beliebigen  ringförmigen  Oeffnung,  wenn  wir  uns  dieselbe  durch 
concentrische  Kreise  in  schmale  Ringe  von  der  Breite  ßs=:  dB  zerlegt  den- 
ken. Wir  können  also  unsere  Formel  auch  auf  den  schon  bebandelten  Fall 
der  ringförmigen  Oeffnung  anwenden,  und  erbalten  für  sie,  wenn  sich  auf 
diesem  Wege  das  oben  schon  gefundene  Resultat  ergiebt,  eine  erwünschte 
Probe. 

Ist  R  der  innere,  R^  der  äussere  Radius  der  ringförmigen  Oeffnung, 
80  hat  man  in  obigem  Ausdruck  R^RyJC^R  +  dRy  Ä"=/?  +  2rfÄ,... 


*  Vergl.    die    Fraunhofer' «chen    Beug^ngseracheinungen    in    elementarer 
Darstellung  §  24.    Schlömilch*»  Zeitschrift  Jahrg.  XIY. 

12* 
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Ä^»)  =  Ä  +  ;j(fÄ==Äi,  ferner  2'=  2  + dz,  z"  =  z  +  2dz,  . . .  2(»)  =  t  +  /idt 
=  Zi  zu  setzen.     Derselbe  lautet  alsdann 
ZndR  [RJ^{z)+{R  +  dE)  J^{z+dz)  +  {R  +  2dR)  J<^{z  +  2dz)+    .. 

+  {R  +  ndR)J\z  +  ndz)] 
oder,  wenn  man  mittelst  der  Relation 

2n  R  sin  ib 

2  = - 

k 

R  und  dR  durch   z   und  dz   ausdrtiekt,   d.  h.  Ä  =  .  z  und   dR 

2 11  sin  'üf 

=   -^...  setzt: 
2;c  stnij; 

+  {z+  ndz)  7*>  (2  +  ndr)]  dz  , 
wo  die  eingeklammerte  und  noch  mit  dz  multiplicirte  Summe  nichts  Anderes 
ist,  als  das  bestimmte  Integral 


zJ^{z).dz 


oder  auch 


/ 


fzr{z).dz''-fzj^{z).dz. 


0 
Nun  ist  aber  allgemein'" 

■ 

z 

zT-\z),dz  =  z^J^{z), 

o 
demnach  für  v  =  1 


z 


z 

CzP(z)dz=^zJ'{z). 


0 
Der  Zähler  des  gesuchten  Ausdrucks  ergiebt  sich  also  in  folgender  Gestalt 

der  Nenner  dagegen  heisst 

2ndR{R+  R  +  dR  +  R  +  2dR  +  ..  .  +  R+ndR) 

—      -    - —  {z  +  z4-  dz  +  z  +2dz+  ,  .  ,  +  z  +  ndz)  dz 

z. 


= r-i —   f  Z  dz=    r —   . 

2  n  stn'  i\fj  2n  sin*  iff        2 


•  1.  c.  §  8. 
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Wir  haben  demnach  für  die  ringförmige  Oeffnang 


v-^' 


Istnnn,  wie  früher  angenommen  wurde,  Ä  =  ^Äi,  so  hat  man  auch  ^z=Qz^^ 
und  der  vorstehende  Ausdruck  wird ,  wenn  der  jetzt  überflüssig  gewordene 
Index  von  Z|  wegbleibt: 

also  gonau  so,  wie  oben  direct  gefunden  wurde.  Es  bedarf  kaum  der  Er- 
wähnung, dass  auch  der  specielle  Fall  einer  vollen  Kreisöffnung  für  ^  =  0 
hierin  enthalten  ist. 

Unter  den  durch  krummlinig  begrenzte  Oeffnungen  hervorgebrachten 
Beugungserscheinungen  bieten  die  bisher  behandelten  F^lle  (Kreis,  Kreis- 
ring, Kreisgitter),  weil  sie  experimentell  leicht  realisirbar  sind,  das  hervor- 
ragendste Interesse  dar.  Die  elliptische  Oeffnung,  welche  in  experimen- 
teller Hinsicht  zunächst  in  Betracht  käme,  lässt  sich  leicht  und  in  bekannter 
Weise  auf  die  Kreisöffnung  zurückführen.  Ausserdem  lassen  sich  für  an- 
dere Begrenzungscnrven  noch  manche  Resultate  gewinnen,  welchen  aber 
nur  theoretisches  Interesse  beigemessen  werden  kann.  Da  es  jedoch  unsere 
Absicht  ist,  auf  die  ausgedehnte  Rolle  hinzuweisen,  welche  den  BesseT- 
schen  Functionen  in  der  Theorie  der  Beugung  zukommt,  sei  es  gestattet, 
noch  eine  Gruppe  von  Fällen  kurz  zu  berühren,  welche  durch  BesseT- 
sche  Functionen  wenigstens  eine  theilweise  Lösung  finden. 

Nehmen  wir  an,  die  beugende  Oeffnung  werde  sowohl  durch  die  Ab- 
scissen-  als  Ordinatenaxe  symmetrisch  halbirt,  so  verschwindet  das  Doppel- 
integral  S;  beschränken  wir  ferner  unsere  Betrachtung  auf  die  Ab- 
scissenaxe  des  Beugungbildes,  d.  h.  setzen  wir  rc=0,  so  wird  das  Doppel- 
integral C 

6'=/       j cos  qx  ,  dy  dx  =2  j cosqx  .ydx » 
—  a    ^  y  —  a 

Ist  nun  y=  (a*  —  a?*)*''"*,  wo  v  reell  und  >•  —  }  gedacht  wird,  so  hat  man 

C=^2  jcosgx.(a^  —  x^)^~.dx 

oderj  wenn  a?  =  flM  substituirt  und  ag  s=  z  gesetzt  wird 

+  1 
C^*Za      icoszu.{\''tf)      ^,du. 
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r^'^"*^^^'^"^^^«^^^^"^"-^^^''"  '^^•^ 


Nun  ist  aber 

cos  2 w  (1  -  ««)•'- 1 .  (/w  =  ]/n.  ^Jl^±l^  J^{z) , 

—  l 
folglicb 


C  =  2^  +  1  .  a^v  ,  j/y^  ,  j-(y  +  1)  ^ 


2»' 


Nimmt  man  die  Lichtstärke  in  der  Mitte  des  Bougungsbildes  (z=:0)  zur 
Einheit,  so  mnss  dieser  Ausdruck  noch  durch  den  Flächeninhalt  der  Oeff- 
mmg,  nämlich  durch 

H-fl  +1 

—  ß  —  l 

dividirt  werden.  '  Man  hat  alsdann 

Setzt  man  z.  B.  v  =  | ,  so  ist 

die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Axe  in  die  Ordinatenaxe  fällt,  und 
deren  Schenkel  die  Abscissenaxe  in  den  Punkten  —  a  und  +  ^  schneiden; 
ihr  Scheitel  ist  um  dieselbe  Grösse  a  vom  Anfangspunkte  entfernt.  Zwei 
solche  Parabelstücke,  welche  die  Coordinatenazen  in  der  Entfernung  a  vom 
Anfangspunkte  durchschneiden ,  begrenzen ,  symmetrisch  zur  Abscissenaxe, 
die  beugende  Oeffnung.     Da  nun* 


.1            -1/2  /sin  z  \ 

J«U)=^_(^_ cosz), 


ferner 

r(4)  =  1.2.3, 

r(2)  =  i 

so  wird  die  Intensität  auf  der  Abscissenaxe  des  Beugungsbildes  jener  para- 
bolisch begrenzten  Oeffnung  gegeben  durch  das  Quadrat  des  Ausdrucks 

Wie  man  sieht,  verschwindet  C  gerade  für  diejenigen  Werthe  von  z, 
welche zu  eine.m  Maximum  oder  Minimum  machen.     Das  Quadrat  von 

giebt  aber  bekanntlich  die  Lichtstärke  an  auf  der  Abscissenaxe  des 


•  c.  1.  §  16. 
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Beugungsbildes  einer  rechteckigen  Oefifuung  von  der  Breite  2a;  wir  er- 
kennen also,  dass  jene  parabolisch  begrenzte  Oeffhung  gerade  an  jenen 
Stellen  Dunkelheit  hervorbringt ,  an  welchen  bei  einer  gleichbreiten  recht- 
eckigen Oeffhung  die  Intensitätsmazima  erscheinen. 

Der  Fall  des  Hechtecks  ist  übrigens  auch  in  unserer  allgemeinen  For- 
mel für  C'  enthalten.  Setzen  wir  nämlich  v  s=  ^,  so  ist  y  =  1  und  wir  haben 
es  mit  einer  rechteckigen  Oeffnung  von  der  Höhe  2  und  der  Breite  2  a  zu 
thun.     Dann  hat  man 


^'=/|. 


oder,  weil 


ist :  , sin  z 

z 
Bedenken  wir  endlich,  dass  sämmtliche  Intensitätsausdrücke  für  gerad- 
linig begrenzte  Beugungsöffnungen  aus  9inu%  und  cosinus  zusammengesetzt 
sind ,  und  dass 

sim  =  j/  -^  .  J^(^z)     und     cosz=i  1/  —  .  J       (z) 

ist,  so  erkennen  wir,  dass  auch  alle  Aufgaben  über  die  Ben* 
gungserscheinungen  geradlinig  begrenzter  Oeffnungen 
durch  BesseTsche  Functionen  aufgelöst  werden  können. 
Für  eine  dreieckige  Oeffnung  z.  B.  findet  man  folgenden  Intensitätsausdruck  : 
„3        1    (  /sin  aV  ^  (sin  ßV         /sin  a  \  (sin  ß\  [ 

Darin  ist,  wenn  mit  l^  m^n  die  Cosinus  der  Winkel  bezeichnet  werden, 
welche  der  gebeugte  Strahl  resp.  mit  den  drei  Seiten  t^,  v,  w  der  dreieckigen 

Oeffnung  bildet, 

7t  Q       n  it 

a  = T**^»    P  =  "7^''*'  y  =  --rün 

n>  Ar  n 

7t 

d.  h.  die  Argumente  a,  |3,  y  sind  die  mit  —  multiplicirten  Projectionen  der 

Dreiecksseiten  auf  die  Richtung  der  gebeugten  Strahlen.  In  BesseTsche 
Functionen  umgeschrieben ,  lautet  nun  der  obige  Ausdruck  nicht  minder 
symmetrisch  wie  folgt: 

Ans  der  gegenwärtigen  Untersuchung  ergiebt  sich  also,  dass  die  B es- 
se Tschen  Functionen  in  der  Theorie  der  Fraunhofer'schen  Beugungser- 
scheinungen eine  überaus  umfangreiche  Rolle  spielen,  dass  sie  so  zusagen 
der  naturgemässe  analytische  Ausdtuck  für  diese  Art  mathematisch-physir 
kalischer  Probleme  sind. 
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Tab.I.     C=-./*(2'). 


z 

• 

C 

C« 

z 

C 

C* 

0,0 

+  1,000000 

1,000000 

3.0 

+  0,226039 

0,051093 

0.1 

0,998750 

0,997501 

3,1 

0.194143 

0.037691 

0.2 

0.995008 

0,990041 

3.2 

0.163339 

0.026679 

0,3 

0.988792 

0,977709 

3.3 

0.133735 

0.017885 

0.4 

0.980133 

0,960660 

3.4 

0.105427 

0,011114 

0,5 

0,969074 

0,939104 

3.5 

0,078502 

0.006162 

'   0,6 

0,955670 

0.913305 

3,6 

0,053037 

0.002812 

0.7 

0.939988 

0.883577 

3.7 

0,029099 

0.00084Ö 

0.8 

0,922105 

0.850277 

3.8 

+  0,006748 

0.000045 

0.9 

0,902109 

0.813800 

3.9 

—  0,013971 

0,000195 

1.0 

0.880101 

0,774577 

4.0 

0,033022 

0.001090 

l.l 

0.856186 

0.733054 

4,1 

0,050377 

0.002537 

1,2 

0.830482 

0.689700 

4.2 

0,006022 

0.004358 

1.3 

0.803113 

0.644990 

4.3 

0,0799S^2 

0,006392 

1.4 

0,774211 

0.599402 

4.4 

0.092171 

0.008495 

1.5 

.   0.743916 

0.553411 

4.5 

0,102694 

0,010546 

1.6 

0.712370 

0.507471 

4.6 

0,111545 

0,012442 

»•^ 

0,679723 

0.462023 

4.7 

0,118758 

0,014103 

1.8 

0.646130 

0,417484 

4.8 

0,124375 

0,015409 

1.0 

0.611743 

0,374229 

4.9 

0,128447 

0.016498 

2.0 

0.570725 

0,332611 

5.0 

0,131032 

0,017169 

2.1 

0,541231 

0.292931 

5.1 

0,132195 

0,017475 

2.2 

0.505421 

0,255450 

5.2 

0.132009 

0,017426 

2.3 

0.409455 

0,220388 

5.3 

0.130551 

0,017043 

2,4 

0.433488 

0,187911 

5.4 

0.127906 

0,016359 

2.5 

0,397675 

0,158141 

5.5 

0.124159 

0,015415 

2.« 

0,362169 

0,131166 

5.6 

0.119405 

0,015257 

2.7 

0.327112 

0,107002 

6.7 

0.113736 

0,012935 

2,8 

0,292649 

0,085643 

5,8 

0,107251 

0,011502 

2.9 

0,258915 

0,067037 

5,9 

0,100048 

0,010009 
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Tab.I.     C=:^.JHz). 

z 


z 

C 

C« 

z 

C 

et 

• 

6.0 

—  0.092228 

0.008506 

9.0 

+  0.054514 

0.002971 

6.1 

0.083890 

0.007037 

9.1 

0.051084 

0.002609 

6.2 

0.075135 

0,005645 

9.2 

0.047263 

0.002233 

6.3 

0.066059 

0,004363 

9.3 

0.043100 

0.001857 

6.4 

0,056762 

0.003221 

9.4 

0.038645 

0,001493 

6.5 

0.047335 

0.002240 

9.5 

0,033950 

0.001152 

6.6 

0.037873 

0.001434 

9.6 

0.029068 

0.000844 

6.7 

0.028460 

0.000810 

9.7 

0.024049 

0.000578 

6.8 

0.019182 

0.000368 

9.8 

0.018947 

0.000359 

6.9 

0,010117 

0.000102 

9.9 

0.013812 

0.000190 

7.0 

—  0,001338 

0,000001 

10.0 

0,008695 

0.000075 

7.1 

+  0.007085 

0,000050 

10.1 

+  0,003643 

0,000013 

7.2 

0.015090 

0,000227 

10,2 

—  0.001297 

0,000001 

7.3 

0,022622 

0,000511 

10.3 

0.006081 

0,000037 

7,4 

0,029628 

0.000877 

10.4 

0.010668 

0,000113 

7.5 

0,036066 

0.001300 

10.5 

0.015019 

0.000225 

7.6 

0,041898 

Ü.001755 

10.6 

0.019100 

0.000364 

7.7 

0.047094 

0,002217 

10.7 

0.022878 

0.000523 

7.8 

0.051630 

0.002665 

10.8 

0.026327 

0,000693 

7,9 

0,055488 

0.003078 

10.0 

0.029422 

0,000865 

8,0 

0,058659 

0,003440 

11.0 

0,032143 

0,001033 

8,1 

0,061138 

0,003737 

11.1 

0,034474 

0,001188 

8.2 

0,062926 

0,003959 

11.2 

0.036402 

0.001325 

8.3 

0,064033 

0,004100 

11,3 

0.037921 

0,001438 

8.4 

0,064473 

0.004156 

11,4 

0.039026 

0,001523 

8.5 

0,064264 

0,004129 

11.5 

0.039718 

0,001577 

8.6 

0,063431 

0,004023 

11.6 

0.040000 

0,001600 

8.7 

0.062004 

0,003844 

11.7 

0.039880 

0,001590 

8.8 

0.060017 

0.003602 

11.8 

0.039370 

0.001549 

8,9 

0,057506 

0.003306 

11,9 

0,038485 

0,0014m 

466 


Ueber  die  Anwendung  der  Besselscben  Functionen  etc. 


'»'^''V  >^'V  *^i^'^^  V~*^  •»-  ■v  ■*.- 


Tab.  1.    C=-./i(2), 

z 


m 
m 

C 

C?« 

€ 

C 

C« 

12.0 

—  0.037241 

0,001386 

15.0 

+  0.027347 

0,000747 

12,1 

0.035661 

0.001271 

15.1 

0.026664 

0,000710 

12,2 

0,033768 

0,001140 

15,2 

0,025730 

0.000662 

12.3 

0.031587 

0,000997 

15.3 

0.024559 

0.000603 

12.4 

0.029147 

0,000849 

15,4 

0.023169 

0,000536 

12.5 

0,026477 

0,000701 

15,5 

0.021576 

0.000465 

12,6 

0.023610 

0,000557 

15.6 

0.019800 

0.000399  . 

12.7 

0.020577 

0.000423 

15.7 

0,017862 

0.000319 

12.8 

0,017411 

0.000303 

15.8 

0,015784 

0.000149 

12.9 

0,014147 

0,000200 

15.9 

0,013588 

0.000184 

13,0 

0.010818 

0,000117 

16.0 

0,011300 

0,000127 

13.1 

0,007458 

0.000055 

16,1 

0,008941 

0,000079 

13,2 

0.004101 

0.000016 

16.2 

0,006539 

0,000041 

13.3 

—  0,000778 

0.000001 

16.3 

0.004115 

0,000016 

13.4 

-h  0.002477 

0.000006 

16.4 

+  0,001695 

0,000102 

13.5 

0.005637 

0.000031 

16.5 

—  0,000699 

0,000000 

13.6 

0.008671 

0,000075 

16.6 

0,003042 

0,000009 

13,7 

0.011554 

0,000133 

16,7 

0,005313 

0,000028 

13.8 

0,014260 

0,000203 

16,8 

0,007491 

0.000056 

13.9 

0.016766 

0,000281 

16.9 

0,009556 

0.000091 

14,0 

0.019054 

0,000363 

17.0 

0.011490 

0.000132 

14.1 

0.021104 

0,000445 

17,1 

0.013277 

0.000176 

14.2 

0.022903 

0.000523 

17.2 

0.014901 

0.000222 

14,3 

0,024438 

0,000597 

17,3 

0.016349 

0.000267 

14.4 

0.025699 

0,000660 

17,4 

0.017611 

0.000310 

14.5 

0.026680 

0,000711 

17.5 

0,018677 

0.000348 

14.6 

0,027377 

0.000749 

17.6 

0,019539 

0,000381 

14.7 

0,027789 

0.000772 

17.7 

0,020193 

0.000407 

14.8 

0,027918 

0.000779 

17,8 

0,020636 

0.000425 

14.9 

0.027769 

0.000771 

17,9 

0,020868 

0,000435 

Von  Dr.  E.  Lommel. 
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Tab.I.    C= -./'(«). 


z 

C 

C* 

X 

C 

C« 

18,0 

—  0,020888 

0.000436 

19,0 

—  0,011127 

0,000123 

18,1 

0,020702 

0,000428 

19.1 

0,009426 

0,000088 

18,2 

0,020318 

0,000412 

19,2 

0,007659 

0,000058. 

18,8 

0;0l97t9 

0,000389 

19,8 

0,005844 

0,000034 

18,4 

0,018960 

0,000359 

19.4 

0,003998 

0,000015 

18.5 

0,018014 

0.000324 

19,5 

0,002141 

0.000004 

18,6 

0,016906 

0,000285 

19,6 

—  0,000292 

0,000000 

18.7 

0,015648 

0.000244 

19,7 

+  0,091533 

0,000002 

18,8 

0,014254 

0.000203 

19,8 

0,003315 

0,000010 

18,0 

0,012742 

0,000162 

19.9 

0,005037 

0,000025 

20,0 

0,00^683 

0,000044 

Tab.  I  a.     Nullwerthe. 


z 

Vielfache  von 
X 

• 

3,831706 

1.219670 

7.015587 

2.233130 

10.173467 

3.238315 

13,823690 

4.241062 

16,470631 

5.242765 

19.615861 

6,243923 

Tab.  Ib.     Maxima. 


j 

z 

C 

C« 

Vielfache  von 
X 

0,000000 

+  1,000000 

1.000000 

0 

5,135630 

—  0,132279 

0.017498  —  ^ 

1,634722 

8,417236 

+  0,064482 

0,004158  =  ^^ 

2.679300 

11.619857 

—  0.040008 

0,001601  -  -1-^ 

3.698715 

14,795938 

+  0.027919 

0.000779   -V* 

4,709693 

17,969820 

—  0.020905 

0,000437  -  ,i-^ 

5,716788 

16S 


Ueber  die  Anwendung  der  Bessprschen  Fanctionen  etc. 


Tab.  II.     C-^U'Jl^-^.l^m 


z 

C 

z 

C 

■ 

z 

C 

X 

0,0 

+  1,000000 

5,0 

—  0.307268 

10,0 

+  0.055271 

15.0 

+  0,024441 

0.2 

0.093748 

5,2 

0,296735 

10.2 

0.042336 

15,2 

0,020341 

0.4 

0.975175 

5.4 

0,279577 

10.4 

0.029779 

15,4 

0.016195 

O.ö 

0.944629 

5,6 

0.256756 

10.6 

0.018051 

15.6 

0.009194 

0,8 

0,902703 

5.8 

0.229307 

10.8 

+  0.007532 

15,8 

+  0,002549 

1,0 

0.850444 

6.0 

0.195651 

11,0 

—  0.001471 

16,0 

—  0,004487 

1,2 

0.788753 

6,2 

0.164895 

11.2 

0.003735 

16,2 

0.01ir)60 

1,4 

0.718959 

6,4 

0,130129 

UA 

0.014123 

16,4 

0.018715 

J.6 

0.642455 

6,6 

0.095076 

11.6 

0.017583 

16.6 

0.025400 

1.8 

a560804 

.  6,8 

0.060719 

11,8 

0,019144 

16,8 

0.031479 

2.0 

0.475600 

7,0 

—  0.027951 

12.0 

0.018912 

17,0 

0.036741 

2.2 

0,388500 

7.2 

+  0.002441 

12.2 

0,017061 

17,2 

0,041012 

2.4 

0.301157 

7.4 

0,029804 

12.4 

0.013817 

17.4 

0.044149 

2.6 

0.215188 

7.6 

0,053615 

12.6 

0.009460 

17.6 

0.046057 

2.8 

0.132128 

7.8 

0,073497 

12.8 

—  0,004295 

17,8 

0.046683 

3.0 

+  0.053413 

1 
8,0 

0,089219 

13.0 

+  0,001355 

18.0 

0.046021 

3.2 

—  0,019671 

8.2 

0,100603 

13,2 

0.007156 

18,2 

0.044112 

3.4 

0.086005 

8,4 

0.107971 

13.4 

0,012789 

18.4 

0.041035 

3.6 

0,144660 

8,0 

0,111225 

13.6 

0.017955 

18,6 

0,036908 

3.8 

0.194917 

83 

0,110747 

13.8 

0.022385 

18,8 

0.031887 

4,0 

0.236271 

9,0 

0,106017 

14.0 

0,025851 

19,0 

0,026152 

4.2 

0.268440 

9.2 

0,100199 

14.2 

0,028176 

19.2 

0.019901 

4,4 

0.291368 

9,4 

0.091112 

14.4 

0,029236 

19,4 

0,013347 

4.6 

0,305212 

9.6 

0.080216 

14,6 

0,028963 

19,6 

0,006705 

4,8 

0,310329 

9.8 

0,068079 

14.8 

0,027348 

19.8 
20,0 

—  0.000184 
+  0,006012 

Von  t>r.  E.  iiOHMEL. 
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Tab.  III.     C  =  -i[J«(2)+2J»(2r)  +  3y°(32)]. 


z 

C 

z 

• 

C 

0,0 

+  1,000000 

4.0 

+  0,014870 

0.2 

0.941139 

4.2 

0,041597 

0.4 

0,777728 

4.4 

0,047126 

0.6 

0.545706 

4,6 

+  0,002229 

0.8 

0.294102 

4.8 

—  0,056488 

1.0 

+  0.072137 

5,0 

0.118690 

1.2 

—  0.083193 

2.2 

0,162169 

1.4 

0.155481 

5.4 

.  0.169240 

1.6 

0.151041 

5,6 

0.132822 

1.8 

0.094530 

5,8 

+  0.059006 

2.0 

—  0.019746 

6.0 

+  0,034326 

2.2 

+  0,041329 

6.2 

0.123497 

2,4 

0.067812 

6.4 

0.185756 

2.6 

0,054806 

6,6 

0.206417 

2,8 

+  0,012730 

6.8 

0.180942 

8.0 

—  0.038294 

7.0 

0,124822 

3.2 

0.076750 

7,2 

+  0,051851 

3.4 

0,087826 

7.4 

—  0,027370 

3.6 

0.068539 

Grosses  Maximum 

3.8 

—  0.028211 

6.59 

+0.206468 

VI. 

Die  Theorie  der  canstiBchen  Linien  und  Flächen  in 
ihrer  geschichtlichen  Entwickelang. 

Von 

Dr.  Ferdinand  Bössee, 

Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  am  Gjmnasinm  zn  Entin. 

(Hierzu  Taf.  HI,  Fig.  I  — 13.) 

Die  canstischen  Linien  nnd  Flächen  bieten  ein  interessantes  Beispiel 
für  die  ansserord entlieh  langsame  Ausbildung  einer  wissenschaftlichen 
Theorie.  Darch  die  Arbeiten  von  Oergonne,  Mains,  Qneteletu.  A. 
hat  die  Lehre  yon  jenen  Linien  und  Flächen  eine  solche  Allgemeinheit  nnd 
Klarheit  gewonnen,  dass  in  dieser  Hinsicht  nichts  mehr  zu  wünschen  Übrig 
bleibt.  Die  Endresoltate  sind  aber  so  äusserst  einfach,  dass  sich  ihre  Ent- 
decker selbst  darüber  wunderten,  dass  dieselben  so  lange  verborgen  geblie- 
ben waren.  Dass  die  Ursache  dieser  langsamen  Entwickelung  nicht  in 
einem  Mangel  an  Interesse  für  den  Gregenstand  zu  suchen  ist,  dafür  zeugen 
die  zahlreichen,  zum  Theil  überaus  mühsamen  Arbeiten  der  verschiedensten 
Mathematiker  von  Cartesins  an  bis  auf  die  neuere  Zeit.  Der  Grund 
könnte  vielleicht  eher  darin  gesucht  werden,  dass  man  die  einfache  physi- 
kalische Ursache  jener  Gebilde  zu  sehr  aus  den  Augen  verlor  und  diese 
einer  Betrachtungsweise  unterwarf,  welche  so  zn  sagen  zu  abstract  mathe- 
matisch war.  Es  wird  sich  im  Folgenden  zeigen,  dass  die  allgemeinen 
Sätze,  welche  so  spät  und  zum  Theil  durch  sehr  schwierige  analytische 
Untersuchungen  gefunden  wurden^  sich  ganz  einfach  aus  den  Principien  der 
Undnlationstheorie  ableiten  lassen. 

Die  Hauptaufgabe,  die  wir  uns  hier  gestellt  haben,  ist  jedoch  nicht 
die  Zurückführung  jener  Sätze  auf  ihre  physikalische  Grundlage,  sondern 
es  soll  hier  der  Weg  nachgewiesen  werden ,  den  die  fragliche  Lehre  wirk- 
lich genommen  hat,  um  zu  jenen  Endresultaten  zn  gelangen.  Dass  dieser 
Weg  durch  grössere  Berücksichtigung  der  physikalischen  Verhältnisse  hätte 
abgekürzt  werden  können,  mag  dann  nur  anhangsweise  dargethan  werden. 
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Die  Entwickelung  der  canstischen  Theorie  bietet  zwei  von  einander 
scharf  abgegrenzte  Perioden  dar:  in  der  ersten  derselben  waren  die  Unter- 
snchnngen  fast  ausschliesslich  auf  die  Beschaffenheit  der  einzelnen 
Brennlinien  gerichtet  ^  während  die  Bemühungen  der  zweiten  vorwiegend 
die  Ausbildung  der  allgemeinen  Theorie  jener  Linien  bezweckten. 

Sucht  man  die  ersten  Anfänge  der  Theorie  auf,  so  dürften  zunächst 
zwei  Mathematiker  zu  nennen  sein ,  die  zwar  jene  Lehre  noch  nicht  selbst 
behandelt,  aber  doch  Principien  aufgestellt  haben,  welche  sich  für  die  Be- 
handlung derselben  als  äusserst  fruchtbar  erweisen:  wir  meinen  Hujghens 
und  Cartesius. 

Das  von  Huyghens  herrübrende  Princip  ist  eine  einfache  Conse- 
quenz  seiner  Undulationstheorie :  Nach  dieser  wird  bekanntlich  jedes  durch 
eine  Lichtwelle  getroffene  und  in  Bewegung  gesetzte  Aethertheilchen  der 
Mittelpunkt  neuer,  kugelförmiger  Wellen.  Es  möge  nun  (Fig.  1)  Ä  einen 
leuchtenden  Punkt  bedeuten;  dann  wird  —  wenn  wir  hier  der  Einfachheit 
des  Ausdrucks  wegen  nur  die  Ebene  berücksichtigen  —  ein  jeder  um  A  ge- 
zogener Kreis  die  Form  der  von  diesem  Punkte  ausgehenden  Lichtwellen 
so  lange  vorstellen  können ,  als  das  Licht  nach  allen  Seiten  mit  gleicher 
Geschwindigkeit  fortschreiten  kann.  Bedeutet  dagegen  eine  beliebige  Cnrve 
iKfiV  die  Grenze  des  Mittels,  in  welchem  sich  A  befindet,  gegen  ein  zweites 
von  verschiedener,  z.  B.  geringerer  Brecbungskraft,  dann  wird  die  Form 
jener  Lichtwelle  sich  ändern.  Zieht  man  nämlich  nun  einen  Kreis  um  A^ 
der  jene  Curve  Mli  in  zwei  Punkten  i^  und  S  schneidet,  dann  kann  dieser 
die  Welle  vorstellen ,  welche  in  einer  gewissen  Zeit  um  A  entstanden  sein 
würde,  wenn  jene  Verschiedenheit  der  beiden  Medien  nicht  vorhanden 
wäre.  Ohne  dieselbe  würde  also  das  Licht,  während  es  sich  von  A  bis  P 
oder  S  foffpfianzt^  auch  z.  B.  in  der  Eichtung  AOQ  ebenso  weit  fortschrei- 
ten. Um  den  Punkt  0,  in  welchem  diese  Richtung  die  Trennungscurve  J/iV 
trifft,  entsteht  jedoch  eine  neue  Welle,  deren  Radius  OR  zu  OQ  in  dem 
Verhältnisse  der  Geschwindigkeiten  des  Lichtes  in  dem  ersten  und  in  dem 
zweiten  Medium  steht,  so  dass  der  Strahl  AO  nur  bis  zur  Peripherie  dieser 
neuen  Welle  fortschreitet,  während  ein  anderier  von  A  bis  P  oder  S  gelangt. 
Da  nun  ein  jeder  Punkt  der  Curve  MN  zwischen  P  und  S  in  ähnlicher 
W^ise  zum  Mittelpunkte  einer  neuen  kreisbogenförmigen  Elementarwelle 
wird,  so  kann  die  durch  Interferenz  dieser  Elementarwellen  entstehende, 
zwischen  P  und  Q  liegende  gebrochene  Welle  offenbar  als  die  einhüllende 
Curve  aller  Kreise  definirt  werden,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Trennungs- 
curve Mli  liegen  und  deren  Radien  zu  dem  Abstände  der  Mittelpunkte  von 
der  Kreisperipherie  PQS  in  dem  constanten  Verhältnisse  stehen,  welches 
die  Geschwindigkeiten  des  Lichtes  in  dem  zweiten  und  in  dem  ersten  Me- 
dium zu  einander  bilden. 

Die  Form  der  gebrochenen  Welle  bleibt  nun  dieselbe,  wenn  diese  wei- 
ter fortschreitet,  da  die  Geschwindigkeit  des  Lichts  in  dem  neuen  Medium 
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gleich  bleibt,  so  dass  alle  dieCurven,  welche  die  verschiedenen  Zeitpunkten 
entsprechenden  Wellen  darstellen,  einander  parallel  bleiben.  Handelt  es 
sich  also  nicht  um  die  einem  einzelnen  Zeitpunkte  entsprechende  Welle, 
sondern  um  die  allgemeine  Form  derselben,  so  kann  statt  jenes  Kreises 
PQS  ein  um  A  mit  ganz  beliebigem  Halbmesser  beschriebener  Kreis,  also 
auch  der  Punkt  A  selbst  substituirt  werden.  Im  letzteren  Falle  hat  man 
also  den  Satz : 

Treffen  die  von  einem  Punkte  j4  ausgehenden  Strahlen  auf  die  Tren- 
nungscurve  M  N  zweier  Medien,  so  ist  die  gebrochene  Welle  die  einhüllende 
Curve  aller  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  der  brechenden  Curve  liegen 
und  deren  Radien  zu  der  Entfernung  der  Mittelpunkte  von  dem  Punkte  A 
in  dem  constanten  Verhältnisse  stehen,  welches  die  Geschwindigkeiten  des 
Lichtes  in  dem  zweiten  und  in  dem  ersten  Medium  zu  einander  bilden. 

Berücksichtigt  man,  dass  die  gebrochenen  Strahlen  auf  der  gebroche- 
nen Welle  senkrecht  stehen ,  sowie  dass  statt  des  genannten  Verhältnisses 
dasjenige  gesetzt  werden  darf,  welches  die  Sinus  des  Einfalls-  und  des 
Brechungswinkels  bilden,  so  kann  man  dem  Satze  die  Form  geben: 

Die  von  A  ausgehenden,  durch  itfiV  gebrochenen  Strahlen  stehen  senk- 
recht auf  der  Enveloppe  der  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  der  brechenden 
Curve  liegen  und  deren  Radien  zu  der  Entfernung  der  Mittelpunkte  von 
dem  leuchtenden  Punkte  in  dem  constanten  Brechungsverhältnisse  stehen. 

Man  sieht,  dass  dieser  Satz  leicht  verallgemeinert  werden  und  nament- 
lich sofort  auf  den  Raum  übertragen  werden  kann;  doch  gehen  wir  hierauf 
jetzt  noch  nicht  näher  ein,  sondern  bemerken  nur,  dass  Hujghens  selbst 
schon  die  gebrochene  Welle  als  die  Enveloppe  jener  Kreise  betrachtet,  da- 
gegen die  Evolute  derselben,  d.h.  die  Brennlinie  der  gebrochenep.  Strahlen 
noch  nicht  bestimmt  hat;  dass  der  genannte  Satz  aber  von  Zeitgenossen  und 
Späteren  gänzlich,  unbeachtet  geblieben  zu  sein  scheint  und  erst  im  gegen- 
wärtigen Jahrhundert  als  Resultat  aualytischer  Untersuchungen  neu  auf- 
gefunden wurde. 

Selbst  nachdem  jiies  gt^schehen  war,  ^kannte  man  in  jener  Enveloppe 
nur  die  Evolvente  der  Brennlinie,  ohne  deren  physikalische  Bedeutung  so- 
gleich zu  finden. 

Die  fragliche  Enveloppe  lässt  sich  auch  definiren  als  der  geometrische 
Ort  derjenigen  Punkte,  für  welche  die  Entfernungen  von  der  brechenden 
Curve  und  von  einem  festen  Kreise  in  einem  constanten  Verhältnisse  stehen. 
Lässt  man  nun  die  brechende  Curve  ebenfalls  einen  Kreis  sein ,  dann  wird 
jene  Enveloppe  der  geometrische  Ort  der  Punkte,  deren  Abstände  von  zwei 
festen  Kreisperipherien  in  einem  constanten  Verhältnisse  stehen. 

Dieser  Definition  zufolge  sind  die  genannten  Curven  identisch  mit  den 
berühmten  Ovalen  des  Descartes,  die  nun  zu  besprechen  wären.  Des- 
cartes  war,'  wie  es  scheint,  der  Erste,  welcher  zeigte,  dass  parallel  auffal- 
lende Strahlen  nach  der  Brechung  durch  eine  Ellipse  als  Treunungscurve 
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zweier  Medien  in  deren  einem  Brennpunkte  vereinigt  werden,  wenn  das 
Verhältniss  der  Excentricität  derselben  %a  ihrer  grossen  Halbaxe  gleich 
dem  coQstanten  BrecbuDgaverhältnisse  ist.  (Dioptriqne  S.  92flgg.)  Er 
Süchte  nnn  auch  Carven,  welche  durch  Brechung  die  von  einem  in  endlicher 
.  Entfernung  liegenden  Funkte  ausgehenden  Strahlen  in  einem  zweiten  ge- 
gebenen Punkte  vereinigen  und  fand  dieselben  in  den  sogenannten  Ovalen, 
oder  wie  sie  seit  Herschel  genannt  werden,  den  aplanetischen  Linien. 

Wir  wollen  die  Identität  dieser  Curven  mit  den  obigen  Enveloppen, 
um  nicht  zu  weitläufig  zu  werden ,  nur  für  den  Fall  der  ersten  von  den  vier 
Descartes'schen  Ovalen  nachweisen.  Die  Construction  derselben  ist 
(nach  Geomälrie  S.  352)  folgende : 

In  einer  Geraden  (Fig.  2)  sind  drei  Punkte  F,  A  und  Q  gegeben. 
Durch  A  geht  unter  beliebigem  Winkel  eine  zweite  Linie  AR=i  AG,  Be- 
schreibt man  nun  um  Fals  Mittelpunkt  mit  beliebigem  Halbmesser  FS>FA 
einen  Kreis  und  zieht  eine  Gerade  57",  so  dass  ^  J  zu  ASm  einem  constan- 
ten  Verhältnisse  steht;  zieht  man  endlich  um  G  einen  Kreis  mit  dem  Radius 
RT^  so  sind  die  Durchschnittspunkte  My  M'  der  Kreise  um  F  und  um  G 
Punkte  der  ersten  Ovalen.  Zieht  man  nun  um  F  einen  Kreis  mit  dem  Ra- 
dius FA  und  um  G  einen  zweiten  mit  dem  Radius  GAy  dann  ist  der  Abstand 
des  Punktes  M  von  dem  um  G  beschriebenen  Kreise  gleich  AT  (weil  GM 
=^RT)  und  sein  Abstand  von  dem  um  F  beschriebenen  Kreise  gleich  AS, 
Allgemein  stehen  also  die  Abstände  der  Punkte  Hf  von  den  beiden  Kreis- 
peripherien in  dem  constanten  Verhältnisse  AS:  AT,  Betrachtet  man  z.  B. 
F  als  den  leuchtenden  Punkt,  den  um  G  mit  dem  Halbmesser  G  A  beschrie- 
neu  Kreis  als  die  brechende  Curve ,  dann  giebt  nach  dem  Obigen  der  Ort 
des  Punktes  itf  die  Form  der  durch  den  Kreis  gebrochenen  Welle  an. 

In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  auch  die  anderen  Formen  der  Des- 
c  artesischen  Ovalen  leicht  als  solche  Enveloppen,  oder  was  dasselbe  ist, 
als  Evolventen  von  Brennlinien  auffassen.  Da  jedoch  diese  Identität  erst 
sehr  spät  —  durch  die  Untersuchungen  von  Sturm  und  von  Quetelet  — 
entdeckt  wurde,  so  mag  das  Vorangehende  genügen,  um  auf  das  Verdienst 
des  Cartesius  aufmerksam  zu  machen,  das  demselben  für  die  Untersuch- 
ung der  in  der  Theorie  der  Brennlinien  später  so  wichtig  gewordenen  Cur- 
ven gebührt. 

Nur  eine  Bemerkung  mag  hier  noch  zugefügt  werden,  nämlich  dass  die 
Ovalen  vom  vierten  Grade  sind  und  im  Allgemeinen  aus  zwei  conjugirten 
Curven  bestehen,  was  in  der  „Geomeirie'^'  nicht  erwähnt  ist  und  daher  ihrem 
Entdecker  entgangen  zu  sein  scheint. 

Hatte  Huyghens  sowohl,  wie  Descartes  nur  die  Evolventen 
von  Brennlinien  untersucht  und  Letzterer  sogar,  ohne  sie  als  solche  zu  er- 
kennen, so  gebührt  das  Verdienst,  zuerst  die  Aufmerksamkeit  der  Mathe- 
matiker auf  jene  Curven  selbst  gelenkt  zu  haben,  dem  Deutschen  T  s  c  h  i  r  n  - 
haus.      Er  geht  selbstverständlich   von  den  einfachsten  Fällen   aus  und 
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nntersncht  zunächst  die  Catacanstik  des  Kreises  für  parallel  auffallende 
Strahlen. 

Im  Jahre  1682  liess  er  seine  erste  Arbeit  über  diesen  Gegenstand  in 
den  Leipziger  ^^Acta  eruditorum^^  erscheinen  nnd  sandte  sie  gleichzeitig  der 
Pariser  Akademie  der  Wissenschaften  zu.  Die  letztere  übergab  sie  einer 
ans  Lahire,  Cassini  nnd  Mario tte  bestehenden  Commission  zur  Prü- 
fung und  diese  erkannte  Tscbirnhaus'  Losung,  die  er  ohne  Beweis 
gegeben  hatte,  leider  als  falsch.'  Er  hatte  sich  dabei  ofTenbar  durch  gewisse 
Aehnlichkeiten,  welche  zwischen  der  Catacanstik  des  Kreises  für  parallele 
Strahlen  nnd  der  von  ihm  angegebenen  Curve  hinsichtlich  der  Form  und 
der  Quadratur  bestehen ,  zu  seinem  Irrthume  verleiten  lassen ,  auf  den  wir 
bei  der  Besprechung  jener  Catacanstik  zurückkommen  werden. 

Nach  acht  Jahren,  im  Februar  1690,  gab  er  eine  berichtigte,  allgemeine 
Methode  zur  Untersuchung  der  Catakaustiken ,  nebst  Anwendungen  auf  ver- 
schiedene Beispiele ,  und  veröffentlichte  diese  Arbeit  ebenfalls  in  den  „Ada 
erudiiorum^^.  Diese  neue  Methode  beruht  auf  der  Bestimmung  der  Länge  des 
reflectirten  Strahles,  wenn  di^se  von  dem  Einfallspunkte  bis  zu  dem  Durch- 
schnitte mit  einem  unendlich  nahen  Strahle  gerechnet  wird.  Der  Ausdruck, 
den  Tschirnhaus  für  diese  Länge  giebt,  ist  jedoch  ziemlich  complicirt, 
da  zu  dessen  Ableitung  die  damals  eben  erst  erfundene  Differentialrechnung 
noch  nicht  benutzt  wird  und  darin  ausser  den  Ordinaten  —  die  parallel  zur 
Hichtung  der  einfallenden  Strahlen  gewählt  werden  —  und  deren  Zuwachs, 
sowie  dem  Zuwachs  der  Abscissen  für  einen  unendlich  nahe  auffallenden 
zweiten  Strahl  auch  die  Subnormalen  sowohl  des  ersten,  als  des  zweiten  re- 
flectirten Strahles  vorkommen.  Nennt  man  nämlich  die  Ordinate  der  re- 
flectirenden  Curve  y,  deren  Zuwachs  ^,  den  Zuwachs  der  Abscisse  o,  die 
Subnormale  für  den  ersten  Strahl  s  und  die  für  den  folgenden  ^i ,  so  heisst 
nach  Tschirnhaus  der  Ausdruck  für  die  Länge  des  reflectirten  Strahles, 
diese  v<fm  Einfallspunkt  bis  zum  Durchschnitt  mit  dem  nächsten  Strahle 

gerechnet: 

^^         (oy'  +  2^iejr^Vo)(y«  +  s») 

(5,y  — 5y  — je)  (— 2y*  — 2^y  —  2**,)' 

Die  Ableitung  dieses  Ausdrucks  hier  anzugeben,  würde  zu  weit  führen. 
Es  sei  nur  bemerkt,  dass  sich  derselbe  wesentlich  vereinfachen  lässt,  wie 
folgt:  Berücksichtigt  man  den  Zusammenhang ,  der  zwischen  der  Subnormale 
s  und  der  Ordinate  y  auf  der  einen  und  den  Zunahmen  e  der  Ordinate  und  o 
derAbscisseaufder  andern  Seite  stattfindet,  und  der  sich  durch  die  Proportion 

8:ys=e:o 
ausdrücken  lässt,  so  kann  man  den  obigen  Ausdruck  schreiben,  wie  folgt: 

yf ^j(-2y*-2ey-2»*,) 
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oder 


1+^ 

^fSiy  —  sy'-se\'  U^  +  ey  +  ss/ 

^\    T'o    ; 

Der  zweite  Factor  dieses  Ansdrncks  convergirt  aber  für  anendlich 
klein  werdende  Zunahmen  der  Abscissen  nnd'Ordinaten  —  und  so  sollen 
diese  nach  Tscbirnhans'  Angabe  angenommen  werden  —  gegen  die 
Einheit;  denn  setzt  man  5,=:^+/^5,  so  hat  man  für  diesen  Factor: 

y*  +  2s{$+  ds)  —  (s  +  Jsy  _       y^  +  s^  —  ^s 
y^  +  ^y  +  s{s+  Js)        '^t^  +  8*  +  ey  +  $Js 
und  , 

y'  +  s^  +  ey  +  sds 

Daher  kann  dieser  Factor  offenbar  aas  dem  Ansdrnck  für  /  ganz  weg- 
gelassen werden.  Die  Bedeutung  des  übrig  bleibenden  Factors  wird  aber 
sofort  klar,  wenn  man  die  Zunahmen  der  Abscissen  und  Ordinaten  als  deren 
Differentialien  auffasst.    Der  Ausdruck  wird  dann ,  wenn  man  auch  gleich 


m  -  ? 


.  setzt: 

0* 


/= 


yds  —  sdy 


t/^dx  _^ 


dx 

Vergleicht  man  damit  den  Ausdruck  für  die  Länge  des  Krümmungs- 
halbmessers 


dx^ 

80  ergiebt  sich  der  merkwürdige  Satz 

Iz^^Q,  cosr, 

wenn  r  den  Winkel  zwischen  Tangente  und  Absctssenaxe  —  oder  also  hier 
auch  den  Winkel  zwischen  dem  reflectirten  Strahle  und  der  Normale  — 
bedeutet. 

Um  daher  die  Lftnge  des  reflectirten  Strahles  zu  finden, 
hat  man  nur  den  halben  Krümmungshalbmesser  darauf  zu 
projiciren. 

Für  den  Kreis  als  reflectirehde  Curve  beweist  übrigens  auch  Tschirn - 
haus  den  vorstehenden  Satz. 

13* 
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Fragt  ifian  nun,  wie  Tschirnhans  den  von  ihm  angegebenen  Ans- 
drnck  für  /  constrniren  will ,  so  wendet  er  genan  das  Princip  der  Differen- 
tialrechnung an.  Er  macht  nftmlich  die  Constrnction  abhängig  von  der  Be- 
stimmung des  Verhältnisses  von  e  zu  o  ( d.  h.  von  -^  I,  ond  bu  dieser  Be- 
stimmung dient  die  Regel :  Alle  Ausdrücke ,  welche  y  enthalten,  sollen  auf 
eine  Seite  (der  Gleichung  der  Curve),  und  alle,  welche  x  enthalten,  auf  die 
andere  Seite  geschafft  werden;  wie  sich  dann  e  zvl  o  verhalte ^  so  verhalten 
sich  alle  Ausdrücke  mit  y,  multiplicirt  mit  ihrer  Dimensionszahl  und  divi- 
dirt  durch  y  zu  allen  Ausdrücken  mit  x,  multiplicirt  mit  ihrer  Dimensions- 
zahl  und  dividirt  durch  x.  Ist  so  das  Yerhältniss  von  e:o  gefunden,  kann 
man  daraus  die  übrigen  in  dem  Ausdruck  für  /  vorkommenden  Grössen  be- 
rechnen und  daraus  die  Lttnge  des  Strahles  finden. 

Als  Beispiel  für  die  Anwendung  seiner  allgemeinen  Methode  wfthlt 
Tschirnhans  die  Parabel  und  den  Kreis  als  reflectirende  Curven. 

Was  zunächst  die  Parabel  betrifft ,  so  verzichtet  er  auf  den  Nachweis 
des  schon  den  Alten  bekannten  Satzes ,  dass  die  parallel  zur  Axe  einfallen- 
den Strahlen  nach  ihrer  Reflexion  im  Brennpunkt  der  Parabel  vereinigt 
werden.  Er  Iftsst  vielmehr  die  parallelen  Strahlen  senkrecht  zur  Axe  ein- 
fallen, um  ihre  Catacaustik  zu  untersuchen. 

Ist  die  Scheitelgleichung  der  Parabel 

so  liefert  die  oben  aufgestellte  Regel  das  Yerhältniss 

e:o=:r:y, 
Dnrch  Einsetzung  dieses  Werthes  in  den  allgemeinen  Ausdruck  für  / 
erhält  man  diese  Länge: 

2r*     • 

(Ebenso  würde  man  durch  Differentiation 

dy      r        d^y  r* 

dx      y  '     da:*  y'' 

also 

fdyV  r« 

€py  r*  2r* 

2 — -  2   - 

dx^  y* 

erhalten.) 

Zu  der  einfachen  geometrischen  Constrnction  dieser  Länge,  die  er 
dann  ohne  weiteren  Beweis  giebt,  hat  ihn  vermuthlich  folgende  Umformung 
des  obigen  Ausdruckes  in  Verbindung  mit  der  Bemerkung,  dass  die  Sub- 
normale der  Parabel  constant  =:r  ist,  geführt: 

r*  r'  r 
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Um  2/  zu  eonstrairen ,  hat  man  also  nur  die  Abscisse  rückwärts  um 
ihre  eigene  Länge  zu  verlängern,  in  dem  Endpunkte  dieser  Verlängerung 
ein  Perpendikel  auf  dieselbe  zu  errichten  und  die  Normale  der  Parabel  bis 
Bum  Durchschnitt  mit  diesem  Perpendikel  zu  ziehen.    Die  dadurch  abge- 

schnittene  Länge  des  letzteren  ist  dann  =  — ^ =  2  /. 

r 

Nachdem  Tschirnhaus  so  die  Constrnction  der  Länge  des  reflectir- 
ten  Strahles  und  damit  die  der  Brennlinie  selbst  angegeben ,  fügt  er  noch 
einige  Bemerkungen  über  Bectification  und  Quadratur  hinzu,  deren  Bich- 
tigkeit  leicht  einzusehen  ist.  Unter  diesen  mag  hier  nur  die  eine  erwähnt 
werden,  dass  die  Länge  der  Brennlinie,  vom  Scheitel  an  gerechnet,  gleich 
der  Summe  des  einfallenden  Strahles  (von  der  Abscissenaxe  bis  zum  Ein- 
fallspunkte) und  des  reflectirten  (vom  Einfallspunkte  bis  zur  Brennlinie}  ist. 
Der  Satz,  den  er  für  die  Brennlinie  der  Parabel  hier  beweist,  kann  auch 
einfach  aus  der  oben  angegebenen  physikalischen  Bedeutung  der  Evolven- 
ten der  Brennlinien  abgeleitet  werden  und  gilt  ganz  allgemein  för  jede  re- 
flectirende  Curve.  Denn  naek  dem  dort  angegebenen  Satze  ist,  wenn  man 
(Fig.  3)  einen  jeden  reflectirten  Strahl  wie  ilf i{  rückwärts  um  MO=^MP 
verlängert,  der  Ort  des  Punktes  P  eine  Evolvente  der  Catacaustik  AR  und 
folglich  werden  die  Bogen  der  letzteren  durch  die  Krümmungshalbmesser 
der  ersteren,  z,B,QR  für  den  Bogen  AR  der  Catacaustik  gemessen;  die 
Linie  QB  ist  aber  nach  der  Gonstruction  =Pilf -|-  MR,  Bei  dieser  Gelegen- 
heit sei  es  gestattet,  auf  eine  noch  nicht  angegebene  Bedeutung  der  Evol- 
vente A  Q  hinzuweisen :  Ist  ilf  J  die  Tangente  an  die  reflectirende  Curve 
für  den  Punkt  Af ,  dann  liegt  das  Bild  des  Punktes  P  diesem  Punkte  in  Be- 
zug auf  die  Tangente  sjmmetrfech  gegenüber,  dl  h.  (da  der  reflectirte  und 
der  einfallende  Strahl  mit  der  Tangente  gleiche  Winkel  bilden)  im  Punkte 
Q\  die  Curve  AQ  ist  also  auch  der  Ort  der  Bilder  der  Punkte,  in  denen  die 
einfallenden  Strahlen  dieAxe  schneiden  und  welche  statt  des  in  unendlicher 
Entfernung  liegenden  Ausgangspunktes  der  parallelen  Strahlen  snbstituirt 
werden  können ,  während  die  reflectirten  Strahlen  senkrecht  von  der  Curve 
AQ  auszugehen  scheinen. 

Als  zweites  Beispiel  für  die  Anw^dnng  seiner  allgemeinen  Methode 
wählt  Tschirnhaus,  wie  schon  gesagt,  einen  Kreis  und  bestimmt  dessen 
Catacaustik  ebenfalls  für  parallel  einfallende  Strahlen.  Er  rechnet  die  Länge 
des  einfallenden  Strahles  von  dem  zur  Richtung  der  Strahlen  senkrechten 
Durchmesser  an  und  findet  aus  seiner  allgemeinen  Formel  die  Länge  des 
reflectirten  Strahles  als  die  Hälftö  von  der  des  einfallenden 
Strahles.  Für  diese  merkwürdige  Beziehung  giebt  Tschirnhaus  auch 
einen  einfachen  geometrischen  Beweis,  der  hier  eine  Stelle  finden  möge,  da 
jene  Beziehung  für  die  gesammte  Theorie  der  Catacaustiken  wichtig  ist 
und  somit  eine  elementare  Begründung  desselben  ebenfalls  wünschenswerth 
erscheinen  muss. 
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Es  seien  {Eig.4yNPL^  M 01^  zwei  unendlich  nahe,  einfallende  Strah- 
len, deren  Richtungen  nach  der  Eeflejcion  durch  LH^  KJ  angegeben  sein 
mögen.  Es  ist  dann  Bogen  JH^JK-{HL  —  LK)^KM-'L.N+LK^ 
ZLK,  Da  nun  der  Abstand  der  einfallenden  und  reflectirten  Strahlen  un- 
endlich klein  sein  soll,  so  können  statt  der  Bogen  ihre  Sehnen  und  auch 
statt  GKy  GL  gesetzt  werden.  Dann  ist  JH:KL  =  HG:GK  oder  auch 
=  BG:GL^Z:l  nnd  LG  =  l LS^^LN^^^LP. 

Aus  diesem  Satze  kann  der  oben  angegebene,  dass  die  Länge  des  re- 
flectirten Strahles  für  eine  beliebige  Gurve  gleich  der  Projection  des  halben 
Krümmungsradius  auf  den  reflectirten  Strahl  sei ,  sofort  abgeleitet  werden ; 
ebenso  der  folgende:  Für  jede  reflectirende  Curve  ist  die  Länge  des  reflec- 
tirten Strahles  gleich  dem  vierten  Theile  der  Sehne,  welche  der  einfallende 
Strahl  in  dem  Elrümmungskreise  der  Curve  (für  den  Einfallspunkt)  bildet. 

Darauf  beweist  Tschirnhaus,  dass  die  Evolvente  der  obigen  Cata- 
caustik  des  Kreises  die  Catacanstik  eines  Kreises  von  dem  doppelten  Radius 
und  für  Strahlen  sei,  welche  senkrecht  zu  den  ersteren  einfallen.  Doch 
kann  der  Beweis  durch  die  Bemerkung  abgekürzt  werden ,  dass  jene  Evol- 
vente nichts  Anderes  als  der  geometrische  Ort  der  Bilder  der  Punkte  ist,  in 
welchen  die  einfallenden  Strahlen  den  zu  ihnen  senkrechten  Durchmesser 
des  Kreises  schneiden.  In  dieser  abgekürzten  Form  möge  der  Beweis  hier 
folgen : 

Der  Kreis  (Fig.  5)  MG  ff  sei  concentrisoh  um  LFD  beschrieben  und 
sein  Halbmesser  CG  gleich  dem  doppelten  Halbmesser  CF  des  ersten  Krei- 
ses. EO  sei  ein  einfallender  Strahl,  der  nach  i\rreflectirt  werde.  Das  Bild 
P  des  Punktes  E  liegt  dann  in  derVeriängerung  von  iVO,  so  dass  OP=iOE 
ist.  Zieht  man  nun  den  Radius  COQ  und^  verbindet  j0  mit  P,  so  ist  0Q  = 
CO,  OP^  OE  und  W.  fiOi>=  (7öiV=  COE,  folglich  Dreieck  OPQ  ~  OEC 
und  W.  P=  J?  =  90%  d.  h.  QP  berührt  die  Evolvente  MPF  m  P.  Macht 
man  nun  W.  CQS^CQP  und  verlängert  EO  bis  zum  Durchschnitt  ^Tmit 
QS,  so  ist  Dreieck  OQW^OQP^  OCE  und  W.  ^=^==90°,  folglich 
auch  W.  S=  90°  und  i>ö  =  0  W^  \QS.  Daher  kann  die  Evolvente  FPM 
als  Catacanstik  für  den  Kreis  von  MGH  angesehen  werden. 

Dass  diese  Curve  eine  Epicjcloide  sei^  scheint  mir  naturgemässer  di- 
rect,  wie  folgt,  bewiesen  zu  werden,  statt,  wie  Tschirnhans  thut,  um- 
gekehrt nachzuweisen,  dass  die  betreffende  Epieycloide  eine  Catacan- 
stik sei. 

Ist  wieder  EO  ein  einfallender  Strahl,  ON  seine  Richtung  nach  der 
Reflexion ,  dann  liegt  das  Bild  P  des  Punktes  E  in  der  Verlängerung  von 
OiV,  so  dass  IfPs=OE  ist.  Nun  beschreibe  man  über  OQ  als  Durchmesser 
einen  Kreis,  der  durch  P  gehen  muss,  weil  W.  OPQ=^W^  ist.  Dann  ent- 
spricht in  diesem  Kreise  der  Bogen  ÖP  dem  Peripheriewinkel  OQP^  dem 
Centriwinkel  OCE  des  Kreises  AP  FL,  ist  also  dem  Bogen  OF  dieses  Krei- 
ses gleich.     Daraus  folgt,  dass  die  Curve  FPM  auch  durch  einen  Punkt  A 
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eines  auf  dem  äusseren  Umfange  des  Kreises  FL  AD  rollenden  Kreises, 
dessen  Halbmesser  halb  so  gross  als  der  des  ersteren  ist,  beschrieben  wer- 
den kann,  d.  h.  dass  die  Cnrve  F^M  eine  Epicycloide  ist. 

'Einige  Angaben  über  Rectification  und  Quadratur,  die  Tschiruhans 
dann  folgen  lässt,  ergeben  sich  einfach  aus  den  schon  dagewesenen  Sätzen, 
so  dass  das  Stück  FN  der  Curve  gleich  iV/>=  iVO  +  O.B  =  3i>rO  und  analog 
MP=  3 iß P  ist,  wonach  diese  Curven  also  leicht  rectificirt  werden  können* 
Die  Länge  von  FJ  ist  daher  =3JZ=-  |CX  und  folglich  JN:=\CL-'\CB 
=  |^Z.  Es  gilt  demnach  die  Proportion  FNiNJ^CBiBLy  welche 
eine  leichte  Theilung  der  Curve  nach  einem  gegebenen  Verhältnisse  an- 
zeigt. Auch  steht  das  Stück  FN  der  Evolute  zu  dem  entsprechenden  Stück 
FP  der  Evolvente  in  einem  leicht  zu  bestimmenden  Verhältnisse,  denn  of- 
fenbar findet  man  entsprechend  wie  JA=\BL  das  f  fache  von  FP,  wenn 
man  das  Perpendikel  QT  auf  CG  fällt;  dann  ist  FP  =  ITG.  Da  aber  TG 
das  Doppelte  des  entsprechenden  Stückes  EF  in  dem  Kreise  LFD  ist,  so 
hat  man  auch  die  Proportion :  FN :  FPs=iEO  iZEF.  Die  Evolute  von  F 
bis  /ist  daher  halb  so  lang,  als  die  Evolvente  von  Fhis  My  wie  sich  dies 
auch  von  vornherein  erwarten  liess. 

Der  epicycloidische  Raum  GKB  (Fig.  4)  lässt  sich  ebenfalls  ohne  In- 
tegration leicht  bestimmen;  denn  da  Winkel  GLIC=iPLB  =  OR L  gesetzt 
werden  darf,  wenn  OP  unendlich  klein  angenommen  wird,  so  hat  man  das 
Verhältniss  AGK  L\  AKOL^  KGx  K0^\\2,  also  AKGL=^\AKOL 
=  j-  des  Trapezes  KOPL.  Daher  ist  auch  die  Summe  der  kleinen  Dreiecke 
von  G  bis  B,  d.  h.  der  Raum  GKB=^^  des  halben  Kreisabschnittes  !Sf2> -ff 
und  der  Raum  EAB  =  ^  des  Quadranten  AFB  =  ^  des  Halbkreises  über 
FB,  Diese  Eigenschaft,  den  Quadranten  im  Verhältnisse  von  1:3  zu  thei- 
len,  hat  unsere  Catacaustik  mit  der  Curve  gemein,  welche  Tschirnhaus 
im  Jahre  1682  damit  verwechselt  hatte;  denn  da  der  Raum  FABQ  gleich 
dem  halben  Quadranten  FAB  ist,  so  wird  der  geometrische  Ort  der  Hai- . 
birungspunkte  der  zwischen  den  Kreisbogen  liegenden  Stücke  RK  offenbar 
den  genannten  Raum  FABQ  halbiren.  Und  diese  Uebereinstimmung  mag 
zu  jenem  Irrthume  mit  beigetragen  haben. 

Fassen  wir  nun  die  Leistungen  von  Tschirnhans  auf  dem  von  ihm 
entdeckten  Gebiete  hier  nochmals  zusammen,  so  sehen  wir,  dass  er  sich 
zwar ,  wie  das  bei  einer  neuen  Art  der  Untersuchung  sehr  natürlich  war, 
auf  die  einfachsten  Falle  beschränkt,  dass  er  diese  aber,  wie  namentlich  die 
Catacaustik  des  Kreises  für  parallele  Strahlen  so  gründlich  erörtert  hat, 
dass  hierüber  wenig  Neues  mehr  beigebracht  werden  konnte ,  sowie,  dass 
seine  Methode,  die  Catacaustik  durch  die  Länge  des  refleotirten  Strahles  zu 
bestimmen,  auch  von  seinen  Nachfolgern  beibehalten  wurde«  Dagegen 
waren  seine  analytischen  Ableitungen  wegen  seiner  Unbekanntschaft  mit 
der  ^  eben  erst  entdeckten  Differentialrechnung  noch  etwas  schwerfällig  und 
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sein  Ausdruck  für  jene  Länge  des  reflectirten  Strahles  nicht  immer  leicht 
zu  construiren. 

Unter  den  Mathematikern,  welche  fortschreitend  auf  dem  von  Tschirn- 
haus  angegehenen  Wege  namentlich  auch  die  hierher  gehörigen  analyti- 
schen Methoden  ausbildeten ,  sowie  weitere  Anwendungen  auf  verschiedene 
Curven  machten,  ist  vor  allen  Johann  Bernoulli  zu  nennen,  der  sich 
auch  das  Verdienst  erwarb,  neben  den  durch  Beflexion  entstehenden  Cau- 
stiken  auch  die  durch  Brechung  gebildeten  in  den  Bereich  seiner  Unter- 
suchung zu  ziehen. 

Es  findet  sich  im  3.  Bande  seiner  Werke  zunächst  eine  Untersuchung 
über  Catacaustiken  und  dann  am  Ende  des  citirten  Bandes  ein  von  den  Dia- 
caustiken  handelnder  Nachtrag. 

Das  Jahr  der  Entstehung  dieser  Arbeiten  ist  nicht  angegeben ;  nur  fal- 
len sie  nach  dem  Titel  des  Werkes  zwischen  die  Jahre  1727  und  1742,  also 
in  eine  Zeit,  wo  die  analytische  Geometrie  bereits  einen  grossen  Umschwung 
durch  die  DifiPerentialrechnung  erlangt  hatte. 

So  begegnet  man  denn  hier  sogleich  jenem  einfachen  analytischen  Aus- 
drucke für  die  Länge  des  reflectirten  Strahles,  der  schon  oben  aus  dem  von 
Tschirnhaus  gefundenen  abgeleitet  wurde: 

—  2 — ^ 

wenn  y=f(x)  die  Gleichung  d^r  reflectirenden  Carve  ist  und  die  Strahlen 
parallel' der  Abscissonaxe  auffallen. 

Es  hätte  nun  nahe  gelegen,  nachdem  dieser  Ausdruck  gefunden  war, 
denselben  zur  unmittelbaren  Bestimmung  der  Coordinaten  des  Endpunktes 
des  reflectirten  Strahles,  d.  h.  der  Breunlinie  in  ähnlicher  Weise  zu  ver- 
werthen,  wie  der  Krümmungshalbmesser  zur  Bestimmung  der  Evolute  ver- 
wendet wird;  die  allgemeinen  Ausdrücke  für  diese  Coordinaten  werden 
nämlich  hier  ziemlich  einfacb,  denn  der  reflectirte  Strahl  macht  mit  der  Cr- 

■  •  _ 

dinate  des  Einfallspunktes  für  die  reflectirende  Curve  den  Winkel  2r,  wenn 
T  den  Winkel  zwischen  Nomale  und  Ordinate  oder  zwischen  Tangente^  und 
Abscissenaxe  bedeutet.  Nennt  man  daher  die  Coordinaten  des  Einfalls- 
punktes y ,  X,  die  des  entsprechenden  Punktes  der  Catacaustik  /?,  a  und  die 
Länge  des  reflectirten  Strahles  /,  so  hat  man 

2  tang  x 
a:  —  a  =  / ,  5f«  2t  =  / .  ,   ,  ^  ^    , 

1  +  tang^  x 

oder  wenn  für  /  sein  Werth  und  für 
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gesetzt  wird: 


lang  t  =:  j^  zur  Abkürzung  p , 

dl?   ''  ''       ^ 

l+p*      2p    ^    V 
1+P*    1— P*      1  — P* 


a:  —  «  = 


y-iS= 


— •2  5'  *1  +p*      "'iq 

Gelingt  es  nun^  aus  diesen  Gleichungen  nebst  derjenigen  fttr  die  re- 
fiectirende  Curve  y=zf(x)  die  Coordinaten  y  und  x  zu  eliminiren,  so  bleibt 
eine  Gleichung  zwischen  a  und  ß  als  Gleichung  der  Gatacaustik.  Doch  hat 
weder  Bernoulli  dies  einfache  Verfahren  gefunden,  noch  scheint  dasselbe 
überhaupt  auch  später  viel  zur  Anwendung  gekommen  zu  sein. 

Bernoulli  schlägt  vielmehr  das  nämliche  Verfahren  wie  sein  Vorgän- 
ger Tschirnhaus  ein:  er  sucht  zuerst  die  Länge  des  reflectirten  Strahles 
nach  der  angegebenen  Formel  zu  bestimmen  und  dann  Beziehungen  aufzu- 
suchen, die  zur  geometrischen  Construction  geeignete  Anhaltspunkte  geben ; 
ein  Verfahren ,  das  freilich  auch  auf  concreto  Fälle  angewandt  oft  sicherer 
zum  Ziele  führt,  als  die  in  der  allgemeinen  Theorie  verhältnissmässig  leich- 
tere Aufstellung  einer  Gleichung. 

Eine  Bemerkung  ist  ihm  auch  von  Nutzen  für  seine  Methode ,  nämlich 
dass  der  von  Tschirnhaus  für  den  Kreis  bewiesene  Satz,  dass  die  Länge 
der  Gatacaustik  gleich  der  Summe  des  reflectirten  und  des  einfallenden 
Strahles  sei  —  beide  von  dem  richtig  gewählten  Anfangspunkte  an  — ,  dass 
dieser  Satz  also  ganz  allgemein  für  alle  refiectirenden  Curven  gilt.  Ber- 
noulli beweist  diesen  Satz  so:  Wird  (Fig.  6)  die  Brennlinie  ^ J  von  A  aus 
abgewickelt,  so  berührt  bekanntlich  die  Linie  fff,  FJvl.b,  w.  die  Curve. 
Beschreibt  man  nun  für  zwei  unendlich  nahe  Lagen  der  Linien  JF,  Ef  den 
kleinen  Bogen  bC  um  /als  Mittelpunkt,  so  ist  dieser  \\fF  und  bf=^CF^ 
also  ist  BC  das  Differential  von  BF]  zieht  man  aber  bD\\  AE^  so  ist  BD 
das  Differential  von  BE.  Da  nun  W.  DBb  =  EBG=:  CBb  und  die  W.  bei 
C  und  B  als  rechte  einander  gleich  sind,  so  sind  die  Dreiecke  BbC uni 
BbB  congruent  und  also  BC^BB^  d.  h.  das  Differential  von  BF  gleich 
dem  von  BE  und  also  sind  diese  selbst  gleich,  vorbehaltlich  der  Zufügung 
oder  Abziehung  einer  constanten  Grösse,  falls  die  Caustik  oder  der  ab- 
gewickelte Faden  nicht  von  Null  anfangen.  Dann  ist  also  die  Evolute  von 
^  bis  /  —  mit  demselben  Vorbehalte  —  auch  gleich  JB  +  BE. 

Wir  haben  schon  oben  darauf  hingewiesen,  dass  die  Richtigkeit  dieser 
Gleichung  sofort  erkannt  wird ,  wenn  man  die  Evolvente  als  den  geometri- 
schen Ort  des  Bildes  der  Funkte  E. .  auffasst. 

Von  einzelnen  reflectirenden  Curven  betrachtet  Bernoulli  zunächst 
ebenfalls  den  Kreis.   Er  leitet  aus  seiner  mehrgenannten  Formel  die  Länge 
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des  reflectirten  Strahles  als  die  Hälfte  des  einfallenden  Strahles  ab  und  ci- 
tirt  dafür  den  geometrischen  Beweis  von  Tschirnhaas.  Dann  leitet  er 
die  Gleichung  der  Catacaustik  und  zwar  ziemlich  weitläufig  ab  und  findet 
dieselbe  wie  folgt  (nach  Beseitigung  eines  kleinen  Druckfehlers) : 


V-a^-^, 


;^  +  a« 

worin  s  die  vom  Mittelpunkte  des  refiectirenden  Kreises  auf  dem  zu  der 
Richtung  der  einfallenden  Strahlen  senkrechten  Durchmesser  gerechneten 
Abscissen,  r  die, senkrecht  dazu  genommenen  Ordinaten  und  a  den  Badius 
des  Kreises  bedeuten. 

Diese  Gleichung  giebt  Bernoulli  Veranlassung,  nochmals  auf  den 
von  Tschirnhaus  begangenen  Irrthum  vom  Jahre  1682  zurückzukommen 
und  zu  zeigen ,  dass  sich  für  ein  gegebenes  s  das  zugehörige  r  nicht  con- 
struiren  lasse,  wie  jener  damals  gewollt  hatte. 

Dass  die  fragliche  Curve  eine  Epicjcloide  sei,  weist  er  dann  ähnlich 
nach,  wie  dies  schon  von  Tsc hirnhaus  geschehen  war;  ebenso,  dass 
sich  durch  Evolution  eine  der  ersten  ähnliche  bilden  lasse,  und  bestätigt 
endlich  die  von  T.  gegebenen  Eigenschaften  der  Curve  hinsichtlich  ihrer 
Rectification  und   der  Quadratur  der  hier  in  Betracht  kommenden  Räume. 

Dann  untersucht  er  die  Brennlinie  der  gemeinen  Parabel  für  parallele, 
senkrecht  zur  Axe  einfallende  Strahlen.  Doch  hat^  wie  wir  oben  angegeben 
haben,  Tschirnhaus  diese  Curve  ebenfalls  schon  untersucht  und  bringt 
daher  Bernoulli  in  dieser  Hinsicht  ebenso,  wie  bei  der  Catacaustik  des 
Kreises ,  wenig  Neues.  Die  Construction  der  Länge  des  reflectirten  Strah- 
les scheint  mir  sogar  weniger  einfach  zu  sein,  als  die  von  Tschirnhaus 
angegebene.   Er  benutzt  nämlich  den  dafür  gefundenen  Ausdruck : 


den  er  ans  der  Gleichung  f^=iax  ableitet   und  der  mit  dem  T8chirn- 
h  a  u  s  *  sehen 


(d^  4-  —  1 1/  ax 
,      , *)'^        _4x  +  a     /— 
<  = r —  = =  — ,y  ax 


2 

übereinstimmt,  unmittelbar,  indem  er  die  Proportion  bildet: 


2a  :  («  +  40?)=^^'^  :  /, 

d.  h.  die  Ordinate  verhält  sich  zu  der  gesuchten  Länge  wie   der  doppelte 

Parameter  zur  Summe  des  Parameters  und  der  vierfachen  Abscisse. 

« 

Von  Catacaustik en,  die  durch  parallele  Lichtstrahlen  entstehen,  unter- 
sucht Bernoulli  dann  noch  diejenigen  der  gemeinen  Cjcloide  für  die  bei- 
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den  Fälle,  dass  die  Strahlen  senkrecht  zur  Aze  and  dass  sie  parallel  zn  der- 
selben einfallen.  Am  interessantesten  sind  die  Kesultate,  welche  er  im 
zweiten  Falle  erhalten  hat.  Die  Catacaustik  ist  dann  nämlich  ebenfalls  eine 
Cjcloide,  und  zwar  eine  durch  Hollen  eines  Kreises  vom  halben  Durchmes- 
ser der  reflectirenden  Cycloide  auf  derselben  Grundlinie  entstanden.  Die 
Art^  wie  B.  zu  diesem  Resultate  gelangt,  ist  folgende : 

Zunächst  leitet  er  aus  der  allgemeinen  Formel  die  Länge  des  reflectir- 
ten  Strahles  ab  und  findet,  dass  diese  gleich  der  des  einfallenden  Strahles 
(vom  Durchschnitt  mit  der  Basis  der  Cycloide  an  gerechnet)  ist.  Ich  will 
diese  analytische  Ableitung  hier  nicht  wiederholen ,  sondern  nur  bemerken, 
dass  jene  Gleichheit  auch  ganz  einfach  geometribch  gefunden  werden  kann, 
wenn  man  den  Krümmungskreis  der  Cycloide  für  den  Einfallspunkt  zu 
Hilfe  nimmt;  denn  der  Krümmungshalbmesser  ist  für  die  Cycloide  bekannt- 
lich gleich  der  doppelten  Normale.  Denkt  man  sich  nun  den  zur  Richtung 
der  einfallenden  Strahlen  senkrechten,  also  zur  Basis  der  Cycloide  paralle- 
len Durchmesser  des  Krümmungskreises  gezogen ,  so  ist  das  Stück  des  ein- 
fallenden Strahles  vom  Durchschnitt  mit  diesem  Durchmesser  an  gerechnet 
doppelt  so  gross,  als  vom  Durchschnitt  mit  der  Basis  der  Cycloide  an  ge- 
rechnet. 

Da  nun  nach  dem  von  Tschirnhaus  gegebenen  Satze  der  reflectirte 
Strahl  im  Kreise  halb  so  gross  ist,  wie  der  einfallende,  so  ist  er  hier  gleich 
dem  einfallenden  auf  die  Cycloide  bezogen. 

Nachdem  Bernoulli  diese  Beziehung  aufgefunden  hat,  beweist  er  rein 
geometrisch,  dass  die  Catacaustik  eine  Cycloide  ist.  Dieser  scharfsinnig 
durchgeführte  Beweis  lässt  sich  noch  etwas  abkürzen  und  ist  dann  fol- 
gender : 

Es  sei  (Fig.  7)  GB  der  einfallende,  BH^^BG  der  reflectirte  Strahl. 
Zieht  man  nun  BFP\[  AE  und  verbindet  den  so  erhaltenen  Durchschnitts- 
punkt  mit  E^  dann  ist  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Cycloide  die 
durch  B^FE  gezogene  Linie  BM  die  Normale,  halbirt  also  den  Winkel 
^GBH,  Verbindet  man  nun  H  und  den  Durchschnittspunkt  üf  dieser  Norma- 
len mit  der  Basis,  so  ist  A  BBM^BGM,  folglich  MH=MG  und 
yf.MAB=iR,  Beschreibt  man  nun  über  der  zur  Axe  senkrecht  gezogenen 
'MN  (wo  iVden  Durchschnitt  mit  ^ZT  bezeichnet)  als  Durchmesser  einen  Kreis, 
so  muss  dieser  durch  H  gehen.  Von  diesem  Kreise  ist  nun  zu  zeigen,  dass 
er  von  constanter  Grösse  und  dass  der  Bogen  MH==EM  ist.  Ersteres  lässt 
sich  kurz  so  beweisen:  W.  NJUB  =  MBN]  MB N ist  also  ein  gleichschenk- 
liches  Dreieck  und  folglich  ^  EFR^  da  die  Basis  und  die  spitzen  W.  REF 
und  NMB  gleich  sind;  folglich  ist  NM^RE.  Das  zweite  findet  man 
ebenso  leicht:  W.  NHO^CRF  als  Supplemente  gleicher  Winkel,  also  ist 
der  dem  Peripheriewinkel  HN M  entsprechende  Bogen  HM  gleich  dem  dem 
Centriwinkel  CRF  in  dem  Kreise  von  doppelt  so  grossem  Durchmesser  ent- 
sprechenden Bogen  CF,    Nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Cycloide 
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ist  dieser  Bogen  gleich  der  Geraden  FB^  also  auch  HM=^FB=bE^M,  Der 
Endpunkt  H  des  refiectirten  Strahles  bewegt  sich  daher  auf  einer  Cycloide, 
deren  Erzeogungskreis  einen  halb  so  grossen  Radius  hat,  als  der  Erzen- 
gungskreis  der  reflectirenden  Cycloide,  und  deren  Basis  gleich  der  halben 
Basis  der  ersteren  ist. 

Die  grosse  Zahl  der  merkwürdigen  Eigenschaften  der  Cycloide  wird 
demnach  noch  um  die  vermehrt,  dass  nicht  nur  die  Evolute  und  die  Evol- 
vente ,  sondern  selbst  die  Catacaustik  eine  Curve  ganz  gleicher  Art  bildet. 

Ausser  der  Familie  der  Oycloiden  scheint  nur  noch  die  logarithmische 
Spirale  diese  merkwürdige  Eigenschaft  zu  besitzen,  die  wir  nachher  be- 
trachten werden. 

Bei  dieser  Gelegenheit  sei  es  erlaubt,  nochmals  darauf  hinzuweisen, 
wie  naheliegend  es  erscheinen  muss,  die  Catacaustiken  in  ähnlicher  Weise 
zu  behandeln,  wie  die  Evoluten,  und  dabei  die  Länge  des  reflectirten  Strah- 
les in  gleicher  Weise  zu  verwenden ,  wie  dort  die  Länge  des  Krümmungs- 
halbmessers. Man  kann  sich  beinahe  darüber  wundern ,  dass  B  ernoulli 
nicht  selbst  daraufgekommen  ist,  die  Gleichung  der  Caustik  in  rechtwink- 
ligen Coordinaten  durch  Benutzung  seiner  Formel  für  den  reflectirten 
Strahl  allgemein  aufzustellen,  da  er  doch  die  entsprechende  Methode  für 
die  Evoluten  selbst  vielfach  angewandt  hat,  wie  aus  seiner  Untersuchung 
der  Evoluten  in  demselben  Bande  seiner  Werke  hervorgeht. 

Wir  wollen  daher  hier  nach  der  besprochenen  Methode  dieselbe  Cata- 
caustik der  Cycloide  analytisch  bestimmen,  die  vorher  geometrisch  be- 
stimmt worden  ist. 

Die  Gleichung  der  reflectirenden  Cycloide  sei,  wenn  man  nur  den  auf- 
steigenden Ast  betrachtet  und  die  Abscissen  von  der  Spitze  aus  zählt: 

o;  =  a  .  Arccos —  y^ay  —  y^^ 

y^ay  —  y* 

dy  ^j/zay—^ 
dx  y         ' 

«Py      _  « 
da?'^     y" 

1  -  CA* 
_  \dxj  .2y^'-2ay   y«    . 

(*y—y*     1  /-; 

s=  ^ 2_  und  y^a  —  ya^-^  aiy, 
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dy 

dx* 
Abo  dnrch  Einseteung  dieser  Werthe  in  die  Gleichung  der  Cy cloide : 

l  —  Y^n  +  /öl?  —  1?*  =  »  •  ^CC05  ^- ^  —  f^OI?, 

oder 


I  +  V^n  —  fl*  =*  *»  •  ^''^^^o*  (  ^- ^  )  ^ 


oder 


=  —.2  Jrccos 


and  wenn 


ya^^ati 


Jrccos^ '  =  w 


geaetst  wird,  so  ist 


i/o"  — a« 

cos  tv  =  ' - 

a 


and 

cos  2w  =  2  cor  w  —  1  =  2  . r — -'  —  1  = = — '  =3 -. 

ar  a*  a 

d.  h. : 


daher  auch 


{j/a*^afi\        .          a  — 2i^ 
2  «rc  CO«  l  ^^ -J  s=  irfrc  co» 


^      a  a  — 2i^       y ' 

2  a  '^      '       ' 


eine  Oleichang,  die  aas  derjenigen  der  reflectirenden  Cy  cloide  gebildet 

werden  kann,  wenn  |  furo;,  17  für  y  and  —  für  a  gesetzt  werdeif,  d.  h.  die 

Gleichang  einer  gemeinen  Cycloide,  deren  Erzengangskreis  znm^adias  den 
halben  Radias  der  reflectirenden  Cy  cloide  hat,  wie  oben  geometrisch  be- 
wiesen warde. 

Man  sieht  also,  dass  auf  diese  Art  die  Gleichang  der  Catacaastik  nicht 
schwieriger  za  finden  ist,  als  die  der  Evolate. 

Bernoalli  hat  aber  nicht  nar  das  Verdienst,  die  Untersachang  der 
darch  parallel  einfallende  Strahlen  gebildeten  Catacanstiken  darch  Aaffin- 
dang  allgemeiner  analjrtischer  Formeln  erleichtert  and  aaf  neae  Beispiele 
ausgedehnt  zu  haben,  sondern  hat  aach  meines  Wbsens  zaerst  den  weiteren 
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Schritt  auf  diesem  Gebiete  getban,  den  Tscbirnbans  noch  nicht  gemacht 
hatte :  er  hat  nämlich  auch  die  Catacaustiken ,  welche  durch  divergent  auf- 
fallende Strahlen  gebildet  werden ,  und  dann  auch  die  Diacaustiken  in  den 
Bereich  seiner  Untersuchung  gezogen  und  wir  wollen  sehen,  zu  welchen 
Resultaten  er  in  diesen  neuen  Zweigen  der  Theorie  der  Brennlinien  ge- 
langt ist. 

Bei  den  Catacaustiken  sowohl,  als  bei  den  Diacaustiken  hat  der  Ana- 
lytiker, wenn  die  einfallenden  Strahlen  unter  einander  parallel  sind,  den 
Vortheil;  sehr  bequem  ein  festes,  rechtwinkliges  Coordinatensystem  anwen- 
den und  dessen  Axen  den  Strahlen  parallel,  beziehungsweise  dazu  senk- 
recht legen  zu  können. 

Diesen  Yortheil  verliert  er,  sobald  die  einfallenden  Strahlen  von  einem 
in  endlicher  Entfernung  liegenden  Punkte  ausgehen,  und  dieser  Umstand 
erschwert  die  Rechnung  ausserordentlich.  Eine  Erleichterung  tritt  nur 
dann  ein,  wenn  die  Gleichung  der  brechenden  oder  reflectirenden  Curve 
in  Polarcoordinaten  gegeben  ist  und  der  leuchtende  Punkt  in  den  Pol  fallt, 
wofür  Bernoulli  die  logarithmische  Spirale  als  ein  sehr  passendes  Bei- 
spiel gewählt  hat. 

Zur  Ableitung  allgemeiner  Regeln  für  die  Untersuchung  derjenigen 
Catacaustiken,  welche  durch  divergent  auffallende  Strahlen  erzeugt  wer- 
den, wählt  B.  eine  eigenthümliche  Combination  verschiedener  Coordinaten- 
systeme ,  durch  die  er  seine  Formeln  zu  gewinnen  sucht. 

Wenn  (Fig.  8)  D  den  strahlenden  Punkt  und  ABC  ^q  reflectirende 
Curve  vorstellt,  sucht  er  auch  hier  wieder  die  Länge  des  reflectirten  Strah- 
les BE  zu  bestimmen. 

Er  setzt  die  Länge  des  einfallenden  Strahles  DB=^y\  dann  errichtet 
er  in  D  Perpendikel,  DG  auf  den  Strahl  DB^  und  DM  auf  den  folgenden 
Strahl  Dh  senkrecht.  Darauf  zieht  er  die  Linie  BHL  „diesen  beiden  Per- 
pendikeln parallel*'  und  bezeichnet  BH  durch  dx^  welches  er  constant 
setzt.  Die  Länge  BE  bestimmt  er  dann  als  Function  von  y,  dy^  dFy  und 
dx.  DieWerthe  dieser  Stücke  selbst  aber  sollen  endlich  aus  der  gegebenen 
Gleichung  der  reflectirenden  Curve  entnommen  und  in  jenen  Ausdruck  für 
die  Länge  .des  reflectirten  Strahles  eingesetzt  werden.  Er  erreicht  durch 
diese  Methode  allerdings  einen  ziemlich  einfachen  allgemeinen  Ausdruck 
für  jene  Länge;  doch  werden  in  vielen  Fällen  die  Substitutionen  ftir  y,  dy, 
d*y,  dx  schwer  durchzuführen  sein.    Der  betrefiTende  Ausdruck  heisst: 

^_      ydy^  +  ydx^ 
""  dx*  +  dy^  —  2  y  d*y' 

Was  Bernoulli  dann  über  die  Rectificirbarkeit  auch  dieser  Canstiken 
sagt,  folgt,  wie  oben,  leicht  aus  der  Bemerkung,  dass  man  (Fig.  9)  den  geo- 
metrischen Ort  der  Bilder  des  Punktes  D  als  die  Evolvente  Ik  der  Brenn- 
linie auffassen  kann;  man  hat  dann  die  Länge  des.Bogens  LK^=Kk-^  LI 
==  {KA  +  AD)  —  (5Z  +BD). 


Von  Dr.  F.  BössER.  187 

Anwendangen  seiner  Regel  macht  Bernon  111  der  schwierigen  Rech- 
nungen wegen  nur  anf  einige  sehr  specielle  Fälle :  anf  eine  Parahel ,  wenn 
der  lenchtende  Punkt  im  Scheitel,  und  auf  einen  Kreis,  wenn  der  leuchtende 
Punkt  auf  dessen  Peripherie  gelegen  ist ,  sowie  endlich  auf  eine  logarith- 
mische Spirale,  Ton  deren  Pol  die  Lichtstrahlen  ausgehen. 

In  diesen  drei  Fällen  gestaltet  sich  jener  Ausdruck  für  die  LSnge  des 
reflectirten  Strahles  allerdings  einfach,  denn  wenn  erstens  die  Gleichung 
einer  Parabel  gegeben  ist : 

so  wird  y,  d.  h.  der  vom  Scheitel  nach  dem  Punkte  (/,  r)  gehende  Strahl 


ö  +  2r 


(Fig,  10) 


CIt  =  rfr;     gi  =  dr. 


also 


2'/ar  ' 
4  ör  Ar 

4ar-f-  4r* 


GO*  =^Gg*  '-gÖ'  =-^^^^=»da^. 
^       ^  4r  +  4a 


Da  aber  dx ,  also  auch  da^  constant  serin  soll ,  so  hat  man ,  wenn  man  dif- 
ferentiirt : 

8  ard  rd*r  +  8  a*dr  d*r  —  4  öf/r"  _^ 

(4r  +  4a)«  "~^' 

also  wenn  man  den  Zähler  durch  Aadr  dividirt: 

2  rd*r  +  2  ad^r  —  dr*  =3  0, 

drr^- — . 

2r  +  2a 

Wenn  man 

a  +  2r 
dy  =  — p==^  dr 

2yar  +  r^ 

nochmals  differentiirt  und  in  den  dafür  erhaltenen  Ausdruck  für  tTr  den 
eben  gefundenen  Werth  setzt ,  so  hat  man 

f— ö*  +  2r«  +  «r)rfr« 

(2r»  +  2ar)/4r'  +  4/ir 

und  da 

4r 
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wird,  so  wird  der  ganze  Ausdruck 

(ydx^  +  ydy^)  :  (da^  +  dy*  —  2yd*y) 

=  («  +  4  r)  j/r^  +  ar  :  3ö  =  der  Länge  des  reflectirten  Strahles. 

Um  diese  zu  construiren ,  hätte  man  dieselbe  als  viertes  Glied  der  Pro- 
portion anzusehen: 

3  a  :  (a  +  4  r)  =  ]/r^  +  ar  :  / , 

d.  h.  der  einfallende  Strahl  verhält  sich  zn  dem  reflectirten ,  wie  das  Drei- 
fache des  Parameters  zu  der  Summe  des  Parameters  und  des  Vierfachen 
der  Abscisse. 

Die  Länge  des  Stückes  AL  der  Catacaustik  würde  man  finden,  wenn 
man  die  Länge  des  einfallenden  und  des  reflectirten  Strahles  addirte;  also 
wäre  dieselbe 


^i^±iiy/^±lL+y;F+^ 


3a 

(4  a  +  4  r)  yr*  -|-  ar 

-         3^;         • 

Eine  sehr  bequeme  Anwendung  findet  Bernoulli's  Verfahren  bei 
der  logarithmischen  Spirale,  deren  Pol  der  leuchtende  Punkt  ist.  Denn  da 
der  Winkel,  welchen  der  Radius  vector  mit  derCurve  macht,  in  jedem  Punkt 
der  Spirale  der  gleiche  ist,  so  ist  auch  das  Verhältniss  dx  :  dy^  welches 
gleich  der  Tangente  des  nämlicheu  Winkels  ist,  ebenfalls  constant;  da  aber 
dx  constant  ist,  so  muss  auch  dy  constant  und  also  d^y^^O  sein.  Dadurch 
reducirt  sich  aber  der  obige  Ausdruck 

ydx*  +  ydy*      „,,ft/dx*  +  ydy*^ 
dx^  +  dy^-yd'y  dx'  +  dy'        ^' 

d.h.  der  reflectirte  Strahl  ist  gleich  dem  einfallenden.  Zieht  man  (Fig.  11)  die 
Linie  AC^  so  ist  W.  B  AC=  BCA^  also  ist  auch  der  Winkel,  den  der  Radius 
vector  AC  mit  der  Tangente  BC  An  die  Brennlinie  macht,  constant  gleich 
dem  Winkel  ABF  und  die  Catacaustik  ist  daher  eine  der  reflectirenden 
Spirale  vollkommen  congruente.  Die  logarithmische  Spirale  theilt  also  mit 
den  Cjcloiden  die  merkwürdige  Eigenschaft ,  dass  nicht  nur  die  Evolute, 
sondern  auch  die  Catacaustik  den  ursprünglichen  Curven  ähnlich,  bezie- 
hungsweise congruent  sind ;  nur  entsteht  bei  der  Cjcloide  die  Catacaustik 
durch  parallel  einfallende  Strahlen,  bei  der  logarithmischen  Spirale  da- 
gegen muss  der  leuchtende  Punkt  mit  dem  Pol  zusammenfallen. 

Endlich  war  die  Catacaustik  des  Kreises  bisher  nur  für  parallel  ein- 
fallende Strahlen  untersucht.  B.  hat  diese  Gruppe  von  Catacaustiken  um 
diejenige  bereichert,  welche  durch  die  Reflexion  der  von  einem  auf  der  Pe- 
ripherie befindlichen  leuchtenden  Punkte  ausgehenden  Strahlen  erzengt 
wird  und  hat  an  dieser  Curve  ganz  analoge  Eigenschaften  gefunden,  wie 
Tschirnhaus  an  der  von  ihm  untersuchten. 
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Die  Länge  des  reflectirten  Strahles  wird  in  diesem  Falle  ans  dem  all- 
gemeinen Ausdrucke  als  der  dritte  Theil  des  einfallenden  Strahles  gefunden. 
Ich  tibergehe  hier  diese  analytische  Ableitung,  da  man  die  Richtigkeit  der 
oben  angegebenen  Beziehung  auch  durch  eine  einfache  geometrische  Be- 
trachtung «rkennt  und  die  obigen  Beispiele  zur  Darstellung  der  von  Ber  • 
noulji  angewandten  Methode  genügen  können.  Der  geometrische  Beweis 
aber  ist  vollkommen  demjenigen  analog,  dessen  sich  Tschirnhaus  für  den 
Fall  parallel  einfallender  Strahlen  bedient;  denn  offenbar  ändert  sich  in  der 
betreffenden  Figur  nichts,  als  dass  der  kleine  Bogen  MN  zwischen  den  Bin- 
trittsstellen  der  parallelen  Strahlen  in  den  Kreis  verschwindet  und  die 
Punkte  M  und  N  zusammenfallen.  Dann  wird  der  Bogen  BJ  zwischen  den 
verlängerten  reflectirten  Strahlen  also  nicht  mehr  das  Dreifache,  sondern 
nur  das  Doppelte  desBogens  ZifiT  zwischen  den  Einfallspunkten  der  parallelen 
Strahlen  und  entsprechend  GL  hier  gleich  dem  dritten  Theil  von  Zi^sein. 

Diese  Beziehung  ermöglicht  eine  leichte  Construction  der  Curve ;  dass 
dieselbe  eine  Epicjkloide  sei,  beweisst  dann  B.  etwa  folgendermassen : 
Man  beschreibe  um  den  Mittelpunkt  A  des  reflectirenden  Kreises  einen  con- 
centrischen  Kreis,  dessen  Radius  der  dritte  Theil  von  dem  des  grössern  ist 
(und  der  also  durch  die  Spitze  E  der  Catacaustik  geht).  Stellt  nun  EQB 
die  Catacaustik,  BG  einen  einfallenden  und  GF  den  reflectirten  Strahl  vor, 
der  die  Catacaustik  in  F  berührt,  so  ziehe  man  den  Radius  ^6^  und  be- 
schreibe über  PG  als  Durchmesser  einen  Kreis»  der  den  reflectirten  Strahl 
GE  iD  Q  schneiden  möge.  Wegen  der  Gleicheit  der  Winkel  ßGR  und  GSQ 
sind  dann  die  beiden  Segmente  BGB  und  BSQ  einander  ähnlich;  man  hat 
also  das  Verhältniss  BG  i  GQ^DB :  PG  =  ^:l.  Da  aber  auch  FG  der 
dritte  Theil  von  BG  ist,  so  fallt  jF*  und  Q  zusammen,  der  über  GT  beschrie- 
bene Kreis  geht  also  durch  den  Berührungspunkt  F,  Da  aber  sein  Durch- 
messer auch  consfant  =  f  des  Radius  des  reflectirenden  Kreises  ist, 
so  hat  man  nur  noch  zu  zeigen,  dass  QP^=  EPiet:  Aus  der  Aehnlichkeit 
der  Segmente  BGBnnd  GSQ  folgt,  dass  der  Bogen  G Q:=^IGB^  PM  ist; 
also  sind  auch  die  Supplemente  dieser  Bögen  zum  Halbkreis,  d,h.  FE  und 
PQ  einander  gleich. 

Die  Catacaustik  ist  also  in  der  That  eine  Epicykloide,  in  der  der  Ra- 
dius des  Orundkreises  und  des  Erzeugungskreises  gleich  dem  dritten  Theil 
des  Radius  des  reflectirenden  Kreises  ist,  und  zwar  hat  man  hier  diC;  Spe- 
ciatitätder  Epicykloide,  welche  den  Namen  der  Cardioide  führt.  Die  Curve 
hat  mit  der  Tschirnhaus 'sehen  also  gemein,  was  der  Familie  der  Cy- 
kloiden  Überhaupt  zukommt,  so  namentlich,  dass  durch  ihre  Evolution  eine 
ähnliche  Curve  entsteht.  Die  andern  Bemerkungen,  die  Bernoulli  noch 
macht,  ergeben  sich  aus  der  Betrachtung  der  Figur,  so  dass  das  Cnrvenstück 
B  Q  das  Vierfache  der  Geraden  G  Q  ist  (weil  4GQ=:QG  +  GB  ist).  Ebenso 
sieht  maa  leichf,  dass  die  zwischen  dem  Stück  der  Catacaustik  BQ^  der 
augehörigen  Tangente  QG  und  dem  entsprechenden  Theile  GB  des  reflec- 
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tirenden  Kreises  liegende  Fläche  BQGRB  dreimal  so  gross  als  das  Segment 
FGS  sein  muss;  denn  betrachtet  man  die  von  zwei  anendlich  nahen  ein- 
fallenden und  von  den  entsprechenden  reflectirten  Strahlen  gebildeten  Drei- 
ecke, so  ist  das  letztere  offenbar  der  dritte  Theil  des  erstefn  and  folglich 
aach  der  ganze  aas  diesen  Tangentendreiecken  gebildete  Raum  QGB  der 
dritte  Theil  des  Segments  GRB  oder  das  Dreifache  des  neanmal  so  kleinen 
Segmentes  GSQ.  Die  Fläche  EFBRD  ist  demnach  das  Dreifache  des 
Halbkreises  GSP  oder  ein  Drittel  des  reflectirenden  Kreises  und  die  von 
der  ganzen  Canstik  amschlossene  Fläche  ist  |  dieses  Kreises  oder  derselbe 
wird  die  Curve  im  Verhältniss  von  1  : 2  theil en. 

Der  wichtige  Schritt,  den  Bernoalli  nan  weiter  auf  dem  Gebiete  der 
caastiscben  Linien  machte,  war  der  Uebergang  za  den  darch  Brechung  ent- 
standenen Carven.  Doch  werden  die  analytischen  Aasdrücke  hier  so  com- 
plicirt,  dass  sie  sich  nur  aaf  wenige  sehr  specielle  Fälle  wirklich  anwenden 
lassen. 

Das  Princip,  von  dem  er  aach  hier  wieder  aasgeht,  ist  die  Bestimmung 
der  Länge  des  reflectirten  Strahles,  and  zwar  ist  die  Grandlage  dafür  die 
Beziehang,  welche  zwischen  der  Summe  der  Längen  eines  einfallenden  und 
gebrochenen  Strahles  und  zwischen  der  entsprechenden  Summe  für  einen 
unendlich  nahe  einfallenden  Strahl  stattfindet  und  die  einfach  folgende  ist: 
Wenn  das  Verhältniss  des  Sinus  des  Einfallswinkels  zum  Sinus  des  Bre- 
chungswinkls  mit  m :  n  bezeichnet  wird  und  die  von  einem  Punkte  ausge- 
henden, unendlich  nah  an  einander  auf  eine  brechende  Curve,  bezw.  et  und 
ft,  sowie  die  zugehörigen  gebrochenen  Strahlen  h^  und  6,  genannt  werden: 

m  m 

Der  Beweis  ergiebt  sich  aus  der  Figur  12:  Beschreibt  man  mit  dem 
einfallenden  Strahle  AC  als  Radius  den  kleinen  Bogen  CM  und  entspre- 
chend mit  BK  den  Bogen  KL  und  zieht  die  Normale  NO^  so  ist  der  Ein- 
fallswinkel AKN^KCM  und   der  Brechungswinkel  BKO^LKC,    M%^ 

lieh  ist  auch  sin  MCK :  sin  SKC=:^  KM :  CL^m  :  n  odet  CL=:  -KM. 

m 

Daher  ist  auch  -  AM+^  KM,  d.  h,  -  AK=  ^  AC+  OL  und  -  AK 

mm  mm  m 

+  KB=:^  AC+CL  +  LB^-^  AC+CB. 
m.  m 

Für  parallel  auffallende  Strahlen  gilt  offenbar  dieselbe  Beziehung, 
wenn  man  die  einfallenden  Strahlen  von  einer  senkrecht  zu  ihrer  Richtung 
gezogenen  Geraden  an  rechnet. 

Danach  ist  es  nicht  schwer,  aplanetische  Curven  zu  sceichnen,  wie  es 
schon  Descartes  gethan  hatte,  und  man  hat,  wenn  man  sie  nfch  den  hier 
angegebenen  Beziehungen  construirt,  den  Vortheil,  leicht  ^einzusehen ,  dass 
wirklich  die  von  einem  Punkte   ausgehenden  Strahlen  durch  die  Carven 
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wieder  in  einen  Punkt  vereinigt  werden,  wfthreDd  Descartes  die  Richtig- 
keit seiner  Constractionen  nicht  beweist. 

Da  es  sich  jedoch  hier  nm  die  canstischen  Linieifund  nicht  nm  aplane- 
tische  Cnrven  handelt,  so  brauche  ich  auf  die  Constraction  der  letztern 
nicht  näher  einzugehen,  sondern  will  mich  nur  auf  die  Bemerkung  besclirän- 
ken,  dasa  die  später  von  Quetelet  untersuchten  Causiigues  secondaires^  die 
man  als  identisch  mit  den  Ovalen  des  Descartes  erkennen  wird,  auch 
nach  Bernoulli^s  Methode  construirt  werden  können. 

Die  Erfolge,  die  Bernoulli*s  Untersuchungen  der  Diacaustiken  ge- 
habt haben,  sind  dagegen  nicht  sehr  hoch  anzuschlagen.  Man  sieht,  dass 
sich  durch  das  Festhalten  an  dem  Frincip,  zunächst  die  Länge  des  gebro- 
chenen Strahles  analytisch  zn  bestimmen  und  dann  die  Canstik  danach  zu 
construiren,  wenig  Nutzen  für  einzelne  Fälle  ergeben  wird.  Auch  ist  mir 
nicht  bekannt,  dass  später  noch  Jemand  diesen  Weg  eingeschlagen  hätte; 
vielmehr  ist  es  durch  spätere  Arbeiten  gelungen ,  die  Diacaustiken  in  ein- 
zelnen Fällen  als  Catacanstiken  zn  bestimmen  oder  in  anderen  Fällen  we- 
nigstens eine  Evolvente  der  Diacaustik  in  brauchbarer  Form  darzustellen. 

Meine  Ansicht^  dass  Bernoulli's  Ausdrücke  keinen  grossen  practi- 
fichen  Nutzen  haben  dürften,  wird  die  Ausführnog  des  Ausdrucks,  den  er 
für  die  Länge  des  refiectirten  Strahles  gefunden  hat,  bestätigen.  Derselbe 
heisst: 


m^dx^  —  n^dx^'\'m^dy*"\'dyj/m^n^dy*  +  m^n^dx^  —  n^dx^ 
multiplicirt  mit 

\^  [y^  +  {n^r^dy* '^rn^n^t/'dy^  +m^n^y^ dx^ --n^da? 

+  2m^ydy.y  {m*n^\^dy^  +  m*n*y^dx*  —  n^tfda^) ) 

und  das  Produckt  dividirt  durch: 

[—  m^y(Py  —  m^nydycPy  :  |/  {m^dy*  +  m*dx^  —  n'dor*)] . 

Nachdem  Bernoulli  diesen  Ausdruck  durch  eine  sehr  langwierige 
analytische  Untersuchung  gefunden  hat,  fügt  er  denselben  die  Bemerkung 
bei:  „Hinc  in  quavis  curva  data  inveniri  polest  longüudo  radii  refraciiy  sub- 
slüuendo  ne'mpe  valorem  ipsius  dXy  vel  dy  ei  ^y;  nam  dx,  dy  et  d^y,  ob  curvae 
daiae  naturaniy  sese  deslrueni,  et  proin  orietur  longitudo  illa  in  quaniitatibxis  pure 
aJgebraicis.  Cognita  auiem  illa  longitudine^  curva  causlica  consirui  et  deierminari 
poiest.^^ 

Gegen  die  Richtigkeit  dieser  Schlüsse  —  so  lange  sie  auf  keinen  spe- 
ciellen  Fall  angewendet  werden  —  lässt  sich  nichts  einwenden,  ob  aber 
nach  jenem  Ausdruck  für  ,  Jede  beliebige  Curve'^  ihre  Diacaustik  construirt 
werden  könne,  dürfte  um  so  fraglicher  erscheinen,  als  es  Bernoulli  selbst 
nicht  gelungen  ist,  die  Anwendung  seiner  Formeln  weiter  ^Is  auf  zwei  ver- 
hältnissmftssig  einfache  Fälle  auszudehnen,  bei  welchen  er  allerdings  in 
dem  einen  Fnlle  (bei  der  Parabel)   die  Beschaffenheit  der  Diacaustik  er- 
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kannt  hat ,  in  dem  andern  aber  beim  Kreise  mit  der  Angabe  des  immerhin 
noch  sehr  complicirten  Ausdrucks  für  die  Länge  des  reflectirten  Strahles 
abbricht. 

Fassen  wir  nun  die  Verdienste  Bernoulli's  am  die  Ausbildung  der 
caustischen  Theorie  noch  einmal  kurz  zusammen,  so  müssen  wirisagen,  dass 
er  dieselbe  in  der  That  wesentlich  weiter  geführt  hat,  als  dies  vor  ihm  ge- 
schehen war,  und  namentlich  durch  Anwendung  der  Analysis  viele  interes- 
sante Entdeckungen  gemacht  hat,  die  vor  ihm  nicht  bekannt  gewesen  waren. 
Der  Begründer  der  Lehre  von  den  Brennlinien  hatte  sich  auf  die  ein- 
fachsten Fälle  derKeflexion  beschränkt;  Bernoulli  hat  die  Catacaustiken 
auch  mehrer  anderer  krummen  Linien  untersucht  und  namentlich  in  dieser 
Hinsicht  auf  jene  zwei  merkwürdigen  Curven  hingewiesen,  welche  sowohl 
durch  Evolution  ähnliche  Curven  erzeugen,  als  auch  solche  zu  ihren  Cata- 
caustiken haben,  und  hatte  somit  sowohl  der  von  Huygens  kurz  vorher 
und  dann  von  verschiedenen  Andern  ausgebildeten  Theorie  der  Cykloiden 
einen  wichtigen  Dienst  gethan,  als  auch  nachgewiesen ,  dass  die  Curve  von 
Tschirnhaus  in  ihren  Eigenschaften  nicht  isolirt  dasteht ,  sondern  viel- 
mehr als  Repräsentantin  einer  ganzen  Familie  anzusehen  ist.  Dann  hat  er 
weiter  die  Theorie  der  Diacaustiken  mit  in  den  Bereich  seiner  Untersuchun- 
gen gezogen,  und  wenn,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  seine  Arbeiten  keine 
bedeutende  Ausdehnung  der  Lehre  nach  dieser  Seite  hin  zur  Folge  hatten, 
so  hat  er  doch  das  Verdienst  immerhin,  sehr  allgemeine  Formeln  aufge- 
stellt zu  haben;  endlich,  wenn  man  darin  einen  Nutzen  finden  will,  hat  er 
gezeigt ,  dass  eben  diese  allgemeinen  Formeln  so  complicirt  werden ,  dass 
sie,  um  mit  einem  auf  diesem  Gebiete  sehr  verdienten  französischen  Ma- 
thematiker zu  reden,  auch  den  unerschrockensten  Analytiker  entmuthigen 
können,  und  dass  es  sich  also  um  Aufstellung  andrer  Gesichtspunkte  für 
diese  wichtige  Theorie  handelte,  wenn  sie  weiter  gefördert  werden  sollte. 

Verschiedene  seiner  Zeitgenossen  haben  sich  mit  demselben  Gegen- 
stände beschäftigt,  so  sein  Bruder  Jacob  Bernoulli,  de  la  Hire,  Uö- 
pital  u.  A.  Leider  konnte  ich  mir  jedoch  die  Schriften  dieser  Mathema- 
tiker nicht  verschaffen  und  kann  sie  daher  hier  nur  nennen ;  übrigens  scheint 
es  nach  zerstreuten  Bemerkungen  in  den  verschiedenen  neuern  Arbeiten 
auch  den  genannten  Bearbeitern  nicht  gelungen  zu  sein,  allgemeinere  Ge- 
sichtspunkte über  die  Behandlungsweise  jener  Curven  aufzustellen,  sondern 
sie  scheinen  meistens  nur  einzelne  Fälle  in  ähnlicher  Weise,  wie  Tschirn- 
haus  und  Job.  Bernoulli,  behandelt  zu  haben. 

Mit  diesen  Arbeiten  schliesst  die  erste  Entwicklungsperiode  der  Theorie 
ab :  die  Brennlinien  verschiedener  einzelner  Curven  waren  so  genau  unter- 
sucht ,  dass  in  dieser  Hinsicht  nicht  vielmehr  geschehen  konnte  und  in  der 
That  auch  nicht  viel  mehr  geschehen  ist;  denn  wenn  auch  von  Spätem  an- 
dere Methoden  angewandt  wurden ,  so  führen  dieselben  doch  meist  ebenso, 
wie  diejenige  Bernoulli*s,  zu  so  complicirten  Ausdrücken,   dass  sie  sich 
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im  Einzelnen  nicht  viel  weiter  anwenden  lassen,  als  anf  jene  einfachen 
Fälle ,  die  eben  schon  früher  untersucht  waren. 

Dagegen  führten  die  nenern  Untersuchungen  zu  sehr  interessanten  Be- 
ziehungen zwischen  den  Caustiken  und  gewissen  andern  Curren,  deren  £nt* 
stehungsart  ebenfalls  sehr  einfach  ist  und  die  sich  namentlich  auch  bequem 
von  der  Ebene  auf  den  Kaum  Übertragen  lassen.  Doch  war  eine  lange 
Zeit  nöthig,  um  die  Endresultate  zu  erzielen,  obwohl  diese  äusserst  einfach 
waren  und  auf  weit  kürzerem  Wege  hätten  gefunden  werden  können. 

Die  Zeit  der  Ausbildung  dieser  allgemeinen  Theorie  der  caustischen 
Linien  und  Flächen  lässt  sich  daher  jener  ersten  Periode,  in  der  es  sich  le* 
diglich  um  die  Untersuchung  einzelner  Brennlinien  handelte,  als  eine  zweite 
gegenüberstellen;  doch  schliesst  sich  diese  nicht  unmittelbar  an  die  erste 
an,  sondern  es  liegt  zwischen  ihnen  fasst  die  ganze  zweite  Hälfte  des  vorigen 
Jahrhunderts,  in  der  für  die  Ausbildung  der  Lehre  wenig  oder  nichts  ge- 
schah ;  es  scheint,  dass  sich  die  Mathematiker  dieser  Zeit  durch  die  Schwie- 
rigkeit der  Rechnungen,  zu  denen  die  früheren  Untersuchungen  geführt 
hatten,  von  der  Behandlung  dieses  Gegenstandes  abschrecken  Hessen. 

Erst  im  Anfange  dieses  Jahrhunderts  wurden  die  Untersuchungen 
wieder  aufgenommen  und  neue  fruchtbare  Principien  für  dieselben  aufge- 
funden. An  der  Spitze  dieser  Entwicklungsperiode  steht  eine  grosse  ana- 
lytische Untersuchung  von  Malus,  die  im  Jahre  1808  in  dem  Journal  de 
PEcole  polyiechnique  erschien  und  die  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  von 
neuem  dem  fast  vergessenen  Gebiete  zuführte. 

Ich  kann  hier  natürlich  nicht  die  ganze  sehr  ausführliche  Rechnung 
besprechen,  welche  Malus  in  dieser  Arbeit  durchgeführt  hat,  sondern  will 
nur  kurz  die  Resultate  derselben  anführen  und  deren  Richtigkeit  prüfen. 
Er  geht  davon  aus,  Beziehungen  zwischen  geraden  Linien  aufzasuchen,  die 
nach  irgend  einem  analytisch  ausgedrückten  Gesetze  vcm  allen  Punkten 
einer  krummen  Fläche  ausgehen.  Er  findet  nun,  dass  es  zwei  Richtungen 
auf  dieser  Fläche  giebt,  nach  denen  man  zu  einem  unendlich  nahen  Punkte 
fortgehen  muss,  um  zu  erreichen,  dass  der  Strahl,  welcher  von  diesem  un- 
endlich nahen  Punkte  ausgeht,  den  von  dem  ersten  Punkte  ausgehenden 
schneidet;  ebenso  kann  man  von  dem  zweiten  Punkte  nach  einem  dritten 
fortgehen,  so  dass  der  von  hier  ausgehende  Strahl  den  zweiten  trifft  u.  s.  f. 
Dadurch  erhält  man  für  jeden  Punkt  der  Fläche  zwei  Curven  (jt)  und  (/), 
welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  die  von  den  auf  ihnen  liegenden 
Punkten  ausgehenden  Strahlen  sich  successive  schneiden.  Diese  Geraden 
bilden  demnach  zwei  developpable  Flächen,  deren  Wendnngscurven  durch 
die  successiven  Durchschnittspnnkte  der  Geraden  gehen.  Der  Strahl ,  der 
von  dem  ursprünglich  angenommenen  Punkte  x  y  z  ausgeht,  gehört  also 
zwei  developpablen  Flächen  an  und  bildet  deren  Durchschnitt.  Da  das- 
selbe für  jeden  andern  von  der  krummen  Oberfläche  ausgehenden  Strahl 
gilt,  so  hat  man  den  allgemeinen  Satz:  Wenn  ein  System  von  geraden  Linien 
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nach  demselben  analytischen  Gesetze  von  allen  Punkten  einer  Oberfläche 
ausgeht,  so  kann  dieses  System  als  der  geometrische  Ort  des  Durchschnitts 
zweier  Systeme  von  developpablen  Flächen  betrachtet  werden.  Für  den 
Winkel,  unter  dem  sieh  die  developpablen  Flächen  schneiden,  gibt  er  einen 
analytischen  Ausdruck  an;  dieser  muss  offenbar  eine  Function  der  Coor* 
dinaten  des  Punkts  der  krummen  Fläche  und  derjenigen  Grössen  sein, 
welche  jenes  analytische  Gesetz  ausdrücken  soll«  Wird  der  Cosinus  dieses  ^ 
Winkelg  =0,  so  stehn  die  developpablen  Flächen  senkrecht  aufeinander. 
Gehn  nun  die  Strahlen  von  einem  Punkte  aus,  die  von  einer  krummen 
Oberfläche  reflectirt  oder  gebrochen  werden,  so  findet  für  die  Richtung  der 
reflectirten  oder  gebrochenen  Strahlen  ein,  analytisch  ausdrückbares,  für 
alle  Punkte  der  krummen  Fläche  geltendes  Gesetz  statt  und  finden  deshalb 
die  obigen  Schlüsse  ihre  Anwendung.  Es  wird  nun  für  diesen  Fall,  wie 
die  Analysis  ergibt,  für  jeden  Punkt  der  Fläche  der  Cosinus  jenes  Winkels 
=  0,  d.  h. :  Werden  Strahlen,  die  von  einem  Funkte  ausgehn,  von  einer 
beliebigen  Fläche  reflectirt  oder  gebrochen,  so  können  die  reflectirten  oder 
gebrochenen  Strahlen  als  der  Durchschnittspunkt  zweier  sich  unter  rech- 
tem Winkel  schneidenden  Systeme  von  developpablen  Flächen  betrachtet 
werden. 

Dieses  merkwürdige  Gesetz  weist  Malus  auch  für  den  Fall  nach,  dass 
der  strahlende  Punkt  in  unendlicher  Entfernung  liegt,  leugnet  aber  die 
Gültigkeit  desselben  für  wiederholte  Reflexionen  oder  Brechangen,  während 
es  sich,  wie  Dupin  zuerst  nachgewiesen  hat,  ganz  allgemein  so  aussprechen 
lässt:  Lässt  sich  ein  System  von  Lichtstrahlen  als  der  Ort 
des  Durchschnitts  zweier  Systeme  sich  rechtwinklig  schnei- 
dender developpabler  Flächen  betrachten  —  was  immer  der 
Fall  ist ,  wenn  die  Strahlen  zu  einer  und  derselben  Fläche  normal  sind  — 
dann  verliert  es  diese  Eigenschaft  durch  keine  Brechung 
oder  Reflexion. 

Malus  dagegen  hatte  gefunden,  dass,  wenn  jenes  Strahlen -System 
einer  zweiten  Brechung  oder  Reflexion  unterworfen  würde,  so  lasse  es  sich 
zwar  ebenfalls  alt»  Ort  der  Durchnitte  zweier  Systeme  von  developpablen 
Flächen  betrachten;  doch  schnitten  sich  diese  dann  im  Allgemeinen  nicht 
mehr  unter  rechten  Winkeln.  Ich  habe  mich  bemüht,  den  Grund  dieses 
Irrthums  aufzusuchen  und  glaube  denselben  in  einem  Satze  gefunden  zu 
haben,  der  sich  auf  der  S.  80  seiner  Abhandlung  in  dem  XIV.  Band  des 
Journal  de  VEcole  polyiechnique  findet,  fir  sagt  dort :  Wenn  die  Lichtstrah- 
len ,  die  von  einem  Punkte  ausgehn ,  auf  eine  brechende  Fläche  F  treffen, 
so  können  die  gebrochenen  Strahlen  als  der  Ort  des  Durchschnitts  zweier 
Systeme  S,  S'  von  developpablen  Flächen  betrachtet  werden,  welche  die 
brecliende  Fläche  F  in  zwei  Reihen  von  Curven  «,  s'  schneiden  und  be- 
zeichnet man  mit  Cy  C'  die  Systeme  der  konischen  Flächen ,  welche  durch 
die  Folge  der  einfallenden  Strahlen  entstehn,  die  nach  ihrer  Brechung  jene 
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developpablen  Flächen  5,  S^  bilden :  dann  sind  jene  developpablen  Flächen 
Sy  S^  ZU  einander  senkrecht,  woraus  man  schliessen  könne,  dass  die  ko- 
nischen Flächen  C^C'  sich  unter  einem  veränderlichen  Win- 
kel schneiden.  Aus  diesem  Schlüsse  wird  dann  später  abgeleitet,  dass 
die  Strahlen  nach  wiederholter  Brechung  nicht  mehr  als  Durchschnitt  zu 
einander  senkrechter  developpabler  Flächen  zu  betrachten  seien.  Der 
Schluss,  dass  sich  die  konischen  Flächen  (7,  C'  unter  verändertem  Winkel 
schnitten,  ist  jedoch  falsch,  wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  wenn  man  den  vor« 
her  angegebenen  Satz  von  Dupin  als  richtig  erkannt  hat;  denn  nimmt 
man  letzteren  als  erwiesen  an,  so  braucht  man  nur  die  Strahlen,  welche, 
von  einem  Punkt  ausgehend,  durch  eine  krumme  Fläche  gebrochen  werden 
und  dann  als  Durchschnitt  zu  einander  senkrechter  Systeme  von  develop- 
pablen Flächen  angesehen  werden  können,  rückwärts  zu  verfolgen:  Wenn 
sie  in  der  entgegengesetzten  Richtung  auf  die  Oberfläche  träfen,  als  die- 
jenige ist ,  welche  sie  durch  die  Brechung  erhalten ,  so  wtirden  sie  offenbar 
nach  einer  Brechung  in  dem  angegebenen  entgegengesetzten  Sinne  wieder 
in  dem  Funkte  vereinigt  werden.  Da  nun  diese  Strahlen  nach  ihrer  Bre- 
chung ebenfalls  als  Durchschnitte  sich  rechtwinklig  schneidender  develop- 
pabler Flächen  anzusehn  wären,  so  würden  diese  developpablen  Flächen 
offenbar  in  diesem  Falle  jene  konischen  Flächen  C,  C'  sein  und  auch  diese 
müssen  daher  in  allen  Fällen  ebenfalls  zu  einander  senkrecht  sein  —  die 
Richtigkeit  des  Dupin 'sehen  Satzes  vorausgesetzt.  Da  sich  der  von 
Dupin  gegebene  allgemeine  Beweis  jedoch  auf  eine  der  Optik  ferner  lie- 
gende Betrachtung  gründet  und  sich  der  davon  unabhängige  Beweis  nur 
auf  die  Reflexion  bezieht,  so  will  ich  den  Beweis  seines  Satzes  so  lange 
versparen,  bis  ich  zu  dem  allgemeinen  Theorem  von  Qergonne  gekommen 
sein  werde»  von  dem  das  Dupin *sche  sich  dann  nur  als  ein  veränderter 
Ausdrack  herausstellen  wird. 

Die  Malus 'sehe  Arbeit  hat  jedoch  trotz  dieses  Irrthums  das  Verdienst, 
ein  für  die  allgemeine  Theorie  sehr  brauchbares  Princip  gewonnen  zu  ha- 
ben ;  die  Anwendung  auf  einzelne  Fälle  hat  freilich  grosse  Schwierigkeiten 
durch  die  Complicirtheit  der  Formeln ,  so  dass  sie  Malus  selbst  nur  auf 
Rotationsflächen  angewandt  hat,  wodurch  eben  nicht  viel  neue  Resultate 
gewonnen  sind,  da  sich  diese  meistens  ganz  einfach  aus  den  schon  bekann- 
ten Caustiken  für  ebene  Curven  ableiten  lassen. 

Der  Mal  US 'sehe  Satz  in  der  von  Dupin  gegebenen  Form  kann  nun 
auch  so  ausgedrückt  werden:  Wenn  Strahlen  normal  zu  ein  und 
derselben  Fläche  sind,  so  haben  sie  auch  nach  der  Brechung 
oder  Reflexion  diese  Eigenschaft,  nämlich  zu  einer  andern 
Fläche  normal  zu  sein.  Die  Bestimmung  dieser  s.  g.  orthogonalen 
Transversalfläche  für  die  gebrochenen  Strahlen  war  nun  die  Aufgabe  für 
die  weitere  Ausbildung  der  caustischen  Theorie.  Schon  vor  Dupin 's  Be- 
richtigung des  Malus'schen  Theorems  hatte  Oergonne  eine  Entdeckung 
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gemacht,  die  hauptsächlich  zarKenntniss  jener  Fläche  die  mittelbare  Veran- 
lassung gegeben  hat.    Er  untersuchte  nämlich  in*dem  ii.  Band  der  von  ihm 
herausgegebenen  Annales  de  Maihemaiigues pures  et]  appliguees  ^  der  im  Jahre 
1820  erschien  —  Dupin  veröffentlichte  seine  Arbeit  erst  im  Jahre  1822  — 
den  Ort,   an  welchem  ein  leuchtender  Punkt  für  ein  in  einem  andern,  von 
dem  des  Punktes  durch  eine  Ebene  geschiedenen  Medium  befindliches  Auge 
zu  liegen  scheint,  also  z.  B.  ein  Punkt  im  Wasser  für  ein  in  der  Luft  be- 
findliches Auge.    Der  Ort  ist  offenbar  für  jede  Stellung  des  Auges  verschie- 
den und  stellt  in  der  Aufeinanderfolge  für  die  verschiedenen  Stellungen  des 
Auges  die  successiven  Durchschnittspunkte  benachbarter,  von  dem  Punkt 
ausgehender  Strahlen»  d.  h.  die  Diacaustik  vor,  welche  durch  die  Brechung 
von  Strahlen ,  die  von  einem  Punkte  ausgehn  und  auf  eine  Ebene  treffen, 
gebildet  wird.     Er  konnte  seine  Untersuchung  auf  die  in  einer  durch  den 
Punkt  und  das  Auge  gehende,  zur  Wasserfläche  senkrechte  Ebene  beschrän- 
ken und  fand,   dass  die  Curve  die  Evolute  einer  Ellipse  ist.     Umgekehrt 
fand  er,  dass  die  DiacansUk  für  den  Uebergang  in  ein  dichteres  Mittel  die 
Evolute  einer  Hyperbel   ist.     Die   analytische  Ableitung  dieses  Resultats 
kann  ich  hier  übergehn ,    da  sich  dasselbe  meist   in  den  Lehrbüchern  der 
Analysis   als   Beispiel   für  einhüllende  Curven   findet.    (S.  z.  B.  Schlö» 
milch 's  Comp.  d.  An    L  S.  132.)    Ich  werde  daher  darauf  zurtickkommön, 
wenn  ich  meine  Darstellung  bis  zum  Endresultate  der  Gergonn ersehen 
Untersuchungen  durchgeführt  haben  werde.    Gergonne  wurde  durch  die 
Entdeckung  auf  die  Vermuthung  gebracht,  dass  sich  allgemein  dieCaustiken 
als  Evoluten  einfacherer  Linien  darstellen  könnten,  eine  Vermuthung,  die 
sich  vollkommen  bestätigt  hat. 

In  einer  folgenden  Abhandlung  von  Gergonne  (Bd.  14  seiner  Anna- 
len)  weist  er  das  Malus  "sehe  und  das  Dupin 'sehe  Theorem  analytisch 
nach  und  macht  einige  Zusätze,  die  leicht  daraus  folgen,  so  z.  B.,  dass  wenn 
ein  System  von  Strahlen,  die  senkrecht  zu  derselben  Fläche  sind,  verschie- 
dene Brechungen  oder  Reflexionen  erfährt,  statt  dieser  eine  einzige  Bre- 
chung oder  Reflexion  substituirt  werden  kann,  welche  jenen  Strahlen  die- 
selbe Richtung  ertheilt,  die  sie  nach  den  wiederholten  Brechungen  und  Re- 
flexionen erhalten. 

Die  vorher  erwähnte  Vermuthung  Gergonne 's  scheint  auch  einige 
andere  Mathematiker  veranlasst  zu  haben ,  diesen  Gegenstand  weiter  zu 
verfolgen ,  und  so  bringt  namentlich  schon  der  15.  Band  der  Annalen  (1824) 
eine  Untersuchung  von  Sturm,  worin  er  zunächst  einen  geometrischen  Be- 
weis jenes  von  Gergonne  gefundenen  Satzes,  dass  die  von  einem  Punkte 
ausgehenden  Strahlen  nach  ihrer  Brechung  durch  eine  Gerade  auf  eii^em 
Kegelschnitt  senkrecht  stehe,  giebt  und  dann  ähnliche  Untersuchungen  für 
die  Diacaustik  des  Kreises  anstellt. 

Sturm 's  Beweis  des  Gergonne 'sehen  Satzes  ist  folgender:  Ist 
(Fig.  13)  A  der  leuchtende  Punkt,  B  der  ihm  in  Bezug  auf  die  brechende 
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Gerade  CD  gegenüberliegende  Punkt,  AJ  ein  einfallender,  £JL  der  ge- 
brochene Strahl,  so  lege  man  einen  Kreis  durch  AJB.  Dann  ist  der  Ein- 
fallswinkel =  AJF^  der  Brechungswinkel  =3  LJF,  Es  ist  nun  zu  unter- 
scheiden» ob  der  Brechungswinkel  kleiner  oder  grösser  ist,  als  der  Einfalls- 
winkel.    Im  ersten  Fall  (Fig.  13)  sei  —  das  Brechungsverhältniss ,  wo  also 

a"^  c.  Trägt  man  nun  auf  MB  das  Stück  MG  =  MA  ab,  dann  sind  die 
gleichschenkligen  Dreiecke  AGM  und  AJB  ähnlich,  also  Winkel  GAM 
=  5^/ und  also  auch  Winkel  JAM^BAG,  Die  Dreiecke  BAG  und  JAM 
sind  folglich  ähnlich,  also  BG  :  AB  =  JM:JA=  cia^*^  consi;.  Der  Punkt 
M  bewegt  sich  also,  da  BG=s  BM^=  AM  constant  ist,  auf  einer  Hyperbel. 
Der  gebrochene  Strahl  J.V  steht  aber  senkrecht  auf  dieser  Curve,  weil  er 
mit  den  Radien  yectoren  Winkel  bildet,  die  sich  zu  180^  ergänzen  {BMJ 
^  ßAJ=ABJ=l&y^  —  AMJ).  In  ähnlicher  einfacher  Weise  beweist 
Sturm,  dass,  wenn  der  Brechungswinkel  grösser  als  der  Einfallswinkel 
wird,  die  gebrochenen  Strahlen  auf  einer  Ellipse  senkrecht  stehn« 

Bei  der  Anwendung  dieser  Betrachtungsweise  auf  die  Diacaustik  des 
Kreises  für  Strahlen,  die  von  einem  Punkte  ausgehn,  führt  Sturm  mit 
grossem  Vortheil  einen  Punkt  B  von  der  Eigenschaft  ein,  dass  CB.CA 
=  CJ*  ist,  und  der  also  ausserhalb  oder  innerhalb  des  Kreises  fällt,  je  nach- 
dem der  leuchtende  Punkt  innerhalb  oder  ausserhalb  desselben  liegt.  Ist 
nun  AJ  ein  einfallender  Strahl,  so  legt  man  durch- AJB  einen  Kreis,  an 
welchen  CJ  also  eine  Tangente  ist.  Der  Punkt  M^  wo  der  gebrochene  Strahl 
den  Hülfskreis  zum  zweitenmale  schneidet,  kann  dann  auf  jeden  der  3  Bögen 
fallen,  die  durch  die  Punkte u^ ,  7  und  ^  gebildft  werden.  Sturm  unter- 
sucht  diese  Fälle  getrennt;  ich  gebe  hier  als  Beispiel  nur  den  Fall,  wo  M 

n  A  J         tt 

auf  den  Bogen  A  B  fällt.     Ist  das  Brechungsverhältniss  ■— ,  so  ist  -j-jr.=^  —  - 

C  J  Im.  C 

Verlängert  man  nun  B  M,  so  dass  310 :  MA  =2JB:  JA  wird,  und  zieht  AG, 
dann  sind  die  Dreiecke  AJB  und  AMG  ähnlich,  weil  sie  einen  gleichen 
Winkel  (>^i1/^  =  Snppl.  BMA=BJA)  zwischen  proportinnalen  Seiten  ha- 
ben. Folglich  ist  Winkel  MAG=  JAB  und  albo  Winkel  BAG  =  JAM. 
Die  Dreiecke  B AG  und  JAM  sind  daher  ähnlich  und  geben  BA  :  BG  = 

h 
JA:JM=a:c.    Folglich  ist  5  G  constant  =  ^4f  +  Jf(?  =  B^f+ -    M  A, 

a 

b       MG      JB      BC       •  ,  ^ 

wenn  —  =  — -  =  -=—  =  -— 1  eosetzt  wird. 
a       AM      JA       CJ^ 

Die  Gleichung  für  B  G  gibt  auch  a  .  MB  +  b.MA=^c.  AB  (weil  BG.a 
=  AB,c;  denn  BG  :  A  B  =  JM  :J  A  =  c  :a).  Der  Ort  des  Punktes  M  ist 
also  eine  Curve,  für  die  die  Summe  der  Producte  aus  den  Kadien  vectoren 
und  den  Constanten  a  und  6  constant  ist. 

Dass  der  gebrochene  Strahl  JM  senkrecht  ca  dieser  Curve  ist,  beweist 
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Sturm  vermittelst  eines  der  Mechanik  entlehnten  Satzes,  ohne  der  Diffe- 
rentialrechnung zu  bedürfen.  Leichter  kann  man  den  Beweis  vermittelst  der- 
selben führen,  wie  folgt :  Sei  AM^  r,  BM^=  r  und  ds  das  Bogendifferentialf 

so  hat  man  6r+  ar'  =  Con8t:  6  — -  +  «---  =0:  -r- «nd  — -  sind  aber,  wie 

ds  ds  ds  ds 

leicht  zu  sehen,  die  Sinus  der  Winkel,  welche  die  Normale  mit  den  Radien 
vectoren  macht.  Diese  verhalten  sich  also  wie  a  :  —  6,  wenn  man  die  Win- 
kel nacb  derselben  Seite  der  Normale,  oder  wie  a:b,  wenn  man  sie  nach 
verschiedenen  Seiten  derselben  rechnet.  Sie  verhalten  sich  also,  wie  die 
Sinus  der  Winkel,  welche  der  Strahl  J^  mit  den  Radien  vectoren  macht, 
und  es  muss  demnach  die  Normale  mit  dem  Strahle  zusammenfallen. 

Fällt  der  Punkt  M  auf  den  Bogen  ^J,  dann  findet  Sturm  den  Ort 
dieses  Punkts  in  analoger  Weise  ausgedrückt  durch  die  Gleichung 

BG==MB Af^oder  a  .  JUB^b  .  JUA^c  .  AB, 

und  endlich,  wenn  M  auf  J B  fällt,  hat  man 

—  MA  —  MB=^  BG  oder  b  .MA  —  a  .  MB  ^c  .  AB . 
a 

Der  Beweis,  dass  der  gebrochene  Strahl  senkrecht  auf  diesen  Curven  steht, 

lässt  sich  ebenfalls  ganz  analog  dem  vorigen  führen. 

Sturm  stellt  dann  dar,  wie  die  Art  dieser  Curven  von  der  Lage  des 

Q 

leuchtenden  Punktes  und  dem  Werth  —  des  Brechungsverhältnisses  ab- 
hängt, welches  letztere  auch  = — I  sein  kann,  so  dass  die  Brechung  in 
Reflexion  übergeht. 

Alles  zusammengefasst ,  hat  man  den  Satz:  Die  Caustik  des  Kreises 
für  Strahlen,  die  von  einem  Punkte  ausgehn«  ist  die  Evolute  einer  Cur ve, 
für  welche  die  Summe  oder  Differenz  der  Producte  aus  den  Radien  vectoren 
und  zwei  constanten  Grössen  selbst  eine  constante  Grösse  ist.  Damit  sind 
diese  Caustiken  in  der  That  auf  die  Evoluten  einfacherer  Curven ,  denen 
eine  Gleichung  des  vierten  Grades  entspricht,  zurückgeführt,  und  diesen 
letzteren  Curven  begegnen  wir  hier  schon  zum  zweitenmale;  denn  sie  stim- 
men offenbar  mit  den  Ovalen  des  Descartes  überein,  welche  dieser  u.  A., 
namentlich  Newton  und  Bernoulli  als  apianetische  Linien  bestimmt 
hatten,  und  es  kommen  also  denselben  Curven  zwei  gleich  wichtige  und 
merkwürdige  optische  Eigenschaften  zu. 

Zu  gleicher  Zeit,  wie  Sturm,  beschäftigte  sich  auch  Qnetelet  mit 
der  Untersuchung  der  Evolventen  der  Brennlinien.  Hinsichtlich  der  Gau- 
stiken  des  Kreises  war  er  zu  ähnlichen  Resultaten,  wie  Sturm,  jedoch  auf 
anderem  Wege  gelangt.  Ihm  gebühret  das  Verdienst,  die  Natur  jener  Evol- 
venten, oder  der  Causiiques  secondaires,  wie  er  sie  nennt,  zuerst  genauer  un- 
tersucht und  namentlich  die  auch  von  Sturm  schon  angedeuteten  Analogien 
derselben  mit  Kegelschnitten  näher  bestimmt  zu  haben.     Dass  er  zunächst 
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ebenfalls  gefunden  hat,  dass  die  Catacaustiken  und  Diacaustiken  für  die 
gerade  Linie  auf  Kegelschnitten  senkrecht  stehn ,  genüge  hier  erwähnt  zu 
werden ,  da  diese  Entdeckung  nicht  neu  ist  und  auch  der  Beweis  keine  Vor- 
sflge  vor  dem  Stürmischen  darbietet. 

Neu  ist  dagegen  die  Betrachtung  jener  Evoluten  als  einhüllender  Cur- 
?en  von  Kreisen.  Er  zeigt  diese  Beziehung  zuerst  an  der  Catacaustik  des 
Kreises  und  sagt  darüber :  Die  Brennliuie  eines  Kreises  fttr  Strahlen, 
weiche  von  einem  Punkte  ausgehn,  steht  senkrecht  anf  der  Enveloppe  der- 
jenigen Kreise ,  deren  Mittelpunkte  auf  der  reflectirenden  Kreisperipherie 
liegen  und  deren  Peripherien  beständig  durch  den  leuchtenden  Punkt  gehen* 
Von  der  Richtigkeit  dieses  Satzes  überzeugt  man  sich  am  leichtesten,  wenn 
man  die  Evolvente  der  Brennlinie,  wie  oben ,  als  den  Ort  des  Bildes  des 
leuchtenden  Fanktes  auffasst;  da  das  Bild  dieses  Punktes  demselben  in 
Bezug  auf  Tangente  des  Kreises  symmetrisch  gegenüberliegt,  so  kann  man 
offenbar  für  jeden  Punkt  des  relBectirenden  Kreises  einen  Kreis  construiren, 
dessen  Mittelpunkt  auf  der  reflectirenden  Kreisperipherie  liegt  und  dessen 
Peripherie  durch  den  leuchtenden  Punkt  und  sein  entsprechendes  Bild  hin- 
durchgeht; die  unendliche  Zahl  dieser  Kreise  wird  aber  von  der  Curve  um« 
hüllt,  welche  den  Ort  des  Bildes  des  leuchtenden  Punktes  bildet  (oder  auch 
die  Form  der  reflectirtenden  Welle  darstellt)  und  von  der  die  reflectirten 
Strahlen  also  senkrecht  auszugehen  scheinen. 

Quetelet  selbst  bedient  sich  jedoch  dieses  Beweises  erst  in  einer  spä- 
tem Abhandlung  (vom  Jahre  1820,  während  die  erste  aus  1825  ist)  und  gibt  in 
der  erstem  einen  speciellern  Beweis,  so  dass  derjenige  für  die  allgemeine 
Form  seines  Satzes  nicht  daraus  abgeleitet  werden  kann.  Dieser  allgemeine 
Satz  heisst  aber: 

Gehen  Strahlen  von  einem  Punkte  aus  und  treffen  auf 
eine  brechende  Curve,  so  stehn  sie  nach  der  Brechung  senk- 
recht auf  der  Enveloppe  der  Kreise,  deren  Mittelpunkte 
auf  der  brechenden  Curve  liegen  und  deren  Radien  zu  den 
Entfernungen  der  Mittelpunkte  von  dem  leuchtenden  Punkte 
in  dem  constanten  Verhältnisse  stehen,  dass  der  SinaH  des 
Brechungswinkels  zum  Sinus  des  Einfallswinkels  bildet. 

Es  ist  dies  also  derselbe  Satz ,  den  wir  schon  im  Anfange  dieser  Dar- 
stellnng  aas  den  Principien  der  Undulationstheorie  abgeleitet  haben.  Die 
Präcisirung  der  Form  dieses  Satzes,  der  sich  in  der  obigen  Fassung  offenbar 
nicht  auf  den  Fall  anwenden  lässt,  wo  der  leuchtende  Punkt  in  unendlicher 
Eutfernung  liegt,  verdanken  wir  —  ausser  Quetelet  selbst  —  namentlich 
Gergoune  und  Sarrus. 

Eine  merkwürdige  Beziehung  zwischen  den  Evolventen  der  Brenn- 
linien und  den  Kegelschnitten  findet  sich  dann  weiter  in  Quetelet's  Ab- 
handlung angegeben:  Projicirt  man  nämlich  eine  Caustique  se- 
condaire  auf  eine  Kngeloberfläche,  so  kann  diese  Projection 
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auf  eine  zweite  Ebene  so  projicirt  werden,  dass  diese  zweite 
Projection  >ein  Kegelschnitt  wird.  Diese  merkwürdige Entdecknng 
ist  um  so  werthvoller,  als  sie  in  ganz  einfacher  Weise,  nur  durch  geschickte 
Combination  einiger  bekannter  Sätze  aus  der  Projectionslehre  und  über  das 
P  a sc aTsche  Sechseck  abgeleitet  ist.  Die  aus  der  Projectionslehre  be- 
nutzten Sätze  sind  hauptsächlich  die  beiden  folgenden,  die  man  in  den  be« 
treffenden  Lehrbüchern  bewiesen  findet.  (S.  z.  B.  Heis,  Stereometrie, 
Anhang  V.)  Erstens:  Jeder  Kreis  projicirt  sich  stereographisch  auf  die 
Kugel  als  Kreis,  und  zweitens:  Der  Winkel,  den  zwei  Linien  in  der  Ebene 
bilden,  ändert  sich  nicht  durch  die  Projection  auf  die  Kugel. 

Ist  L  ein  leuchtender  Punkt,  und  werden  die  Strahlen  von  einer  Kreis- 
Peripherie  reflectirt,  so  entsteht  eine  der  schon  mehrfach  besprochenen  Caus- 
tigues  secondaires^  die  man  also  auch  als  Bilder  des  Punktes  L  in  Bezug  auf 
die  Tangenten  für  alle  Punkte  des  Kreises  auffassen  kann.  Nimmt  man 
nun  auf  der  Caustique  secondaire  6  Punkte  an,  so  entspricht  jedem  derselben 
eine  Tangente  des  Kreises ,  und  die  z.  B«  einem  Punkte  A  entsprechende 
Tangente  ist  in  allen  ihren  Punkten  gleichweit  von  dem  Punkte  A  und  dem 
leuchtenden  Punkte  L  entfernt.  Ebenso  die  einem  zweiten  Punkte  B  ent- 
sprechende Tangente  von  diesem  Punkte  und  von  Z;  und  folglich  ist  der 
Durchschnitt  a  der43eiden  Tangenten  von  A^  B  nnd  L  gleichweit  entfernt, 
so  dass  man  um  diesen  Punkt  a  einen  Kreis  beschreiben  kann,  der  durch 
Z,  A  und  B  geht  und  den  Quetelet  —  soweit  er  zwischen  A  und  B liegt  — 
die  Corde  correlaiive  dieser  Punkte  nennt;  den  Mittelpunkt  desselben  nennt 
er  Centre  correlatif.  Ebenso  seien  nun  für  je  zwei  der  übrigen  Punkte  die 
Cenires  correlatifs  gefunden ,  so  dass  den  Punkten 

Au,  B\  B  Vi.  C\  CvL  2);  B  n.  E]  E  u.  F]  F  u.  A  entsprechen 
a;  b;  c;  /f;  e;  f, 

so  sind  diese  6  Punkte  a,  b,  c,  d^  e  und  f  die  Eckpunkte  eines  dem  Kreise 
umschriebenen  Sechsecks«  Die  Diagonalen  ad,  be^  c/*  desselben  schneiden 
sich  dann  nach  dem  Pascal 'sehen  Satze  in  einem  einzigen  Punkte,  der  m 
heissen  möge.  Die. beiden  Cordes  correlalives  AB  und  BE  haben  dann  ihre 
Centre  auf  derselben  Diagonale  ad.  Die  Kreisbögen  schneiden  sich  nach 
ihrer  Definition  in  dem  leuchenden  Punkte  L  und  also  noch  in  einem  zwei- 
ten Punkte  Ry  der  dem  Punkte  L  in  Bezug  auf  die  Diag(fnale  symmetrisch 
gegenüberliegt.  Daher  stehn  auch  diese  beiden  Punkte  gleichweit  von  dem 
Durchschnittspunkte  m  der  Diagonale  ad  mit  den  beiden  andern  Diagonalen 
be  und  ef  &h  und  man  hat  mZ==mA.  Ist  entsprechend  R'  der  zweite 
Durchschnittspunkt  der  Cordes  corrilaiives  BC  und  EF^  so  hat  man  ebenso 
fnL  =  mR\  und  wenn  endlich  E^'  der  zweite  Durchschnittspunkt  der  Cordes 
CDy  FA  ist,  so  ist  auch  mL=:mR^\  Legt  man  also  durch  L  einen  Kreis  um 
m,  so  geht  dieser  auch  durch/?,  B^  und  B^\  In  anderen  Worten :  Wenn  man 
um  eine  Caustique  secondaire  ein  Sechseck  aus  Cordes  correlatives  beschreibt, 
so  schneiden  sich  je  zwei  gegenüberliegende  Seiten  desselben,  genugsam 
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verlängert,  in  drei  auf  demselben  Kreise  mit  L  Hegenden  Punkten,  t^roji- 
cirt  man  nun  die  Cautigue  nebst  dem  Sechseck  auf  eine  ihre  £bene  berüh- 
rende Kngel  (den  dem  Berührungspunkt  diametral  gegenüberliegenden 
Punkt  als  Projectionscentrum  genommen),  dann  projicirt  sich  jeder  der  ge* 
nannten  Kreise  als  Kreis  und  diese  gehn  alle  durch  die  Projection  des 
Punktes  L.  Je  zwei  Cordes  correlaiives  schneiden  sich  in  einem  Punkt  und 
die  drei  Durchschnittsspunkte  liegen  mit  der  Projection  von  L  auf  demselben 
Kreise.  Nimmt  man  die  Projection  von  L  als  neues  Projectionscentrum 
und  projicirt  auf  die  diesem  neuen  Centrum  entsprechende  Ebene,  dann 
projiciren  sich  alle  durch  das  Centrum  gehende  Kreise  als  gerade  Linien : 
folglich  projiciren  sich  die  sechs  Cordes  correlaiives  nun  als  ein  der  Pro- 
jection der  Causiique  eingeschriebenes  Sechseck-;^  der  Kreis  aber,  der  auch 
auf  der  Kugel  durch  die  Projectionen  der  Punkte  R^  Bf  und  K'  geht,  pro- 
jicirt sich  ebenfalls  als  gerade  Linie,  d.  h.  die  neuen  Projectionen  der 
Durchschnittspunkte  je  zweier  gegenüberliegender  Seiten  des  in  die  Pro- 
jection der  Causiique  beschriebenen  Sechsecks  liegen  auf  einer  geraden 
Linie.  Diese  Eigenschaft  kommt  aber  nur  den  Kegelschnitten  zu  und  die 
neue  Projection  Causiique  secondaire  muss  daher  ein  solcher  sein. 

Die  Formeln,  welche  Quetelet  für  die  Rectification  und  Quadratur 
seiner  Causliques  secondaires  angegeben  hat,  zeichnen  sich  durch  grosse  Ein- 
fachheit und  durch  verschiedene  interessante  Beziehungen  zu  den  entspre- 
chenden Ausdrücken  für  Kegelschnitte  aus. 

Die  Identität  dieser  Curven  mit  den  Ovalen  des  Descartes,  auf  die 
auch  Sturm  hingewiesen  hatte,  weist  dann  Quetelet  in  einer  spätem 
Abhandlung  noch  besonders  nach. 

In  der  weitern  Entwicklung  der  Theorie  der  Brennlinien  verdanken 
wir  namentlich  Gergonne  eine  Verallgemeinerung  und  Berichtigung  des 
von  Quetelet  aufgestellten  Satzes :  Die  Brennlinien  für  irgend  eine Curve 
und  für  Strahlen,  die  von  einem  Punkte  ausgehn,  ist  die  Evolute  der  ein- 
hüllenden Curve  aller  Kreise ,  deren  Mittelpunkt  auf  der  brechenden  (oder 
reflectirenden)  Curve  liegt  und  deren  Badius  in  dem  constanten  Brechungs- 
verhältnisse zu  der  Entfernung  des  Mittelpunkts  zu  dem  leuchtenden  Punkte 
steht. 

Es  wurde  schon  oben  darauf  hingewiesen,  dass  der  Quetelet*sche 
Satz  keine  Anwendung  findet,  wenn  die  Entfernung  des  leuchtenden  Punk- 
tes als  unendlich  gross  und  also  die  einfallenden  Strahlen  als  parallel  an- 
gesehn  werden  müssen. 

Sarrus  gab  deshalb  für  diesen  Fall  folgenden  Satz  an,  den  er  aus 
der  Undulationstheorie  ableiten  wollte,  und  der  sich  als  vollkom- 
men richtig  erwiesen  hat: 

„Die  Caustik  für  irgend  eine  Curve  und  für  parallel  einfallende  Strah- 
len ist  die  Evolute  der  Enveloppe  der  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  der 
gegebenen  Curve  liegen  und  deren  Badien  zu  den  Entfernungen  der  Mittel- 
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punkte  von  einer  beliebig  angenommenen  zn  den  einfallenden  Strahlen 
senkrechten  Geraden  in  dem  constanten  BrechnngsverhäUnisse  stehen,  be- 
ziehungsweise ihnen  gleich  sind  (ersteres  für  die  Brechung,  letzteres  für  die 
Reflexion)." 

Es  Hegt  nun  nahe,  den  Qu  et  ei  et*  sehen  und  den  Sarrus' sehen  Satz 
so  zu  combiniren,  dass  man  ein  Resultat  gewinnt,  welches  sowohl  für  diver- 
gente^ als  für  parallele  Strahlen  gilt,  und  dies  gelang  Gergonne  dadurch, 
dass  er  im  ersten  Falle  die  Radien  jener  Kreise,  um  deren  Enveloppe  es 
sich  .handelt,  nicht  zu  der  Entfernung  der  Mittelpunkte  von  dem  leuchten 
Punkte  selbst  in  dem  constanten  Verhältnisse  stehen  lässt,  sondern  vielmehr 
zu  der  Entfernung  dieser  Mittelpunkte  von  einer  mit  beliebigem  Radius 
um  den  leuchtenden  Punkt  l)eschriebenen  Kreisperipherie.  Setzt  man  dann 
den  Radius  dieses  festen  Kreises  =30,  so  hat  man  den  Quetelet*schen 
Satz  für  convergente,  setzt  man  ihn  =:  cx>,  so  hat  man  den  Sarrus^schen 
Satz  für  parallele  Strahlen. 

Weiter  lag  nun  die  Vermuthung  nahe,  dass  vielleicht  die  Curve,  zu  der 
die  einfallenden  Strahlen  senkrecht  sein  sollen,  keine  Kreisperipherie  zn 
sein  brauchte,  sondern  möglicherweise  ganz  beliebig  angenommen  werden 
dürfe.  Diese  Vermuthung  lag  um  so  näher,  als  Malus  und  Dupin  schon 
früher,  wie  wir  oben  besprochen  haben,  nachgewiesen  hatten,  dass  die 
Strahlen,  welche  normal  zu  einer  und  derselben  Fläche  stehen,  diese  Eigen- 
schaft weder  dnrch  eine  Brechung,  noch  durch  eine  Reflexion  einbüssen 
können. 

Gergonne  untersuchte  die  Frage  analytisch  und  fand,  dass  sie  in  der 
That  zu  bejahen  sei,  so  dass  er  den  Satz  nun  so  aussprechen  konnte: 

„DieCaustik  für  irgend  eine  brechende  (oder  reflecti- 
rende)  ebene  Curve  und  für  Strahlen,  welche  normal  zu 
einer  beliebigen,  in  derselben  Ebene  gelegenen  Curve  sind, 
ist  die  Evolute  der  Enveloppe  aller  Kreise,  deren  Mittel- 
punkte auf  der  brechenden  (reflec tirenden)  Curve  liegen 
und  deren  Radien  zu  den  Entfernungen  der  Mittelpunkte 
von  jener  Curve,  auf  denen  die  einfallenden  Strahlen  senk- 
recht stehen,  in  dem  constanten  Brechungsverhältnisse  ste- 
hen, beziehungsweise  ihnen  gleich  sind"  (ersteres  für  Brech- 
ung, letzteres  für  Reflexion).  Analytisch  bewiesen  wurde  also  dieser  Satz 
von  Gergonne  selbst  {Annales,  T.  XV,  p.  354  flg.)  und  musste  somit  als 
richtig  gelten;  doch  blieb  ein  einfacher  geometrischer  Beweis  noch  zn  wün- 
schen übrig. 

Auch  sei  hier  noch  bemerkt,  dass  der  Ausdruck  etwas  einfacher  wird, 
wenn  man  auf  der  brechenden  Curve  den  Mittelpunkt  zweier  concentrischer 
Kreise  sieh  bewegei%  lässt,  deren  Radien  in  dem  bewussten  Verhält- 
nisse stehen.     Dann  wird  die  Enveloppe  des  neu  angenommenen  Kreises 
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offenbar  jene  Curve  selbst,   zn  der  die  einfallenden  Strahlen   senkrecht 
stehen. 

In  einer  weiteren  Untersuchang  überträgt  Gergonne  seinen  Satz  auf 
den  Baum  nnd  bringt  damit  die  allgemeine  Theorie  der  caastischen  Linien 
und  Flächen  zn  der  Höhe,  die  sie  überhaupt  bis  jetzt  erreicht  hat.  Das  Re- 
sultat seiner  analytischen  üntersachnngen  (Ann.  XVI,  p.  13)  heisst  nun, 
wenn  wir  zar  Vereinfachung,  wie  oben  zwei  concentrische  Kreise,  jetzt 
zwei  concentrische  Kugeln  annehmen  und  uns  die  Bezeichnung  y^Surface 
irajectoire  orthogonale^^  hier  beizubehalten  erlauben,  sowie  auch  die  Theo- 
reme für  die  Brechung  nnd  die  Reflexion,  wie  oben,  in  eins  zusammenziehen, 
folgendermassen : 

„Fallen  Strahlen,  welche  auf  einer  beliebigen  Fläche 
senkrecht  stehen,  auf  eine  brechende  (reflectirende)  Fläche, 
so  denke  man  sich  auf  dieser  den  gemeinschaftlichen  Mittel- 
punkt zweier  concentrischen  Kugeln,  deren  Radien  in  dem 
Constanten  Brechungsverhältnisse  stehen,  sich  so  bewegen, 
dass  die  eine  Kugel  fortwährend  jene  surface  irajectoire  ortho- 
gonale der  einfallenden  Strahlen  berührt,  dann  ist  die  Enve- 
loppe  der  anderen  Kugeln  eine  ebensolche  5ur/'acß /ray^c/oir^ 
orthogonale  für  die  gebrochenen  (reflectirten)  Strahlen/' 

Wie  das  Theorem  speciell  für  Reflexion,  nnd  für  parallele  und  für  con 
▼ergente  Strahlen  sich  gestaltet,  kann  man  mit  der  grössten  Leichtigkeit 
daraus  ableiten,  ebenso   die  entsprechenden  Sätze  für  die  Ebene  daraus 
bilden. 

Es  blieb  nur  noch  ein  einfacher  geometrischer  Beweis  dafür  zu  wün- 
schen. Ein  solcher  war  bereits  von  Dupin  {yyApplication  de  geometrie^'  Seite 
195)  für  den  speciellen  Fall  der  Reflexion  gegeben.  Ebenso  hatte  bald  dar- 
auf Timmermanns  einen  elementaren  Beweis  für  ebene  Gurren  gegeben 
(ehe  die  Sätze  auf  den  Raum  ausgedehnt  waren)  in  der  „Corresp.  maih.  et 
physique*\  T.  l  p.  836.  Diesen  konnte  Gergonne  dann  ziemlich  leicht  auf 
den  Raum  ausdehnen  und  wir  lassen  hier  denselben,  wie  ihn  Gergonne 
giebt,  folgen  (Ann.  XVI,  807): 

Nimmt  man  zwei  feste  krumme  Flächen  an  und  denkt  zwei  concen- 
trische Kugeln  sich  so  bewegend,  dass  eine  derselben  immer  die  eine,  die 
andere  die  andere  feste  Fläche  berührt  und  deren  Radien  ein  constantes 
Verhältniss  haben,  so  wird  der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt  der  Kugeln 
dann  eine  gewisse  Fläche  beschreiben ,  deren  Beziehung  zu  den  festen  Flä- 
chen nachzuweisen  ist.  Denkt  man  sich  zunächst  die  beiden  letzteren  als 
zwei  sich  schneidende  Ebenen ,  so  kann  man  durch  deren  Durchschnitt  und 
das  Centrum  der  Kugeln  in  einer  beliebigen  Lage  eine  dritte  Ebene  legen. 
Man  sieht  nun  leicht,  dass,  wenn  man  von  einem  beliebigen  andern  Punkte 
dieser  dritten  Ebene  Perpendikel  auf  die  festen  Ebenen  fällt,  diese  sich 
ebenso  verhalten,  wie  die  Radien  der  Kugeln  in  der  ersten  Lage.   Daher 
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kann  jeder  Pnnkt  der  dritten  Ebene  als  Mittelpunkt  zweier  Kugeln  be- 
trachtet werden,  die  jener  Bedingung  genügen,  d.  h.  der  Ort  dieser  Mittel- 
punkte ist  £ür  die  zwei  festen  Ebenen  eine  durch  ihren  Durchschnitt 
gehende  Ebene. 

Nimmt  man  nun  statt  der  festen  Ebenen  zwei  krumme  Flächen  an  und 
ist  M  ein  Punkt  der  Mittelpunktsfläche  der  concentrischen  Kugeln ,  P  und 
P^  die  entsprechenden  Punkte  der  Flächen  F  und  F^ ,  in  denen  diese  Flä- 
chen von  den  aus  M  auf  sie  gefällten  Perpendikeln  getroffen  werden,  dann 
denke  man  sich  in  den  Punkten  M^  P  und  P,  die  Berührungsebenen  an  die 
resp.  Flächen  gezogen ;  dann  wird  man ,  statt  auf  der  Mittelpunktsfläche  au 
unendlich  nahen  Punkten  fortzugehen,  auf  der  entsprechenden  Berührungs- 
ebene fortgehen  können ,  damit  die  von  diesen  Punkten  auf  die  Flächen  F 
und  F^  (beziehangsweise  deren  Berührungsebenen  P  und  Pj)  gefällten  Per- 
pendikel in  dem  constanten  Verhältnisse  der  Perpendikel  ^Pund  MP^  blei- 
ben. Also  gilt  auch  für  diese  Punkte  dasselbe,  wie  oben,  nämlich  die  Per- 
pendikel auf  die  Flächen  F  und  F^  können  als  einfallende  und  gebrochene 
Strahlen,  die  zu  jenen  Flächen  senkrecht  sind,  betrachtet  werden;  damit  ist 
dann  also  der  Satz  bewiesen-,  dass ,  wenn  jene  Mittelpunktsfläche  eine  bre- 
chende Oberfläche  darstellt,  die  Enveloppe  der  Kugeln  die  zu  den  einfallen- 
den ,  beziehungsweise  den  gebrochenen  Strahlen  senkrechten  Flächen  sind. 

Es  bliebe  nun  noch  übrig,  die  physikalische  Bedeutung  der  hier  vor- 
kommenden einhüllenden  Flächen  zu  untersuchen,  beziehungsweise  die 
Richtigkeit  des  obigen  Satzes  aus  einer  einfachen  physikalischen  Betrach- 
tung abzuleiten. 

Die  Fläche,  zu  der  die  einfallenden  Strahlen  sämmtlich  senkrecht  sind, 
bestimmt  die  Form  der  Lichtwelle,  welche  durch  die  Strahlen,  die  gleich- 
zeitig aus  jener  Fläche  ausfahren ,  bestimmt  wird.  Denn  wenn  die  Fläche 
gleichzeitig  in  allen  ihren  Punkten  zu  leuchten  anfängt ,  so  bildet  sich  um 
jeden  dieser  Punkte  eine  kugelförmige  Elementarwelle ,  und  aus  der  Inter* 
ferenz  dieser  Elementarwellen  entsteht,  wenn  sich  das  Licht  gleichmässig 
fortpflanzt,  für  jeden  bestimmten  Zeitpunkt  eine  bestimmte  Wellenfläche, 
welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  alle  ihre  Punkte  von  jener  leuchtenden 
Fläche  gleichweit  abstehen ;  dass  sie  also  von  derselben  Form ,  wie  diese 
ist,  und  dass  alle  Strahlen,  die  auf  der  leuchtenden  Fläche  senkrecht  stehen, 
auch  auf  der  W^llenfläche  senkrecht  sind.  Es  kann  daher  zur  Bestimmung 
der  Richtungen  der  einfallenden  Strahlen  statt  der  ersteren  Fläche  auch 
jede  beliebige  solche  Wellenfläche  substituirt  werden ,  also  auch  eine 
solche,  die  schon  so  weit  fortgeschritten  ist ,  dass  die  brechende  Fläche  da- 
von geschnitten  wird  und  die  also  sich  in  Wirklichkeit  bilden  würde,  wenn 
-das  Licht  sich  auch  jenseits  der  brechenden  Fläche  mit  der  gleichen  Ge- 
schwindigkeit fortpflanzte.  Die  so  gedachte  Wellenfläche  kann  weiter  als 
die  einhüllende  Fläche  der  Kugeln  angesehen  werden,  deren  Mittelpunkte 
auf  der  brechenden  Fläche  liegen,  und  welche  die  Wellenfläche  selbst  be- 
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rühren.  Denn  jeder  Pankt  der  brechenden  Fläche  würde  der  Mittelpunkt 
nener  kugelförmiger  Elementarwellen  sein,  deren  Radien  die  Entfernung 
dieses  Punktes  von  dem  entsprechenden  Punkte  der  leuchtenden  FlSche  zu 
einer  constanten  Länge  ergänzten  (nämlich  zu  der  Länge,  um  welche  jene 
Wellenfiäche  von  der  leuchtenden  Welle  absteht).  Pflanzt  sich  aber  das 
Licht  jenseits  der  brechenden  Fläche  mit  einer  andern  Geschwindigkeit 
fort,  als  diesseits ,  dann  werden  die  Radien  jener  kugelförmigen  Elementar- 
wellen nicht  mehr  die  früheren  sein,  sondern  sich  zu  diesen  verhalten  wie 
die  Geschwindigkeit  des  Lichts  in  den  beiden  durch  die  brechende  Fläche 
getrennten  Medien.  Statt  jener  Wellenfläche  entsteht  also  nun  eine  andere 
welche  die  einhüllende  Fläche  aller  Kugeln  ist,  deren  Mittelpunkte  auf  der 
brechenden  Fläche  liegen  und  deren  Radien  zu  der  Entfernung  der  Mittel- 
punkte von  jener  ersten  Wellenfläche  in  dem  constanten  Verhältnisse  der 
Geschwindigkeiten  des  Lichtes  in  dem  zweiten  und  in  dem  ersten  Medium 
stehen.  Während  also  die  einfallenden  Strahlen  auf  der  ersten  Wellenfläche 
senkrecht  stehen  würden,  stehen  die  gebrochenen  auf  der  zweiten  senk- 
recht, und  somit  wäre  der  erste  Satz  auf  seine  physikalische  Grundlage  zu- 
rückgeführt, wobei  nur  noch  zu  bemerken  ist,  dass  bekanntlich  statt  jenes 
Verhältnisses  der  Geschwindigkeiten  dasjenige,  welches  die  Sinus  des  ein- 
fallenden und  des  gebrochenen  Strahles  bilden,  gesetzt  werden  kann,  wie 
bereits  Huyghens  bewiesen  hat. 

Diese  physikalische  Bedeutung  des  Gergonne'schen  Satzes  scheint 
den  meisten  Bearbeitern  der  caustischen  Theorie  entgangen  zu  sein,  da  sie 
sich  in  keiner  von  den  bedeutenderen  Arbeiten  findet. 

Die  Anwendung  des  Satzes  auf  einzelne  Curven  ist  mitunter  von  gros- 
sem Vortheil,  da  sie  die  Untersuchung  der  caustischen  Linien  und  Flächen 
auf  die  Betrachtung  einfacherer  Curven  und  Flächen  zurückführt.  Doch  ist 
nreines  Wissens  von  dieser  Anwendung  auf  einzelne  Fälle  bis  jetzt  kein 
ausgedehnter  Gebrauch  gemacht  worden;  es  sind  vielmehr  vorzugsweise 
dieselben  Caustiken  untersucht  worden,  die  schon  bekannt  waren,  und  ist 
daher  der  Vortheil,  den  Gergonne's  Satz  bisher^ebracht  hat,  mehr  in 
der  Vereinfachung  der  Behandlungsweise,  als  in  Bereicherungen  der  Wis- 
senschaft durch  neue  Resultate  zu  suchen. 

Zu  den  einzelnen  Fällen ,  die  noch  weiter  untersucht  worden  sind ,  ge- 
hört namentlich  die  Diacaustik  des  Kreises,  mit  der  sich  besonders  Vincent 
de  St.  Laurent  im  17.  und  18.  Bande  der  Gergonne'schen  Annalen  be- 
schäftigt hat.  St.  Laurent  gelangte  dabei  zu  einigen  Interessanten  Be- 
ziehungen zwischen  Diacaustik  und  Catacaustik  des  Kreises  und  wies  in 
einzelnen  Fällen  die  Identität  beider  nach,  so  z.  B.  diejenige  einer  Caustik 
für  Strahlen ,  die  von  einem  in  der  Peripherie  gelegenen  Punkte  ausgehen, 
und  einer  Catacaustik  für  einen  zweiten  Kreis,  dessen  Radius  zu  dem  des 
ersten  das  Brechungsverhältniss  bildet,  das  für  die  Diacaustik  gilt. 
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Ich  will  jedoch  hierbei  nicht  weiter  verweilen,  da  es  sich  in  Lau- 
rents Arbeit  nicht  um  eine  weitere  Aasbildnng  der  allgemeinen  Theorie, 
sondern  nar  um  Anwendungen  derselben  handelt.  Die  allgemeine  Theorie 
selbst  aber  ist  mit  dem  Gergonn ersehen  Satze  vorläufig  zum  Abschluss 
gekommen  und  die  Geschichte  der  Entwickelung  derselben  hat  somit  eben- 
falls mit  diesem  Satze  abzuschliessen. 


Kleinere  Mittheilungen. 


XY.  XTeber  die  mehrfitohe  DiffoTentiation  unter  dem  IntegralxeiolLen. 

Bezeichnet  r  eine  willkürliche  Constante ,  von  welcher  die  Grössen  a 
nnd  h  abhängen,  so  gilt  bekanntlich  unter  gewissen  Bedingungen  die  Formel : 

a  a 

Eine  Erweiterung  derselben  für  den  Fall,  dass  mehrmals  nach  r  differen- 
tiirt  werden  soll,  versuchte  0.  Werner  im  18.  Tbeile  des  Orunert'schen 
Archivs  zu  geben  und  gelangte  dabei  zu  dem  Besultate : 

b 


^»/^(•^' 


•)  dx 


b 


■/ 


dr"  "•"  rfr» 

,  ^d^f(b,r)         d'f(a,r) 


dessen  Richtigkeit  seit  dem  Jahre  1852  nicht  bezweifelt  worden  ist  nnd 
welches  daher  in  mehrere  Werke  Eingang  gefunden  hat,  z.  B.  in  das  „Ex* 
pose  de  la  theorie  des  integrales  definies^^  von  Dr.  Bierens  de  Haan,  sowie  in 
des  Verfassers  „Compendium  der  höheren  Analysis*^  Gleichwohl  ist  die 
verallgemeinerte  Formel  unrichtig  und  zwar  durch  Verwechselung  von  to- 
talen und  partiellen  Dififerentialquotienten  entstanden,  wie  zuerst  Herr  P. 
H.  Schonte,  Civilingenieur  in  Leyden,  bemerkt  nnd  dem  Unterzeichneten 
brieflich  mitgetheilt  hat. 

Differenzirt  man  nämlich  die  Gleichung  1),  so  erhält  man  leicht: 

16* 
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b 


,4/a- 0 ..- f J '-^'-' - + 'J'^i^^?^^^ 


a  a 


^\db    d£{b,r)^da    df{a,r) 
)  lir'       dr  d r'       dr 

d  f{x ,  r) 
Andererseits  ist  nach  Nr.  1) ,   wenn  man    — ^  an  die  Stelle  von 

dr 

f{Xyr)  treten  iSsst: 

b  b 

<i    r^n^^l^i^^    r^V(^>0^^  ,  ^A^n    db^dßfl^   da 
dr  J  dr  J  dr*  "^       dr      '  dr    ^       dr      'dr' 

a  a 

und  wenn  dieser  Wertli  in  die  vorhergehende  Gleichung  suhstitairt  wird, 
80  folgt: 


d 

a 


j     dY(6^      ^rf*/-(a.r) 

-Y—d? — ""d^S- 

I       dr    '  dr      \  dr"^  \      dr  dr      \  dr 

Hieraus  ergiebt  sich  nnn  die  Wem  er 'sehe  Formel  durch  Identifioi- 
rung  von 

^-^^Azrl  „it  y^'yl  und  "I-^  mit  ?a^; 
dr  or  dr  ^        or 

diese  Vertauschnng  ist  aber  nicht  erlaubt,  weil  im  ersten  Ausdracke  6,  resp« 
a  als  abhängig  von  r  angesehen  wird,  während  der  jedesmalige  zweite  Aas- 
diack  dadurch  entstanden  ist,  dass  zunächst  f(Xyr)  partiell  nach  r  differen- 
tiirt  und  dann  erst  6,  resp.  ti  für  x  gesetzt  wurde.  Die  Wem  er*  sehe  For- 
mel "bedarf  hiernach  einer  Correction,  welche  für  n=2  folgend ermassen 
geschrieben  werden  kann: 


db      \dr)  "^       da       \dr)' 


Für  die  höheren  Differentialquotienten  werden  die  Formeln  zu  compli* 
cirt,  als  dass  ihre  vollständige  Entwickelung  von  Interesse  sein  könnte. 

SCHLÖMILOH. 
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XTL   Berechnung  der  byperbolischen  dunklen  Büschel  in  zweiaxigen 

Erystallen. 

(Hierzu  Taf.  UI,  Fig.  14.) 

Was  das  schwarze  Krenz  beim  Rings jstem  des  Kalkspaths,  sind  die 
hyperbolischen  Büschel  bei  den  Lemniscaten  der  zweiaxigen  Erystalle;  die 
farbigen  Curven  sind  Linien  gleicher  PhasendifPerenz  der  beiden  interferi- 
renden  Strablen,  die  schwarzen  Büschel  sind  die  Oerter  derjenigen  inter- 
ferirenden  Strahlen,  deren  (nahezu)  senkrechte  Azimute  mit  denjenigen  der 
gekreuzten  Turmeline  zusammenfallen.  Ich  verdanke  J.  Müller 's  Aufsatz 
inPoggendorff's  Annalen  Band  44,  vom  Jahre  1838,  die  gewünschte  Ein- 
sicht in  die  Theorie  jener  Büschel  und  glaube,  dass  es  nach  nunmehr  32 
Jahren  an  der  Zeit  sein  dürfte,  zur  weiteren  Verbreitung  mit  Hilfe  der  seit- 
her in  Anwendung  gekommeneu  Calculatiousweise  einen  Beitrag  wie  folgen- 
der Art  zu  leisten.*  Zur  Erleichterung  des  Vergleiches  werde  ich  die  Be- 
zeichnung möglichst  beibehalten  und  Notizen  dieses  Betreffes  einstreuen; 
andererseits  aber  soll  die  folgende  Abhandlung  auch  ganz  selbstständig  da- 
stehen mit  den  möglichst  wenigen  Voraussetzungen. 

§1- 

Es  durchlaufe  den  Krystall  der  Wellenzug 

1)  Ax  +  By  +  Cz=^0', 

diese  Ebene  betrachten  wir  seit  Fresnel  als  Schnitt  der  Elasticitätsfläche 

2)  r«  ==  ö«  eo^X+  b^  cos^  r  +  c»  cos*Z, 

wo  V  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Plan  welle  und  XFZ  die  Win- 
kel der  Vibrationsrichtung  in  der  Planwelle  mit  den  Elasticitätsaxen  abc 
bedeuten;  also 

3)  AcosX'\-  Bco$V+CcosZ=:^(^ 
und 

4)  co^X+co^¥  +  co^Z=^\: 

Die  beiden  der  Planwelle  l)  zugehörigen  Vibrationsrichtungen  coincidiren 
mit  dem  grössten  und  kleinsten  Fahrstrahl  des  Schnittes  der  Elasticitäts- 
fiäche,  welche  wie  bei  einer  Ellipse  auf  einander  senkrecht  stehen  und  ge- 
funden werden  aus 

5)  0  =  a*co5-ir.  dcoBX-\-b^cosY .  dcosF-^-  ifcosZ.  dcosZ. 


*  So  enthält  8.  B.  das  in  genannten  Dingen  reichhaltigere  Lehrbnch  von 
Jamin  über  die  Krystalle  mit  zwei  Axen  nur  elf  Zeilen  Text  mit  zwei  Fignren; 
Monsson's  Phjsik  behandelt  die  zweiaxigen  Kry stalle  schon  gleichmSasig  wie  die 
einaxigen,  aber  beide  dem  Plane  und  Umfange  des  Werkes  entsprechend  kurier,  als 
letztere  bei  Jamin  behandelt  sind,  undBeer's  „Einleitung  in  die  höhere  Optik*' 
sind  Studienexcerpte,  welche  über  nnsern  Gegenstand  Nichts  enthalten. 
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Zar  Eliminatinn  der  Differentiale  differentiirt  man  auch  3)  nnd  4)  und  erhält 
als  Resultat  die  Gleichung 

6)  A{b^—c*)  cosVcosZ+B{c^—a'^cosZcosX+C{a'^-'b'')cosXcosV=^Oy 
welche  im  Vereine  mit  3)  und  4)  zur  Bestimmung  der  beiden  ausgezeichne- 
ten Richtungen  in  der  Ebene  dienen  würde. 

Allein  wir  brauchen  nur  die  Ebenen  der  Vibrationsrichtungen  mit  der 
Wellennormale  oder  vielmehr  nur  die  Schnittlinien  dieser  zwei  Ebenen  mit 
der  Krystallfläche. 

Diese  letztere  ist  bekanntlich  senkrecht  zur  Mittellinie  mit  den  beiden 
optischen  Axen  geschliffen;  Mittellinie  heisst  die Halbirungslinie  des  spitzen 
Winkels  derselben;  sie  füllt  mit  der  kleinsten  oder  grössten  Elasticitätsaze 
zusammen;  im  Salpeter,  worauf  weiter  unten  Anwendungen  gemacht  wer- 
den, ist  das  Letztere  der  Fall;  also  wenn  man  a^b^c  nimmt,  ist  die 
Gleichung  der  Krystallfläche 

7)  jr  =  0. 

Die  eine  der  beiden  jüngsterwähnten  Schnittlinien  hat  also  die  Gleich- 
ung von  der  Form 

8)  ^  y  =  ianfv.x 

und  der  Winkel  rv  kann  das  Vibrationsazimut  genannt  werden,  gezählt  von 
der  Abscissenaxe  weg,  die  wir  mit  der  Linie  derEndigungspunkte  der  opti- 
schen Axen  in  der  Krystallfläche  zusammenfallen  lassen. 

Um  die  beiden  w  als  Functionen  von  ^,  By  C  zu  erhalten,  denke  uiau 
vorübergehend  an  diejenige  Gerade  mit  den  Richtungscosinussen  m,  n,  p, 
welche  auf  der  Wellennormale  zu  l),  auf  der  Vibrationsrichtung  cos  Ä^  cos  f\ 
cos  Z  und  auf  der  Geraden  8)  senkrecht  steht,  so  hat  man 

mA  +  nB  +  pC=0, 
m  cos  Ä-^-  n  cos  F  -f  p  ros  Z  =  0 , 
m  cos  w  -\-n  sin  w  =^0y 
woraus  entsteht 

Ö)  C.  iatiw  .  cosX —  C,  cos  jr+  (^  —  Aianrv)  ,  co5Z  =  0. 

Um  noch  cosXj  co^  F,  cosZ  zu  eliminiren,  bilden  wir  aus  3)  und  9)  die 
Proportionen 

cos  X :  cos  Y:  cosZ 
=  {B^+C^'-ABlanw):{A*(anfv+C'ianw—AB):{—AC'-BCianw) 
und  sabstitairen  in  6),  worauf  die  verlangte  Gleichung  entsteht: 
10)     A  B  (c*-a')  tan^fv  +  [Ä"  (<:»— a*)  —  B^  (c«— 6»)  —  (6*— a*)]  tan  n> 

Zusatz  1«     Für  a=by    wie    in    den   einaxigen   Krystallen,   hätte  diese 

Gleichung  die  Wurzeln  lanw  und ,  d.  h.  die  beiden  Vibra- 

ianw 

tionsazimute  stehen  senkrecht  aufeinander.    Im  Salpeter  sind  die 

Brechungsexponenten 
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...j^.^.^  ^^■„^.^•-•■^  »^■•rf-N.^^-t'^'^-^N«^-'  •^-'— ■   •■■-*'S^N.*F>^*»L>-S-.-   ^>^  •      f^m 


i  =  1,5052,      --  =  1,5046,       —  =  1,3330, 
a  0  c 

woraus  man  sieht,  inwieweit  dies  noch  als  Annäherang  behauptet 
werden  darf. 

Znsatz  2.    Beim  Zusammenhalte  mit  Gleichung  12)   a.  a.  0.  dürfte  man 
nur  das  Vihrationsazimut  w  von  der  Axe  der  y  aus  zählen. 

§2. 

Statt  der  bisherigen  Orientirung.i^^67  innerhalb  des  Kristalls  bedarf 
man  nun  des  in  der  Luft  zum  Auge  gelangenden  Lichtstrahles.  Da  nur 
steil  austretende  Strahlen  zur  Beobachtung  gelangen,  so  darf  als  Annähe- 
rung der  Einfiuss  von  c  in  2)  bei  Seite  gesetzt  und  entsprechend  dem  im 
Zusätze  1)  vorhin  Gesagten  die  ordinäre  Brechung  angenommen  werden: 

Bin  CD        1 

11)  "^^  =  T» 
'                                                   stn  q)        b 

wobei 

cos  <p'  =  C 

und 

12)  A  =  sin  q>' ,  cos  et,     B  =  sin  q>' .  sin  a, 

wenn  a  das  Azimut  der  Ebene  des  Strahles  und  Einfallslothes  ist,  gezählt 
von  der  Axe  der  x  zu  der  Axe  der  y  (wie  das  Vibratiousazimut  w), 
Substituirt  man  die  ans  ll)  und  12)  sich  ergebenden 

Assb  sincp  .  cos  a ,      B  =  b  sintp  ,  sin  a 
in  die  Gleichung  lo)  und  löst  nach  sinq>  auf,  so  kommt 

13)  b^sin*q> 

(fe*  —  a*)  tan  w 

"^(c*—  o*)  tan  TU  —  [(c*—  6*)  —  (c*—  a*)  tan^  ni]  sin  acoscc—  (2  c* — «'—  6*)  tan  w  sin^  a 
d.h.  alle  Strahlen  von  bestimmtem  Vibrationsazimute  n;  [mit  welchen  Strah- 
len des  dazu  nahe  senkrechten  Vibrationsazimutes  nach  10)  vermöge  des 
Analysators  zur  Interferenz  kommen]  erscheinen  dem  Auge  unter  den  ver- 
möge 15)  zusammengehörigen  Sehwinkeln  q>  und  Azimuten  er. 

Die  Kleinheit  des  Winkels  (p  zeigt  der  Zähler  und  Zusatz  1. 

sin  q>  und  et  sind  Radius  vector  (deutliche  Sehweite  =1)  und  Winkel 
des  Polarcoordinatensystems,  und  Gleichung  13)  giebt  sich  als  diejenige 
einer  Hyperbel  zu  erkennen,  zumal  wenn  wir  das  mit  dem  Factor  sincc  cosa 
behaftete  Glied  des  Nenners  entfernen  durch  die  Transformation 

nämlich  g  als  Winkel  der  reellen  Axe  der  fraglichen  Hyperbel  mit  unserer 
or- Axe  bestimmen  durch 

14)  ' B  .  cos  2q  +  S ,  tan  w  »  sin  2 Q  =^  0 , 
worin  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde 

15)  B  =  (€f  —  b*)  —(c*  —  a^)  tan^ w,  Ä  =  2c*— ««  — ä«. 
Die  Gleichung  der  Hyperbel  wird  hiermit 
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(6*  —  fl')  (an  tu 

~  J[(6«— ö«)tonw+S.ran.«;  C052(j— Ä7s»«2p]  —  {ß . ian w . C05 2p— Ä . sin 2q) sin* v 
in  den  Polarcoordinaten  sin  9  und  p.  Die  Elimination  von  q  kann  übergan- 
gen werden. 

Zusatz  3.    Wenn  das  Glied  \  (**  —  a*)  to«  m  im  Nenner  fehlen  würde,  wäre 
die  Hyperbel  eine  gleichseitige.    Zur  Uebersicht  dessen  diene: 

? ?^  =  1 ,     x=^rcosv.     yssrsinv 


und  wenn  ä  =  ^ 


=  r«; 


A 


1  —  2  51/1*  V 

also  wäre  die  Halbaxe  der  gleichseitigen  Hyperkel 

_  i  7  /  2  (6*  -  g') 

br     S  ,ianw  ,cos2Q^Bsin2Q 
Dot  Zusatz  1  zeigt,  in  wie  weit  die  Hyperbeln  16)  gleichseitige  genannt  wer- 
dürfen. 

§3. 

Statt  der  unterlassenen  Elimination  von  q  bietet  diejenige  von  R  mit 
telst  14)  in  16)  den  Vortheil,  dass  ian  rv  gänzlich  aus  der  Hyperbelgleichung 
verschwindet  und  diese  sich  noch  reducirt  auf 

j    .  ^     (6^  — a^)  cos  2q 

^  ^'"^  ^""4  K^*-  «')  cos  2q  +  S]-S.  sin^  v 

oder  auch ,  15)  benutzendy  auf 

g    .  2 (6^  —  a^)  cos  2  Q 

17)  lib  sin  9>  - ^^2  _  ^2)  C0S2Q  +  (2c« -  a*  —  b^)  cosTv 

Dies  ist  die  Gleichung  derjenigen  Hyperbel,  deren  reelle  Axe  mit  der  x-Axe 
den  bestimmten  Winkel  q  bildet. 

Setzt  man  aber  t;  =0  und  betrachtet  p  nebst  q>  als  variabel,  so  hat  man 
den  geometrischen  Ort  der  Scheitel  aller  Hyperbeln  vor  sich 

.  . ,   .  j  {h'^'-a^)cos2Q 

18)  ^bsintp^  (2t;«_a«_6*)  +  (6«-a«)  cos2q 

oder  kurzweg  die  Scheitelcurve. 

Dieselbe  hat  die  Form  eines  Achters,  dessen  Verschlingungspunkt 
(^r=45°)  im  Ursprung  und  dessen  beide  Scheitel  in  der  Axe  der  a;  liegen; 
für  diese  ist  o  =  0  und 

19)  6«  sm^  q>  =  ^—^  . 

Mit  Benutzung  von  ll)  erkennt  man,  dass  diese  beiden  Scheitel  der  Schei- 
telcurve  gerade   die  Endigungspunkte  der  beiden  optischen  Axen  sind. 
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Diese  Punkte  sind  noch  weiter  aasgezeichnet  dadurch,  dass  sftmmtliche  Hy- 
perbeln 17)  je  einen  derselben  enthalten,  wie  man  dort  aus  der  Substitution 
v=iQ  erkennt.  [Von  dieser  erscheint  «  =  0  und  ^  =  0  in  18)  und  19)  als 
specieller  Fall.] 

Zusatz  4,  Darum  mag  es  gut  sein ,  sich  der  Bedeutung  der  optischen  Axe 
zu  erinnern.  Vergleichend  den  Zusatz  1)  nennt  man  a^,  6^,  c^  die 
drei  Elasticitäten  des  Krjstalls,  und  die  Fresnel'sche  Elastici- 
tätsfläche  2)  ist  der  Ausdruck  des  Satzes,  dass  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  Quadratwurzel  aus  der  Elasticität  proportio- 
nal sei.  Trägt  man  auf  der  fraglichen  Vibrationsrichtnng  die 
Grösse  der  betreffenden  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  auf,  so  be- 
kommt man  die  Punkte  der  Elasticitätsfläche/  Um  diese  in  recht- 
winkligen Coordinaten  zu  erhalten ,  setzt  man 

V  cosX  =  Xf    V  cos  V  =^y  y    v  cos  Z=:z 
*und  findet 

Eine  Schnittebene  wie  1)  liefert  durch  Elimination  von  x 


Z?2\    .       /  «  .     .  C2\    .  .       ^  BC 

•2  — y2==t;*. 


(*'  +  «'5)y'+(^'  +  «'^)^'  +  2«^ 


Verglichen  mit  dem  Schnitte  der  Kugel  v^  =  a^  +  y^ -\- z^  mittelst  derselben 
Ebene 


findet  man 


('+5)^+(>+S)-+'??-=- 


r^      p2 k2 

Ä=:0        V^===b^  —=- -' 

//_-.0,      V    -0    ,       ^2-^2_^2' 


2 


denn 

ist  unmöglich,  da  die  Elasticitätsfiäche  keinen  Kreisschnitt  haben  kann, 
dessen  Badius  gleich  der  grössten  Elasticitätsaxe  c  ist. 

Die  dritte  Gleichung  zur  Bestimmung   der   speciellen  Richtnngscosi- 
nusse  Af  27,  C,  welche  den  zwei  Kreisschnitten  entsprechen,  ist 

A^  +  B^+  C2  =  l 
und  80  findet  man 

und  auch  auf  diesem  Wege  die  Gleichung   19).    Die  Normalen  der  zwei 
Kreisschnitte  sind  aber  bekanntlich  die  optische  Axe. 


^' =  ::2zr;;2  =  ^«^  <p'  [ß-^O] 


§4. 

Berechnung  der  Scheitelcurve  beim  Salpeter  und  Construction  einiger 
Hyperbeln: 
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Die  im  Zusätze  1)  schon  angegebenen  Zahlen  habe  ich  dem  Annuaire  du 
Bureau  des  Longitudes  entnommen  * ;  ist  0,00005  der  grösstmögliche  Fehler  in 
diesen  Angaben,  so  ergeben  sich  die  Elasticitäten  (Zasatz  4) 

c*  =  0,56280  ,     6*  =  0,44173  ,     a«  =  0,44137 
mit  den  Fehlern  0,00005 ,  0,00004  ,  0,00004 . 

Also  6*  —  a^  =  0,00036  mit  dem  möglichen  Fehler  0,00008. 

Angesichts  dieser  Unsicherheit  reducirt  sich  die  Gleichung  18)  auf 

..•««  «,  —  (6^  — fl')coJ?2p 
0^  (er  —  ar) 
wovon  eine  flüchtige  Berechnung  ergab 


Q 

# 
sin  fp 

Fehler 

9 

Fehler 

^  Meter 
mal  mg) 

0» 

0,082 

0,009 

4°  40' 

30' 

20lMillim. 

150 

0,076 

0,008 

4*^20' 

30' 

19        „ 

30° 

0,058 

0,007 

3°  20' 

20' 

14i      „ 

450 

0 

0 

0 

Die  Figur  III  der  Tafel  4  enthält  diese  Punkte  der   durchaus  punk- 
tirten    Scheiteicurveu   nebst  den  zugehörigen  Hyperbeln  ,  welche  conse- 
quenter  Weise  gleichseitig  angenommen  werden  dürfen  (Zusatz  3)  und  so- 
mit durch  die  Coordinaten  der  Scheitelcurve  vollständig  gegeben  sind. 
Zusatz  5.    Die  Berechnung  des  Asymptotenwinkels  2t7.irgend  einer  Hyper- 
bel 17)  aus  der  Annahme  9  =  90^  würde  auch  auf  die  nahe  erfüllte 
Gleichseitigkeit  der  Hyperbeln  führen ,  indem  im  ungünstigsten 
Falle,  nämlich  für  co5  2^  =  l  sich  2»  =  89^40'  (Fehler  3')  ergäbe. 
Indessen  verstösst  diese  Discussion  gegen  die  Eingangs  §  2  ge- 
machte Einschränkung. 
Zusatz  6.    A.  a.  0.  sind  den  numerischen  Rechnungen  die  Werthe  zu 
Grunde  gelegt 

c*  =  0,43626,     6«  =  0,56081,     a*  =  0,56109, 
welche  einen  positiven  Krystall  bilden,  während  unser  Salpeter 
negativ  ist  (die  mittlere  Elasticität  nahe  der  kleinsten  hat). 


§5. 

Zum  Verständnisse  der  Beobachtungen  der  dunkeln  Büschel  kann  man 
auf  die  mehr  ursprüngliche  Gleichung  13)  recurriren.  Wir  bezeichnen  die 
in  unserer  Figur  gezeichneten  Hyperbeln  in  der  umgekehrten  Reihenfolge 
zu  derjenigen,  nach  welcher  sie  in  der  Zahlentafel  des  §  4  enthalten  sind, 
mit  I,  II,  Iir,  IV.;  dem  entsprechend  die  beiden  Coordinaten axen  mit  I,  als 


*  Gemessen  von  Mill  er.     Auch  in  Beer *8  Einleitung  etc.  zu  finden. 
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die  dem  Scheitelpunkt  0  zugehörigen  Hyperbeln.   'Polarisator  and  Analy- 
sator werden  in  constanter  rechtwinkliger  Stellang  gegen   die  Krjstall- 
platte  (oder  diese  gegen  jene)  saccessive  gedreht;  ß  mag  der  Winkel  des 
Turmalinkreazes  mit  der  Abscissenaze  heissen : 
P=  0^  :  die  Hyperbeln  I  sind  schwarz,  die  nachbarlichen  II  begrenzen  das 

dankle  Gebiet,  bei  III  and  IV  ist  Helligkeit; 
j3c=150:  ebenso  II  schwarz  >  I  dankel  and  bei  IllUebergang  zar  Helligkeit 

in  IV; 
ß=:2(f:  ebenso  III  schwarz,  11  and  IV  Uebergang  zar  Helligkeit  in  I; 
ß  =  45® :  ebenso  IV  schwarz,  III  der  uebergang  zam  hellen  Gebiete  II  and  I. 
Die  erste  and  vierte  Erscheinang  werden  am  häafigsten  abgebildet;   die 
eine  ist  das  schwarze  Kreaz  der  zweiaxigen  Kry stalle ,  mit  dicken  Balken 
V  and  dünnerem  JT,  welch  letzterer  noch  an   den   zwei   aasgezeichneten 
Punkten  zasammengeschnürt  ist;  diese  Zasammenschnürang  oder  der  btl- 
schelförmige  Verlauf  von  diesen  Punkte  aus  gilt  für  alle  Fälle,  da  in  diesen 
Punkten  alle  Hyperbeln,  die  schwarzen  und  die  hellen  sich  schneiden;  die 
vierte  Erscheinung  zeigt  die  zwei  schwarzen  Hyperbeln  im  Azimute  45®. 
Znsatz  7.    Die  für  den  Salpeter ,  wo  b^  wenig  von  a*  verschieden  ist ,  so 

nahe  erfüllte  Rechtwinklichkeit  der  Vibrationsazimute  erhellt  auch 

ebenso  aus  der  Gleichung  14)  unter  Benutzung  von  15) ,  wie  sie 

oben  im  Zusätze  1  gefolgert  wurde. 

Augsburg,  am  23.  Januar  1870. 

Prof.  Dr.  A.  Kurz. 


AVUL  Hotiz  ttber  die  Bectifloation  von  Cnrven. 

Durch  die  Gleichung  y  =  q>  (oc)  sei  eine  Curve  bestimmt,  deren  Rec- 
tification  zu  einer  Gleichung  von  der  Form  5  =  t|;  {x)  führt;  die  Gleichung 

y,  =  fi  .  9  (a:)+j/^«— 1. 1/;  (x) 
liefert  dann  gleichfalls  eine  rectificabele  Corvo,  und  zwar  ist 

«I  =  f*  •  ■*  (*)  +/|iA*— l.  (p  (a?) 
oder 

*i  -yi=(f*  —  ^f**-  0  (« —  y)  • 

Dem  Kreise  y  =  j/a*  —  «*  entspricht  hiernach  für  n^sj/T  die   trans- 
cendente  Curve 


X 


y^  =  j/2  (a*  —  o:*)  +  a .  arcsin  —  . 


SCHLÖMILCH. 
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ZVnL    üeber  die  Anziehnng  eines  Ellipsoides  auf  einen  äusseren  Punkt. 

Die  Anwendung  des  Ivory^schen  Satzes  erfordert  bekanntlich   die 
Bestimmung  der  reellen  positiven  Wurzel  der  cubischen  Gleichung 


X' 


+  T 


=  1, 


ö'  +  M  b^-\-tl  C^  +  M 

worin  a^b^  c  die  Halbaxen  des  anziehenden  Ellipsoides,  x^  y ,  z  die  Coor- 
dinaten  des  angezogenen  Punktes  bedeuten,  und  u  die  zu  bestimmende  Un- 
bekannte ist.  Für  den  Fall ,  dass  a,  6,  c  wenig  von  einander  verschieden 
sind,  lässt  sich  die  obige  Gleichung  näherungsweisse  auflösen,  und  zwar  ist 
bis  auf  Grössen  zweiter  Ordnung 

u  =  r^ . 

r*  =  a:^  +  y*  +  2*  . 
Bezeichnet  k  die  Anziehung  der  Masse  1  auf  die  Masse  1  in  der  Entfernung 
1,  so  erhält  man  für  die  Componenten  der  Anziehung  des  Ellipsoides  auf 
einen  äusseren  Punkt  die  Werthe 


X='-kM(l  +  -. 
T  =  -kM(l  + 
Z  =  -'kM(l+^  . 


2  /T*  —  6^  —  c*  1  X 


3'    2fc2  — r^  — fi« 


10*  r^ 

2^2  —  ^2—62 


)  r" 


wobei  ^die  Masse  des  Ellipsoides  bedeutet. 
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Die  Berechnimg  des  christlichen  Osterfestes. 

Von 

Dr.  Hebmann  Kinkelin.  , 

Professor  an  der  Universität  sa  Basel. 


Die  Bestimmung  des  Osterfestes,  das  einerseits  von  der  Vertheilang 
der  Wochentage  im  Jahre,  andererseits  von  dem  Wechsel  des  Mondes  ab- 
hängt, hat  von  jeher  den  Chronologen  zu  schaffen  gemacht.  In  früherer 
Zeit  gebrauchte  man  bei  der  Lösung  der  Aufgabe  eine  Reihe  von  Hilfs- 
grössen ,.  den  Sonnenzirkel,  den  Sonntagsbuchstaben,  die  goldene  Zahl  und 
die  Epa^en  sammt  mehreren  dazu  geliörigen  Tafeln.  Seit  jedoch  Gauss 
in  V.  Zach 's  monatlicher  Correspondenz ,  1800  (Bd.  II,  S.  121),  eine  einzige 
handlich^  Formel  dafür  angegeben  hat,  nimmt  man  von  ihnen  Umgang. 
Gauss  selbst  gab  keinen  directen  Beweis  seiner  Formel,  sondern  deutete 
ihn  nur  an  mit  dem  Beifügen,  dass  derselbe  auf  Gründen  der  höheren 
Arithmetik  beruhe ,  in  Rücksicht  auf  welche  er  sich  noch  auf  keine  Schrift 
beziehen  könne.  Die  Disquisitiones  arithmeiicae  waren  damals  noch  nicht 
erschienen.  Im  Jahre  1816  berichtigte  er  in  Lindenau'  und  Bohnenber- 
ge r's  Zeitschrift  für  Astronomie  (Bd.  I,  S.  158)  einen  der  gegebenen 
Ausdrücke,  indem  er  bei  der  ersten  Pnblication  den  Umstand  unbeachtet 
gelassen  hatte ,  dass  die  im  Jahre  4200  anzubringende  Mondgleichung  auf 
das  Jahr  4300  verschoben  wird.  Aehnliche ,  wenn  auch  nicht  so  einfache 
und  präcise  Formeln  entwickelte  Delambre  in  der  „Connaissance  des 
iemps^^  {lÄVIy  S.  307),  und  wiederholte  sie  in  der  ^^Hisioire  de  Vasironomie  mo- 
deme^^  (Bd.  I,  S.  16),  ohne  indess  den  Nachweis  zu  leisten,  dass  sie  mit  den 
Gauss'schen  gleichbedeutend  sind.  Ebenso  theilten  Tittel  in  Meihodus 
ibcknica  brevis,  perfacilis  ac  perpeiuaconsiruendi  Calendarium  ecclesiasUcumy  Göt- 
tingen 1816,  und  Piper  in  Crelle's  Journal  für  Mathematik^  1841  (Band 
XXII,  S.  117),  den  nämlichen  Gegenstand  betreffende  Formeln  mit,  jedoch 

ZeiUchrift  f.  Mathematik  a.  Physik  XV,  4.  16 
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ohne  Nachweis  ihrer  Richtigkeit.  Die  6  aus  ansehen  Formeln  wnrden  zu- 
erst bewiesen  von  Ciccolini  in  Formole  andlitiche  pel  calcolo  pasqualCy 
Borna  1817,  welche  Schrift  mir  leider,  nicht  zu  Gesicht  gekommen  ist.  Nach 
dem,  was  Delambre  in  ier  ffisloire  de  Vastronomie  moderne  (Bd.  1^  S«46) 
davon  mittheilt,  scheint  sie  etwas  weitläufig  zu  sein.  Auch  Cisa  de 
Grdsy  bewies  dieselben  in  den  Memorie  della  reale  accaäemia  di  Torino^ 
1818  (Bd.  XIV,  S.  77),  giebt  aber  für  die  von  Gauss  so  einfach  berichtig- 
ten Epacte  einen  äusserst  schwerfälligen  Ausdruck.  Er  sowohl,  als  Cic- 
colini scheint  diese  Berichtigung  nicht  gekannt  zu  haben.  Das  Nämliche 
gilt  von  R.  Martin  (Comptes  renduSy  1855,  Bd.  XLI,  S.  705)  und  A.Lediea 
{ibid.  S.  707).  Ein  das  Ganze  umfassender  einfacher  Beweis  der  Gauss- 
sehen  Formeln  fehlt  meines  Wissens  noch  und  soll  im  Folgenden  gegeben 
werden. 

Die  laut  der  Berichte  zweier  Bischöfe  und  eines  Rundschreibens 
Constantin^s  vom  Concil  zu  Nicäa  325  angenommene  Satzung  geht  da- 
hin, dass  der  erste  Ostertag  auf  den  Sonntag  falle,  der  dem  Ostervollmond 
zunächst  folgt.  IJjiter  dem  Ostervollmond  ist  der  Vollmond  zu  verstehen, 
der,  nach  bestimmten  Regeln  berechnet^  entweder  am  21.  März,  auf  den  im 
Jahre  des  Concils  die  Frühlingsnachtgleiche  fiel,  oder  zunächst  nach  dem- 
selben eintritt.  Sonach  handelt  es  sich  darum,  1.  die  Sonntage  im  März, 
2.  den  Ostervollmond  und  3.  den  Ostertag  selbst  für  ein  gegebenes  Jahr  za 
bestimmen.  Da  der  julianische  Kalender  in  einigen  wesentlichen  Punkten 
von  dem  gregorianischen  abweicht,  so  muss  die  Rechnung  für  jeden  Kalen- 
der besonders  geführt  werden. 

üeber  die  angewandten  Beziehungen  schicke  ich  voraus,  dass 

( ~p)    ^^°  ^^^^  bedeutet,  der  bei  der  Division  von  A  durch  B  Übrig  bleibt 

und  also  die  Werthe  0,  1,2 5,  3...  ^1  haben  kann,  hingegen 
( —  j     die  bei  dieser  Division  als  Quotient  herauskommende  ganze  Zahl. 

■ 

I.   Die  Märzsonntage. 

365  Tage  =  52  Wochen  +  1  Tag  geben  ein  gemeines  und  866  Tage  = 
52  Wochen  +  2  Tage  ein  Schaltjahr.  Der  1.  Januar  rückt  daher  nach  Ver» 
fluss  eines  gemeinen  Jahres  um  eine  und  nach  einem  Schaltjahre  um  zwei 
Stellen  in  der  Woche  vorwärts.  Umgekehrt  rücken  die  Januarsonntage  um 
ehie  oder  zwei  Einheiten  im  Datum  rückwärts,  je  nachdem  das  vorher- 
gehende Jahr  ein  gemeines  oder  ein  Schaltjahr  war.  Nun  fiel  im  Jahre  0 
des  JTilianischen  Kalenders,  einem  Schaltjahre,  der  erste  Sonntag  auf  den 
4.  Januar ,  folglich  die  Sonntage  vom  25.  Februar  an ,  welcher  der  Schalttag 
ist,  auf  den  7. ,  14. ,  21. ,  28. . . . ,  oder  allgemein  auf  den  lu^"^  März ,  unter  u 
irgend  eine  ganze  Zahl  verstanden.   Die  drei  nächsten  Jahre  sind  gemeine, 
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■ 

ihre  Sonntage  rücken  im  Datum  nm  je  eine  Einheit  rückwärts  und  fallen 
also  bezüglich  auf  den  7ti— 1,  7«— 2,  7m— 8**"  Mftrs.  Im  JahTe4,  welches 
wieder  ein  Schaltjahr  ist,  wird  ^as  Datum  der  Sonntage  vom  25.  Februar  an 
nm  zwei  Einheiten  kleiner  und  in  den  drei  folgenden  gemeinen  Jahren  um 
je  eine  Einheit,  also  bezüglich  gleich  dem  7«— 5,  7m — 6,  7m— 7,  7m— 8**" 
MSrz  u.  s.  f.  Man  bemerkt  leicht,  dass  sich  das  Datum  der  genannten 
Sonntage  durch  den  allgemeinen  Ausdruck 

S  =  7w^[i  +  f^\  iMärz 

ergiebt,  wo  t  die  Jahrzahl  bedeutet  und  mso  zu  wählen  ist,  dass  iSpositiv  wird. 
Man  kann  diesen  Ausdruck,  den  Piper  a.  a.  O.  verwendet  hat,  durch 
Einführung  der  Grössen 

.)  »=©■  '=(0 

verwandeln.    Dadurch  nämlich  erhält  t  die  Formen 

woraus 

7y  — ft  +  c  y  +  ft  —  c 

4  ^4 

Da  das  letzte  Glied  eine  ganze  Zahl  z  sein  mnss ,  so  erhält  man  der 

Beihe  nach: 

y  £=42:  —  b  +  Cy 

1  =  28«  — 7^>  +  8c  =  282  — 8&  +  8C  +  &, 

folglich,  wenn  man  — ]0c  in  4c — 14c  verwandelt  und  sämmtliche  durch  7 
theilbaren  Glieder  in  ein  Glied  Iv  vereinigt, 

St=^2b  +  4c  +  7v  März, 
unter  r  wieder  eine  ganze  Zahl  verstanden. 

Die  Einführung  des  gregorianischen  Kalenders  nahm  hieran  folgende 
Aenderungen  vor.  Zunächst  wurden  im  Jahre  1582  10  Tage  =  1  Woche 
+  3  Tage  dadurch  weggelassen,  dass  man  nach  dem  4.  October  sofort  den 
15.  zählte,  nm  die  Frühlingsnachtgleiche,  welche  inzwischen  auf  den 
11.  März  zurückgewichen  war,  wieder  auf  den  21.  zu  bringen.  Infolge  des- 
sen rückten  die  Sonntage  des  gregorianischen  Jahres  um  drei  Einheiten  im 
Datum  vor,  da  man  in  der  Folge  der  Wochentage  keine  Aendernng  ein- 
treten Hess.  Damit  ferner  die  Nachtgleiche  auch  in  Zukunft  auf  dem  Datum 
des  21.  März  stehen  bleibe  oder  höchstens  einen  Tag  davon  abweiche,  d.  h. 
damit  das  bürgerliche  Jahr  mit  dem  astronomischen  im  Einklang  bleibe, 
verordnete  Papst  Gregor  XIII.,  dass  in  den  Säcularjahren,  deren  Säcular- 
zahl  nicht  durch  4  theilbar  ist,  der  Schalttag  weggelassen,  dagegen  bei- 
behalten werden  solle,  wenn  die  Säcnlarzahl  durch  4  theilbar  ist.  Bei  jeder 
Auslassung  des  Schalttages  rückt  das  Datum  der  Sonntage  vom  25.  Februar  an 

16* 
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nm  eine  Einheit  vor.  Bezeichnet  man  daher  die  in  der  Jahrzahl  t  enthal- 
tene Säcnlarzahl  mit  s ,  so  ist  die  an  dem  vorhin  gefandenen  jnlianischen 
Datum  S  der  Sonntage  in  positivem  Sinne  anzubringende  Correction 

»=»+(— •)-(^')='-(U-'' 

von  welcher  Zahl  man  je  7  Einheiten  mit  dem  in  S  vorkommenden  letzten 
Gliede  7v  vereinigen  kann.  Um  die  Osterformel  einfach  zu  gestalten,  füh- 
ren wir  statt  g  eine  Zahl  n  ein ,  welche  um  6  grösser  ist  als  g  und  von  der 
man  ebenfalls  je  7  Einheiten  weglassen  darf.  Setzt  man  demnach  der 
Kürze  wegen 

so  wird 

"=( — ^ — r\~i—r{ — ^ — ) 

oder 

und  ^=n— 6.  Hierdurch  wird  das  Datum  der  Sonntage  vom  25.Februar  an 
verwandelt  in 

4)  S  =  26  +  4c  +  n— 6-|-7t?  März, 

und  derjenigen  vom  1.  Januar  bis  24.  Februar  im  gemeinen  Jahre 

S'^ib  +  ^c  +  n  +  ^  +  lv  Januar 
und  im  Schaltjahr  gleich 

2b  +  4c  +  n  +  b  +  7Vf 
wenn  man  —14  m]t7r  vereinigt.    Will  man  den  ersten  Sonntag  im  Jahre 

wissen ,  so  ist  sein  Datum  gleich  (  —  )  ^i^d  gicbt 

im  gemeinen  Jahre  den  i    j  Januar, 

5)  ^ 
„  Schaltjahre  „  / j        „ 

Die  Formeln  4)  und  5)  gelten  auch  für  den  julianischen  Kalender, 
wenn  man  ^=0  oder  n=6  setzt,  und  sind  somit  ganz  allgemein. 

-  IL   Der  Ostervollmond. 

Die  kirchlichen  Neumonde  fallen  nicht  mit  den  astronomischen  zusam- 
men, sondern  werden  cjcUsch  bestimmt.  Es  sind  nämlich  19  julianische 
Jahre  von  365,25  Tagen  sehr  nahe  gleich  235  synodischen  Monaten  von 
20,53059  Tagen,  und  der  Unterschied  beträgt  nur  0,0613  Tage,  um  welchen 
Betrag  die  ersten  grösser  sind  als  die  letzteren.  Nach  10  Jahren,  einem  so- 
genannten Meton* sehen  Cyclus,  werden  die  Neumonde  wieder  auf  die 
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nämlichen  Tage  im  Jahre  fallen.  DieVertheilang  der  235  Monate  geschieht 
im  jnlianisolien  Kalender  auf  folgende  Weise.  Die  Monate,  d.  h.  die  Zeit- 
räume von  einem  Neumond  bis  zum  nächsten  erhalten  Tom  ersten  Neumond 
des  ersten  Jahres  im  Cjclus  an  gerechnet  abwechselnd  30  und  20  Tage,  und 
in  den  Jahren ,  wo  13  Neumonde  vorkommen ,  wird  nach  dem  13.  Neumond 
ein  Monat  von  30  Tagen  eingeschaltet,  am  Ende  des  19.  Jahres  aber  ein 
solcher  von  29  Jahren.  Der  Februar  zählt  hierbei  beständig  zu  28  Tagen 
(immerwährender  Kalender) ,  so  dass  in  den  Schaltjahren  derjenige  Monat, 
in  welchen  der  25.  Februar  als  Schalttag  fällt,  in  Wirklichkeit  um  einen 
Tag  vergrössert  wird.  Diese  Anordnung  giebt  in  der  That  115  Monate  zu 
29  und  120  Monate  zu  30  Tagen,  welche  zusammen  ebenso  viel  ausmachen, 
als  19  Jahre  zu  365  Tagen. 

Durch  diese  Einrichtung,  welche  vermuthlich  von  Sosi genes,  dem 
Bearbeiter  des  julianischen  Kalenders,  herrührt,  wird  bewirkt,  dass  vom 
ersten  Neumond  eines  Jahres  bis  zum  ersten  Neumond  des  nächsten  Jahres 
entweder  354  =i  365  +  19  —  30  oder  384  =  365  +  19  Tage  verfliessen  und  dass 
somit  in  jedem  folgenden  Jahre  der  erste  Neumond  ein  um  19  Einheiten 
grösseres  Datum  trägt,  wobei  30  zu  subtrahiren  sind,  wenn  dieses  über  den 
30.  Januar  'hinausgeht.  Nur  das  19.  Jahr  des  Cyclus  macht  hiervon  eine 
Ausnahme,  indem  das  Datum  des  ersten  Neumondes  im  ersten  Jahre  des 
folgenden  Cyclus  nur  um  18  oder  18  —  30  grösser  wird. 

Die  Römer  nahmen  als  das  erste  Jahr  eines  solchen  Cyclus  ein  solches 
an,  in  welchem  der  erste  Neumond  auf  das  Neujahr  fiel.  Dionysius 
Exiguus  dagegen,  welcher  um  544  die  Kirchenrechnung  ordnete,  wählte 
für  das  erste  Jahr  das  Jahr  0  der  christlichen  Zeitrechnung,  in  welchem  der 
23.  März  ein  Neumond  war.  Da  hiermit  der  23.  Januar  als  Neumond  des 
Jahres  0  gegeben  ist  und  der  erste  Neumond  in  jedem  folgenden  Jahre  inner- 
halb eines  Cyclus  um  19 Tage  vorrückt,  nach  19  Jahren  aber  wieder  auf  die 
nämlichen  Tage  fällt,  so  muss  das  Datum  desselben  im  Jahre  t  gleich  sein  dem 

23  +  19 .  ( -- I  —  dOfv  Januar, 


(s)- 


wo  tv  so  zu  wählen  ist,  dass  der  Ausdruck  positiv  und  ^30  ist.    Setzt  man 
der  Kürze  halber 

80  kann  man  denselben  in  der  Form  ( )  Januar  schreiben« 

\       30      / 

Infolge  der  über  das  erste  Jahr  des  19jährigen  Cyclus  getroffenen  Ver- 

fügung  erhält  der  erste  volle  Monat  jedes  Jahres  30  Tage,  der  zweite  29 

der  dritte  wieder  30  u.  s.  w.    Der  dritte  Neumond  des  Jahres  fällt  demnach 

59  Tage  später  als  der  erste ,  somit  auf  das  nämliche  Datum  im  März ,  wie 

dieser  im  Januar ,  und  der  vierte  30  Tage  später  als  der  dritte.   Da  nun  die 

Vollmonde  nach  kirchlicher  Vorschrift  13  Tage  später  als  die  Neumonde 
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fallen,  so  tritt  der  Osteryollmond ,  aach  Ostergrenze  genannt,  13  Tage 
nach  dem  dritten  oder  vierten  Neumonde  ein  und  trägt  das  Datum  des 

(?i±i?f )  + 1,  oder  (?^«)  +  13  +  30  März. 

Die  Differenz  zwischen  dem  21.  März  und  dem  Datum  des  Ostervoll- 
moodes  soll  aber  weniger  als  30  Tage  betragen,  füglich  ist  in  beiden  Fällen 
das  Datum  des  julianischen  Ostervollmondes  der 

,  /23  +  19a  +  13— 2l\  „.. 

oder 

7)  r=2l  +  (H^*)März. 

Man  pflegt  die  Zahl  a-\-\y  welche  den  Baug  des  Jahres  t  in  einem  dio- 
njsianischen  Cjclus  von  19  Jahren,  dem  sogenannten  Mondzirkel,  an- 
giebt,  die  goldene  Zahl  zu  nennen. 

Anders  verfuhren  Aloysius  Lilius,  der  Verfasser  des  g^egoriani- 
sehen  Kalenders  und  die  zu  dessen  Prüfung  niedergesetzte  päpstliche  Cpm- 
mission.  Sie  bezeichneten  die  Tage  des  Januars  vom  1.  an  mit  den  Zahlen 
0,  XXIX,  XXVIII,  ...  III,  II,  I,  welche  die  Epacten  (Ergänzungstage) 
bedeuten,  d.  h.  das  Alter  des  Mondes  am  1.  Januar,  der  Tag  des  letzten 
Neumondes  im  vorigen  Jahre  als  der  erste  Tag  gezählt.  Diese  Zahlenreihe 
wiederholt  sich  vom  31.  Januar  an  in  der  nämlichen  Weise  bis  zum  31.  De- 
cember  für  alle  Tage  des  Jahres  im  immerwährenden  Kalender.  Die 
Epacten  XXIV  und  mi^ihr  alle  folgenden  rücken  am  6.  Februar,  6.  April, 

4.  Juni,  2.  August,  30.  September  und  28.  November  um  je  1  Tag  zurück  und 
kommen  also  dann  auf  die  nämlichen  Tage,  welche  die  Epacten  XXV 
haben.  Die  Epacten  XXV  werden,  wenn  die  goldene  Zahl  a  -|- 1  ^  11  oder 
0^10  ist,   mit  arabischen  Ziffern  25  geschrieben,   und  vom  5.  Februar, 

5.  April,  3.  Juni,  1.  August,  30.  August,  29.  September  und  27.  November  auf 
die  vorhergehenden  Tage,  die  die  Epacten  XXVI  haben,  gesetzt,  wobei 
jedoch  die  übrigen  Epacten  ihre  Stellen  unverändert  beibehalten. 

Durch  diese  sinnreiche  Combination  von  abwechselnden  Monaten  von 
30  und  29  Tagen  mit  am  Ende  gewisser  Jahre  eingeschalteten  Monaten 
von  30  Tagen  bewirkten  sie  für  den  immerwährenden  Kalender,  dass  1.  in 
einem  Cyclus  von  19  julianischen  Jahren  oder  235  Monaten  die  Neumonde 
wieder  auf  die  nämlichen  Daten  fallen ,  2.  dass  der  Monat,  in  den  das  Neu- 
jahr fallt,  immer  30  Tage  zählt,  und  3«  dass  der  vierte  Monat  des  Jahres 
ebenfalls  30  Tage  enthält,  falls  der  dritte  Vollmond  vor  dem  21.  März  ein- 
tritt. Von  der  dritten  Bestimmung  giebt  es  zwei  Ausnahmen :  Wenn  näm- 
lich ihr  zufolge  der  vierte  Neumond  auf  den  6.  April  fiele  (der  Vollmond 
auf  den  19.),  so  wird  er  auf  den  5.  zurückversetzt,  und  wenn  er  auf  den 
5.  April  fiele  (der  Vollmond  auf  den  18.)  und  gleichzeitig  die  goldene  Zahl 
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ö  +  l>>ll  oder  a>10  ist,  so  wird  er  auf  den  4.  verlegt.  Vergl.  Chr.  Cla- 
vius  {Explicatio  calendarii^  Opp.  Bd.  V  8.101,  MogunU  1^12)  und  Chr. 
Wolff  {Elementa  maihes.^  Bd.  III,  Chronologia.) 

Die  Differenz  von  0,0613  Tagen ,  nm  welche  19  julianische  Jahre  grös- 
ser sind  als  235  synodische  Monate,  macht  in  310  Jahren  einen  vollen  Tag 
aus ,  nm  welchen  die  kirchlichen  Neumonde  den  astronomischen  vorgehen. 
Seit  der  Aufstellung  des  julianischen  Festkalenders  im  Jahre  544  waren  bis 
zum  Jahre  1582,  wo  der  gregorianische  eingeführt  wurde,  1038  Jahre  ver- 
flossen ,  so  dass  der  Unterschied  der  kirchlichen  und  der  astronomischen 
Neumonde  3  Tage  betrug.  Um  die  Uebereinstimmung  wieder  herzustellen, 
verminderte  man  das  Datum  der  ersteren  zunächst  um  3  Einheiten  und 
stellte  dadurch  den  ersten  Neumond  des  Jahres  t  auf  den 

(^^±^^)=(^^)^— 

Die  Correction  der  Daten  durch  die  Auslassung  von  10  Tagen  im  Oetober 
1582  verwandelte  das  vorige  in  den 


e^)=(w)^— 


Hieraus  erhält  man  nun  in  gleicher  Weise ,  wie  im  julianischen  Kalender, 
den  Ostervollmond 

oder 

wovon  nur  die  beiden  obenerwähnten  Fälle  eine  Ausnahme  machen. 

Das  Datum  des  julianisehen  und  des  gregorianischen  Ostervollmondes 
kann  durch  die  gemeinschaftliche  Formel 
8)  F=21  +  d, 

wo 

ausgedrückt  werden.    Im  julianischen  Kalender  ist  beständig  m  =s  15  und 
im  gregorianischen  von  1582  bis  1509  m=22. 

Die  Zahl  d  und  mit  ihr  die  Zahl  m  unterliegt  im  gregorianischen  Ka- 
lender für  die  folgenden  Jahrhunderte  zwei  Gorrectionen,  welche  die  Son- 
nen- und  die  Mondgleichung  genannt  werden. 

^Die  Sonnengleichung  rührt  davon  her,  dass  der  Schalttag  in  400  Jah- 
ren dreimal  weggelassen  wird  und  somit  das  Datum  des  Ostervollmondes, 
der  sich  nach  der  Länge  des  julianischen  Jahres  von  305,25  Tagen  richtet, 
bei  jeder  Weglassung  um  einen  Tag  vorrückt.  Bezeichnet  man  die  Sonnen- 
gleichung mit  hy  so  ist,  wie  bei  der  Correction  g  der  Sonntagsdaten, 
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=  (5_16)-^?_^^=5-g-12, 


9 

welcher  Ansdrack  zu  m  addirt  werden  muss. 

Die  Mondgleichnng  entspringt  aus  der  Differenz  von  19  julianischen 
Jahren  nnd  235  synodischen  Monaten.  Sie  beträgt  in  19  Jahren  0,0613  Tage, 
d.  h.  in  310  Jahren  l  Tag  und  in  2480  Jahren  8  Tage,  welche  vom  Datum 
des  OstervoHmondes  abgezogen  werden  müssen.  Sie  wird  angebracht,  in- 
dem man,  von  den  Säcularjahren  1800,  4300,  6800  u.  s.  w.  ausgehend,  sieben 
Gruppen  von  je  drei  Jahrhunderten  und  nach  ihnen  eine  solche  von  vier 
Jahrhunderten  bildet,  so  zwar,  dass  die  Mondgleichnng  in  jeder  folgenden 
Gruppe  um  eine  Einheit  grösser  ist,  als  in  der  vorhergehenden,  somit  in 
2500  Jahren  um  8  Einheiten  zunimmt.  Die  Mondgleichung  wird  die  Form 
haben : 

wo  a  und  ß  constante,  noch  zu  bestimmende  Zahlen  sind.  Denn  erstens 
nimmt  dieser  Ausdruck  um  8  zu,  wenn  5  um  25  zunimmt,  und  zweitens  bil- 
den seine  Werthe  für  um  je  1  Einheit  fortschreitende  s  abwechselnd  7  Grup- 
pen von  3  und  eine  von  4  gleichen  Zahlen »  wie  es  bei  der  Mondgleichung 
sein  soll.  Die  Constante  a  bestimmt  sich  dadurch,  dass,  um  eine  Gruppe 
von  4  gleichen  Werthen  von  k  zu  geben,  die  Division  bei  der  ersten  Säen- 
larzahl  8  dieser  Gruppe  aufgehen  muss ,  demnach 


(-^j  =  0,       a  =  25Ä-85, 


unter  &  eine  ganze  Zahl  verstanden.  Das  Säcularjahr  3900  ist  das  erste  der 
Gruppe  3900,  4000,  4100,  4200  von  unveränderlicher  Mondgleichung.  Setzt 
man  also  ^  =  39  und  wählt  für  i  die  Zahl  13,  die  den  kleinsten  positiven 
Werth  von  a  giebt,  so  wird  a  =  13  und 


=(^)+.. 


Da 'endlich  die  Mondgleichung  im  Jahre  1800,  wo  ^  =  18,  zum  ersten 
Mal  angebracht  wurde  und  den  Werth  1  hatte,  so  ergiebt  sich  /?=  —  5  und 


,  N  1.  ^  /13  +  85\ 

10)  A:  =  p-5,     woi?  =  (      ^      j 


9 


*  Man  kann  aach  setzen: 


-C-^) 


'      -     25 
P 


welche  Formel  Del ambre  g^ebraacht  hat.    Bis  zam  Jahre  4199  ist  einfach 
wie  Gauss  zuerst  augegeben  hatte* 


Von  Dr.  H.  Kinkelin.  225 


Darch  die  beiden  Correctionen  h  and  k  an  dem  gregorianisclien  Oster- 
voUmond  wird  m,  von  dem  man  je  30  Einheiten  wegnehmen  darf,  gleich 

(^d^*)  oder 

">  .  "•  =  ( 30 > 

Um  endlich  auch  den  zwei  Ausnahmefällen,  wo  die  Formel  9)  ein  am 
einen  Tag  zu  weit  vorgerücktes  Datum  giebt,  Becbnung  zu  tragen ,  nämlich 
wenn  F=:  10.  April  =  21  +  29.  März,  folglich  rf==  29,  sowie  wenn  d  =  28  und 
gleichzeitig  a^lO  ist,  so  kann  man  von  d  noch  die  Correction 


12) 


.-(^). 


9 

abziehen,  welche  nur  in  diesen  zwei  Fällen  =  1 ,  sonst  aber  =  0  ist. 

Lilius  bestimmte  die  Neumonde  eines  Jahres  aus  den  Epacten. 
Da  im  Vorigen  der  erste  Neumond  im  Jahre  schon  direct  gefunden  wurde, 
so  erhält  man  umgekehrt  die  Epacten  dadurch,  dass  man  das  Datum  dieses 
Neumondes  von  31  subtrahirt,  da  der  Monat,  in  den  das  Neujahr  fällt, 
immer  30  Tage  zählt.   Sie  werden  demnach  von  1582  bis  1599  gleich 

«.      /lÖa\      /31  — 19a  +  30a\      /l  +  lla\ 

Bringt  man  an  ihnen  die  Sonnen  -  und  die  Mondgleichung  wie  bei  dem 
Ostervollmond  an ,  aber  in  umgekehrtem  Sinne ,  so  werden  die  gregoriani» 
sehen  Epacten  allgemein 

,„         ._(LMi^±--)_(.i£±£:^i±.»). 

Der  julianische  Kalender  kennt  in  Wirklichkeit  die  Epacten  nicht. 
Was  man  gewöhnlich  die  julianischen  Epacten  nennt ,  ist  eine  aus  der  gol- 
denen Zahl  a  + 1  berechnete  Zahl,  nämlich 

Die  Differenz  der  julianischen  von  den  gregorianischen  Epacten  ist 
während  eines  Jahrhunderts  constant  und  dient  gewöhnlich  dazu ,  die  letz- 
teren aus  den  ersteren  zu  rechnen. 

in.   Der  Oatertag. 

Der  Ostertag  wird  am  nächsten  auf  den  Ostervollmond  folgenden  Sonn- 
tag gefeiert  und  es  muss  an  ihm  die  Differenz  D  der  Daten  eines  Sonntags 
nach  dem  25.  Februar  und  des  Ostervollmonds  wenigstens  1  und  höchstens  7 

betragen.   Daher  ist  D  gleich  ( j  zu  setzen  mit  der  Bedingung,  dass 
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"^^  )  +  1  ohne  wei- 
tere Bedingung.  Die  Substitution  von  S  und  V  aus  den  Formeln  4)  und  8) 
giebt  nach  Verwandlung  von  —  d  in  6d  —  Id  und  Wegwerfung  der  im  Zäh- 
ler vorkommenden  Vielfachen  von  7: 

.  ,  /26  +  4f  +  6d  +  n\ 

15)  D  =  e  +  l,  wo  e  =  l--^ -L -L_j. 

Die  Differenz  2>  ist  die  Anzahl  der  Tage,  um  welche  Ostern  dem  Oster- 
voUmond  nachfolgt.  Addirt  man  sie  zu  dem  Datum  V  desselben ,  so  erhält 
man  das  Dlitum  des  Osterfestes: 

16)  i>=:22  +  d+eMärz, 
oder  auch,  falls  diese  Zahl  grösser  als  31  ausfällt, 

/>=d  +  e  — 9  April. 
Die  zwei  mehrerwähnten  Ausnahmen  haben  nur  dann  einen  Einfluss, 
wenn  der  um  einen  Tag  zu  weit  vorgerückte  Ostervollmond  selbst  ein 
Sonntag,  der  berichtigte  daher  ein  Samstag  ist  und  dadurch  Ostern  eine 
Woche  zu  spät,  nämlich  beziehungsweise  auf  den  20.  oder  25.  April  käme. 
Wenn  also  bei  d=29  die  Eechnung  den  26.  April  als  Ostertag  giebt,  so  ist 
er  auf  den  19. ,  und  wenn  sie  bei  e/=28  den  25.  April  giebt  und  gleichzeitig 
a^lO  ist,  so  ist  er  auf  den  18.  anzusetzen. 

Die  Zusammenstellung  der  Resultate  giebt  folgende  Vorschrift: 

Man  setze  die  Jahrzahl  =:t,  die  darin  enthaltene  Säcularzahl  =s  und 
bestimme  der  Beihe  nach: 

/13  +  8A  /s\ 

"=(s)'    '-(t).    '-(t). 

^      /I9a  +  m\  /2b  +  Ac  +  Qd+n\ 

^=-\nö-)'   '=[ i )' 

so  ist  das  Osterdatum 

P^22  +  d+e  März  =  rf  +  b  —  9  April , 
die  beiden  zuletzt  behandelten  Fälle  des  gregorianischen  Kalenders  aus- 
genommen.   Im  julianischon  Kalender  ist  beständig  m=15,  n=6. 

Will  man  eine  unter  allen  Umständen  giltige  Formel  fär  den  gregoria- 
nischen Kalender  haben ,  so  subtrahire  man  in  den  Ausdrücken  für  e  und  P 
von  d  die  Gorrection  /,  wodurch  man  erhält: 

/•==(_^)  ^       ^^/2b  +  4c  +  a{d^n  +  '^\ 
/>=:  21  +  (d --/)  +  «  März  =  (rf  —  /*) +  « —  9  April. 
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Der  erste  Sonntag  eines  gemeinen  Jahres  fällt  anf  den 

f^ö  +  4c±n  +  4^  Jana« 

und  eines  Schaltjahres  anf  den 

^2b  +  Ac  +  n+^^  Januar. 

Die  goldene  Zahl  ist  gleich 

fl  +  1. 

Die  Epacten  sind  im  gregorianischen  Kalender: 

/8  +  lla  +  p  +  y  — A  _  /  53+ 11  a  —  m\ 
\  30  /      \  30  /' 

nnd  im  julianischen : 

1.  Beispiel:    Im  Jahre  1870  ist  für  den  gregorianischen  Kalender 


tn 


Diese  beiden  Werthe  gelten  für  das  ganze  XIX.  Jabrhandert«    Fer- 
ner ist 

•=(^-».  -('-?)-.  »=(T)='. 

/2.2  +  4.1+6.25  +  4\ 

e==[ -, j  =  l. 

/>  =3 22  +  25  +  1=48.  März  =  17.  April. 
Für  den  jnlianiscfaen  Kalender  ist 

/>  =  22  +  17  +  4  =  43.  März  =  12.  April. 
2.  Beispiel:    Im  Jahre  1954  ist  im  gregorianischen  Kalender 

/15  +  19  —  6  — 4\  /4  +  19— 4\ 

/1954\  ,       /1954\  /1954\ 

"=(70-)=^«'  H—h'^  '=[—h'^ 
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^       ^                         /2.2  +  4.1+6.27  +  5\ 
d-f^21,     e^\^ ^ f -!^j  =  0, 

i>  =  22  +  27  +  0  =  49.  März  =:  18.  April. 

3.  Beispiel:    Im  Jahre  1981  des  gregorianischen  Kalenders  ist,  wie 
im  vorigen  Beispiel,  j«=24,  n=5,  ferner: 

^=iirj=^>  '=(-rj=^'  '-(nrH^ 


d 


-C'^h«'  '=(^)='. 


7>  =  22  +  28  +  0  =  50.  März  =  19,  April. 

Die  zwei  letzten  Beispiele  gehören  den  beiden  von  Gauss  ausgenom- 
menen Fällen  an.    In  der  That  würde  ohne  die  Correction  f  im  zweiten 

Beispiel 

e  =  6,     />  =  22  +  28  +  6  =  ö6.Märfe  =  25.April, 

und  im  dritten 

e  =  6,     />=22  +  29  +  6+67.MÄrz=:26.April 
geworden  sein ,  also  jedesmal  Ostern  eine  Woche  zu  spät  eintreten. 


vm. 

lieber  die  AuflöBnng  eines  Systeme«  von  unendlich  vielen 

linearen  Oleichnngen. 

(2.  Artikel.) 

Von 

Dr.   Th.  KÖTTEBITZSCH , 
Lehrer  an  der  Förstenschule  zu  Grimms. 


In  einer  früheren  *  dasselbe  Problem  behandelnden  Abhandlnng  habe 
ich  die  allgemeinen  Grandzüge  angegeben,  nach  welchen  verfahrend  man 
zur  Lösung  des  vorgelegten  Problemes  gelangen  konnte,  gleichgiltig,  wel- 
cher Art  die  Function  der  beiden  Variablen  m  nndp,  oder  f^  (m,  p)  war, 
deren  Werthe  für  specielle  ganze  positive  m  nnd  p  die  Coefficienten  der 
Unbekannten  in  dem  vorgelegten  System  Gleichnngen  vertraten. 

In  dem  Folgenden  soll  zunächst  kurz  die^Möglichkeit  des  vorgelegten 
Problemes  betrachtet  werden  nnd  dann  sollen  mit  einem  vorgelegten  belie- 
bigen System  Gleichungen  einige  Umformungen  vorgenommen  werden,  die 
theils,  wenn  übrigens  die  Bedingungen  günstig  sind,  auf  eine  Vereinfachung 
der  Aufgabe  hinwirken  oder  die  genauere  Aufschlüsse  über  die  Beschaffenheit 
der  Coefficientenfunction  f^  (m,  p)  geben ,  wenn  das  gegebene  System  Glei*- 
chungen  keine  Widersprüche  enthalten  soll  oder  endlich,  die  die  Entwicke- 
lung  irgend  einer  der  Unbekannten  in  einen  Kettenbruch  zur  Folge  haben. 
Ferner  soll  durch  Einführung  des  Begriffes  der  inversen  Coefficientenfunc- 
tion die  Berechnung  von  Systemen  mit  complicirteren  Coefficientenftinctionen 
zurückgeführt  werden  auf  solche  mit  einfacheren  Coefficientenfunctionen* 
Einige  Beispiele  werden  alsdann' die  Anwendung  der  dargethanen  allge- 
meinen Sätze  vor  Augen  führen  und  die  Fruchtbarkeit  des  vorgelegten 
Problemes  für  Entwickelungen  und  Summirungen  von  Reihen  oder  Kettes- 
brüchen  zeigen.     Endlich  soll  noch  kurz  die  Wichtigkeit  des  vorgelegten 


*  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  1860.   6.  Heft. 
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Problemes  für  die  schwierigsten  physikalischen  Aufgaben  angedentet  wer- 
den y  wofür  specielle  Beispiele  beizabringen  ich  mir  für  spätere  Zeit  vor- 
behalte. 

§1- 

lieber  die  Möglichkeit,  ein  System  unendlich  vieler  linearer  Oleichnngen 

aufzulösen. 

Ist  zur  Auflösung  vorgelegt  das  System 

so  erfordert  die  Auflösung  dieses  Systemes  die  Bestimmung  solcher  Werthe 
für  die  Unbekannten  x^ ,  dass  dieselben ,  eingesetzt  in  das  vorgelegte  Sy- 
stem, jede  einzelne  Gleichung  desselben  zu  einer  identischen  machen.  Der 
Grundgedanke,  der  bei  der  Auflösung  eines  solchen  Systemes  verfolgt  wer- 
den muss,  und  der  auch  in  der  früheren  Abhandlung  verfolgt  wurde,  ist 
der,  dass  man  zunächst p  und  m  nur  bis  zu  derselben  endlichen  positiven 
ganzen  Zahl  anwachsen  lässt  und  diese  Zahl  selbst  dann  zunehmen  lässt. 
Die  Grenze,  bis  zu  welcher  man  diese  Zahl  wachsen  lassen  mnss,  bestimmt 
sich  durch  den  Umstand ,  dass  die  Differenz  zwischen  den  linken  und  rech- 
ten Seiten  der  einzelnen  Gleichungen  des  vorgelegten  Systemes  kleiner 
werden  mnss,  als  jede  noch  so  kleine  Grösse  i.  Will  man  also  mit  end- 
licher Sechnung  zu  Stande  kommen,  so  müssen  die  einzelnen  Glieder  der 
linken  Seiten  der  einzelnen  Gleichungen  so  angeordnet  werden,  dass  die- 
jenigen, welche  grössere  Werthe  besitzen,  nachdem  man  in  ihnen  die 
Werthe  für  die  Unbekannten  eingesetzt  hat,  am  weitesten  links  stehen. 
Ferner  muss,  eine  so  grosse  Anzahl  Gleichungen  des  vorgelegten  Systemes 
benutzt  werden,  dass  die  Aenderung,  die  irgend  eine  der  Unbekannten,  etwa 
Xr  erleidet,  wenn  man  die  Anzahl  n  der  Gleichungen,  mittelst  derer  die 
ersten  n  Unbekannten,  unter  ihnen  auch  a7r,  bestimmte,  um  eine  beliebige 
Anzahl  vermehrt,  kleiner  bleibt,  als  irgend  eine  noch  so  kleine  Grösse  t. 
Man  erkennt  hieraus  ohne  Weiteres,  dass  die  Auflösung  eines  Systemes 
unendlich  vieler  Gleichungen  nur  möglich  ist,  wenn  das  allgemeine  Gesetz 
gegeben  ist,  nach  welchem  sowohl  die  Werthe  der  Coefficienten  der  Un- 
bekannten als  auch  die  Werthe  der  rechten  Seiten  der  einzelnen  Gleichun- 
gen bestimmt  werden. 

Es  ist  ferner  nach  dem  angegebenen  Begriffe  über  die  Auflösung  eines 
Systemes  unendlich  vieler  Gleichungen  klar,  dass  man  nur  einen  einzigen 
bestimmten  Werth  für  eine  jede  Unbekannte  findet,  dass  also  auch  jede 
Aufgabe  eindeutig  bestimmt  ist,  die  auf  ein  System  unendlich  vieler  li- 
nearer Gleichungen  führt,  sofern  nur  das  System  in  dem  angegebenen 
Sinne  auflösbar  ist. 
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Endlicli  kann  man  von  einem  System  unendlicli  vieler  linearer  Gleich- 
angen  wieder  zurfickkommen  anf  ein  System  mit  einer  endlichen  Anzahl 
▼on  Gleichungen,  wenn  man  die  rechten  Seiten  der  überzähligen  Gleichun- 
gen im  ersten  System  der  Nnll  gleich  setzt  nnd  ebenso  alle  Coefficienten 
der  Unbekannten,  die  einen  von  der  Nammer  der  Gleichung  (m)  ver- 
schiedenen Index  (p)  führen.  Es  kommt  diess  darauf  hinaus,  dass  man 
denjenigen  Unbekannten  x,  deren  Index  grösser  ist  als  die  Ansahl  der 
Gleichungen ,  den  Werth  Null  beilegt.  Es  darf  aber  der  UebergaMVon 
einem  System  unendlich  vieler  linearer  Gleichungen  auf  ein  solches  mit 
endlicher  Anzahl  nicht  ohne  Weiteres  mit  den  Werthen  der  Unbekannten, 
die  aus  dem  ersteren  Systeme  gefunden  worden  sind,  vorgenommen  werden^ 
weil  in  diesen  immer  der  besondere  Uebergang  vom  Endlichen  auf  das  Un- 
endliche enthalten  ist,  wohl  ist  aber  ein  solcher  Uebergang  ohne  Weiteres  in 
den  in  der  früheren  Abhandlung  gegebenen  allgemeinen  Formeln  gestattet« 

S-3. 

Zusammenhang  zwischen  der  allgemeinen  Methode  der  Auflösung  eines 
Systemes  linearer  Oleichungen  und  der  früher  angegebenen  speciellen« 

Verschwand  in  der  m^^'^  Gleichung  des  gegebenen  Systemes 


0 
1)  m 

OD 

der  Coefficient  f^  (m,  m)  nicht,  so  Hess  sich  das  System  1)  immer  auf  die  Form 
bringen 


2) 


00 


^P  fm  (p)  Xp  =  (9>«i) 


fm  (p)  =0,     SO  lange  m  <  p ; 


die  durch  die  beiden  Systeme  l)und2)  bestimmten  Werthe  von  Xp  sind  noth- 
wendig  identisch« 

Ist  Ä=-2:  +  /i(o,o)/;(i,i)/o(2,2).../;(p,p).., 

die  Determinante  des  Systemes  1)  so  ändert  sichi?  nicht,  wenn  man  an  die 
Stelle  der  Elemente  der  m^*^  Horizontalreihe  dieselben  Elemente  vermehrt 
um  die  mit  einem  vor  der  Hand  noch  willkürlichen  Factor  fii"*  multipiicirten 
Elemente  der  0**"  Horizontalreihe  setzt,  wenn  man  also  statt  /*,  {m^p)  setzt 
/o  i^yP)  +  f*i"*  fo  (ö»  P)  •  Bestimmt  man  ferner  f*^"*  dadurch  ,  dass 
/o  (»» » 0)  +  f*^•»^^  (0 , 0)  =  0  für  jedes  m  ausser  f  ür  m = 0 , 
so  erhält  man 

Ä  =  2:+/o(0,0)[^,Vo(0,l)H-/i(l,l)][^,Vo(0,2).t-/o(2.2)]-- 

[^i"'/o(0,»»)+/'o(m,m)]  ..., 

eine  neue  Determinante,  in  deren  0^*^  Verticalreihe  alle  Elemente  mit  Aus- 
nahme des  0^^**  verschwinden. 

In  dieser  neuen  I^eterminante  multipliciren  wir  die  Elemente  der  1**"^ 
Horizontalreihe  mit  fit*"  und  addiren  sie  dann  zu  den  Elementen  der  m*^ 
Horizontalreihe,  schreiben  also  statt 
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^^•^^^i^^^•^)y>l^^^.A/^   ^nrA 


f*i"'/i(o,p)+/oKp) 

f*«"[f*i*/o(0,p) +  /;(!, p)]  +  [^r/o(0,p)+/'o  («,/>)] 
fiir  jedes  m  ausser  für  m  =  0  nnd  m  =  1 ,  und  bestimmen  fit*"  dikdnrch ,  dass 

f*t"'[f*iVo(0,l)  +  /o(l,l)l  +  [^i~/i(0,l)  +  /;(m,l)]  =  0. 
Hierdarch  hat  sich  aber  wiederam  der  Werth  der  Determinante  R  nicht  ge- 
ändert, wohl  aber  sind  jetzt  auch  in  der  1^*°  Verticalreihe  alle  Elemente  mit 
Ausnahme  des  0^®°  und  1^*°  verschwunden. 

Renken  wir  uns  nun  die  eben  angegebene  Operation  so  weit  als  über- 
haupt möglich  fortgesetet,  so  erhält  man  für  B  eine  neue  Form,  in  welcher 
in  der  p*®"  Verticalreihe  nur  die  Elemente  vom  0**°  bis  zum  p'®°  nicht  ver- 
schwinden. In  der  That  können  auch  von  diesen  eben  genannten  'Elemen- 
ten in  besonderen  Fällen  noch  einige  verschwinden ,  sicher  aber  verschwin« 
det  das  p^^  Element  nicht,  wenn  alle  Gleichungen  des  Systemes  1)  von  ein- 
ander unabhängig  sind  und  f^  (m ,  m)  für  jedes  m  nicht  verschwindet. 

Vergleicht  man  nun  mit  dem  eben  erlangten  Resultate  die  dem  System 
2)  entsprechende  Determinante  und  die  Bedingungen,  unter,  den&n  dieselbe 
besteht,  so  findet  man  leicht,  dass  die  früher  mit  A"j,  bezeichneten  Grössen 
identisch  sind  mit  den  eben  jetzt  unter  der  Bezeichnung  (k^p  in  die  Bech- 
nung  eingeführten  Grössen,  und  dass  die  Elemente,  welche,  wie  angegeben 
wurde,  in  der  Schlussform  von  B  auftreten,  nichts  Anderes  sind,  als  die  im 
System  2)  mit  fm  (p)  bezeichneten  Functionen.  Hierdurch  ist  aber  nachge- 
wiesen,  dass 

R=fo(P)ft(i)ft(i)...fAp)- 

eine  identische  Gleichung  ist. 

Schreibt  man  R  in  der  Form : 
^  =  o«J»^(0,P)  +  l«p^(l,p)  +  ,«p/o(ii,P)  +  ...  +  nap/'o•(n,p)  +  ... 

so  ist  es  nun  auch  nicht  schwer,  die  Werthe  der  Partialdeterminanten  a 
ausgedrückt  durch  die  Functionen  f^  (m^p)  und  fm  (p)  anzugeben.  Ans 
dem  System  1)  folgt  nämlich 

3)  ^P^'R  \o^p9>o  +  i^p9>i  +tapq>t  +  -"  +  m(^p(Pm  +  *'A 

und  mit  diesem  Werthe  von  Xp  ist  identisch  der  Werth  von  Xp,  wie  er  sich 
aus  dem  System  2)  ergiebt;  dieser  Werth  ist  aber 

4)  ^p'=-7-7^\p^pi9>p)'-'P^P+i  (^Vp'^\)+   ^p-4-2  (fl^i^H- «)  +  ••• 

+  (-"  0"  p'^p-^-m  i9>p'^m)  +  ...}• 

Ordnet  man  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  anders  an,  indem  man 
schreibt 

5)  Xp=^p  q)Q  +  iBp  g>i  +  ^Bp  g)f  + . . .  +  mRp  9»  +  •  •  •? 

80  besteht  nun  die  Identtität  der  rechten  Seiten  derG|)eichungen  3)  und  5)  für 
jedes  beliebige  Gesetz,  nach  welchem  die  Functionswerthe  g>tn  gebildet  sind, 
weil  über  dessen  Beschaffenheit  noch  keinerlei  Voraussetzung  gemacht 
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warde.  Es  müssen  also  ancb  die  Coefficienten  desselben  Fanctionswerthes 
q>m  in  den  Gleichungen  S)  und  5)  einander  gleich  sein ,  d.  h.  es  besteht  das 
System  Oieichnngen 

BfBp  =  ,ap 

R  mBp  =m€lp 


Die  Wertbe  der  einzelnen  B  erhält  man  aber  auf  folgende  Weise.     Es  ist  » 

wo  die  Coefficienten  D  leicht  ans  der  früher  zur  Berechnung  von  (9^)  an- 
gegebenen Formel  entnommen  werden  können  in  der  Oestalt 

...  +  (-!)%+ ,6V /o(^,r)} 

Der  Coefficient  von  q>m  in  {tpq)  ist  daher 

so  lange  nt'^q  gleich  0 , 

„     „       m=5'       „      1 
und  wenn  m  <^  g,  etwa  m  =sg—  ;,  so  kommt  ^^  nur  vor  in  der  Reihe  der 
Glieder: 

Entwickelt  man  nun  jedes  der  hier  vorkommenden  (<p)  nach  der  Gleichung 
7)  so  erhält  man  als  Ooefficienten  von  g?«: 

qDm 
+  qBm  fl  [m+\Bm  •] 

+  f^m  +  2  [fn  +  2^fii  +  l  m+l^m  +  «  +  2^m] 
+  9^m  +  3  [m+S^m  +  2(mf  2^111  +  1  ro4.l/>m  +  m+2^«) 
+  tn-{-3^m  +  l  m  +  l/^m  +  m  +  S^w] 
+ 

Man  erkennt  hieraus  bereits  leicht  das  allgemeine  Bildungsgesetz  diesem- 
Werthes,  das  sich  so  darstellen  lässt,  dass;  wenn  Werth  dieses  Ooefficienten 
ist 

q^m  qGm+  ^^m  +  l  jCm+l+  ^^»1  +  2  q^m  +  i  +  ••■  +  q^m-^s-i   j^m  +  ^-l 

5GJot^.2  =  m-f  2^m  +  l  5^m  +  l  +  w  +  2^m  j^m 

9Cm+3=m4-3^m+a  9Öm+2  +  m  +  3^m+ I   9^111+ I  +  »1  + 3 ^^m   9^«« 

9C,„  +  r  =  m  +  r^m+r-l    y^m+r— 1  +  m  +  r^m  +  r— 2  q^m  +  r -2  +  -  *  • 
ZeiUehrin  f.  MaibiMnaük  u.  PhytiH.  XV.  4.  |7 
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Vermittels  der  Gleichung  8)  gelingt  es,  den  Coefficienten  von  9^  a^sbu- 
drücken  darch  die  Functionswerthe  von  f^  (m,p)  nnd  f^  (p),  allein;  denken 
wir  nns  dies  vollbracht  nnd  den  dadurch  entstandenen  Werth  durch  qE^  an- 
gedeutet, so  liefert  dann  die  Gleichung  4), 

+  ("~  1)**  p-^p+n  p+n^m  "h  •••  }  • 

Nach  den  Gleichungen  6)  ist  aber  dieser  Werth  von  „^p  multiplicirt  mit 
/o  (ö)  A  (0  ft  (2)  .  • .  fp  (p)  •  •  •  gleich  der  Partialdeterminante  m^p^ 

Aus  dem  zuletzt  eingeschlagenen  Wege  erkennt  man  leicht ,  wie  man 
noch  andere  Partialdeterminanten  berechnen  kann. 

Die  in  diesem  Paragraphen  besprochenen  Beziehungen  zwischen  den 
Werthen,  die  bei  der  gewöhnlichen  Auflösung  eines  Systemes  linearer 
Gleichungen  erscheinen  und  derer,  die  bei  der  in  der  frühem  Abhandlung 
angegebenen  Lösungsmethode  auftreten,  erlauben  nun  auch  die  Resultate, 
die  bei  der  einen  Auflösungsmethode  erlangt  sind,  auf  die  andere  überzu- 
tragen. 


§3. 
Transformation  des  nrsprünglioli  gegebenen  Systemes  von  Gleichungen. 

^i'/i>Kp)<pp=ym 


00 


Betrachtet  man  die  Coefficientenfunction  /),  (m ,  p)  als  Function  von  m 
nnd  ebenso  ^m,  so  kann  man  allgemein  setzen 

/o  (*"»  P)  =  /o  (''»"-  1 1  Z')  +  m^l  Ap ;    gPm  =  qPm-.l  +  Vm-l 
m— lAp  =  m-2Ap +iw-2Ap;    V«-!  =  Vm-2+ Vi»-2 

iA;j-^=oA«-i+oA-;  vr~'=Vo""'+v;r- 

Durch  diese  Substitutionen  kann  man  nun  leicht  das  gegebene  System  Gleich- 
ungen transformiren.  Lässt  man  nämlich  die  0^*  Gleichung  unverändert, 
zieht  die  0**  von  der  !*•",  die  !*•  von  der  2**",  die  2*«  von  der  S****  n.  s.  w. 
ab,  so  entsteht  das  neue  System: 

^  P  m-l Ap  iTp  =  vi -1 

u 

wenn  «i  A^  =  f^  (0,  p) ;  V- 1  =  9^0  • 

In  dem  neuen  Systeme   ziehen  wir   wiederum  von  jeder  Gleichung  die 

nächst  vorhergehende  ab  und  erhalten  das  System: 

0  j  ^ 

od'  ^m 

wenn  iAj=oAi,-2Ap  =  /'o(0.p);  V-i=Vo>V^2=  9<r 


m 

OD 
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Fahren  wir  in  der  angegebenen  Weise  der  Transformation  so  weit  als 
überfaatfpt  möglich  ist,  fort,  so  entsteht  schliesslich  das  System: 

2)  -1 /;i»oA?Ä:p  =  Vü' 

00  I       «1 

wenn  ^Ap  =  /o  (0,  p)  und  Vo  =  n  • 

Offenbar  sind  die  Werthe  der  Unbekannten  Xpy  welche  ans  dem  System 
2)  hervorgehen ,  nicht  verschieden  von  den  Werthen ,  welche  aas  dem  ur- 
sprünglichen Systeme  folgen.  Ist  nun  f^  (m,  p)  eine  rationale  ganze  alge- 
braische Function  r^^°  Grades  in  Bezug  auf  m,  so  verschwinden  bekanntlich 
alle  oAp,  deren  $^  r  ist.  Die  Determinante  des  Systemes  2)  enthält  also 
dann  Horizontalreihen,  deren  sämmtliche  Elemente  verschwinden,  folglich 
verschwindet  auch  die  Determinante  selbst  und  das  System  3)  enthält  einen 
Widerspruch ,  also  auch  das  System  i).    Wir  erhalten  so  den  Satz : 

Sollen  dntch  ein  System  Qleichnngen  wie  1)  sämmtliohe 
Unbekannte  Xp  bestimmt  sein,  so  darf  die  Coefficienten- 
function /q  (m,  p)  keine  ganze  rationale  algebraische  Func- 
tion in  Bezug  auf  m  sein. 

Hierin  liegt  zugleich  der  analytische  Ausdruck  für  die  Unbestimmtheit 
oder  Unmöglichkeit  eines  Problemes ,  das  etwa  auf  ein  System  unendlich 
vieler  linearer  Gleichungen  führen  sollte,  dessen  Coefficientenfunction 
/o  {^yP)  ^^  Bezug  auf  m  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  ist. 

Kann  man  f^  (m,  p)  sowohl  wie  g?»  als  Functionen  der  stetig  Variablen 
m  betrachten  und  ist  es  erlaubt,  beide  als  Functionen  von  m  nach  dem 
Taylor*schen  Lehrsatze  zu  entwickeln,  so  kann  man  das  System  2)  noch 
weiter  dahin  umgestalten,  dass  man  anstatt  der  Differenzen  die  Differential- 
quotienten nach  m  in  die  Rechnung  einführt.  Unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen ist  nämlich,  wenn  man  den  r^^  Differentialquotienten  von  ^  (m,  p) 
nach  m  kurz  mit  f^^  {m ,  p)  bezeichnet : 

A'P  .=  fo'  (0 .  P)  +  ^'«  ^"+ '  (0.  p)  +  ^«  /"o" +'  (0,  P)  + .  •  . 

<Ap"+'=  /o"+'  (O.P)  +  ><'«+i/Ö"+'(O.P)  +  -. 

wobei  die  mit  A  bezeichneten  Werthe  Coefficienten  sind ,  die  nur  von  den 
Werthen  der  an  ihnen  stehenden  Indexe  abhängen.  Was  die  Werthe  der 
A  selbst  anlangt,  die  für  uns  weniger  von  Wichtigkeit  sind,  so  erhält  man 
dieselben  leicht  aus  der  symbolischen  Formel 

A  r        (  ^loj^il)      y 

die  den  Werth  von  qA'*^  giebt,  wenn  man  die  rechte  Seite  entwickelt  und 
statt 


ra/oKp)T 


schreibt 

17' 


236  lieber  die  Anflösang  eines  Systemes  et(i. 


L         dm*        Jm=:0. 

Lässt  man  nun  die  0*®  Gleichung  des  Systemes  2)  unverändert,  zieht  dann 
von  der  1*®"  Gleichung  ab  die  mit  A^^  multiplicirte  2**  Gleichung,  von  der 
neu  entstandenen  Gleichung  die  mit  ^,  —  A\  ^,  multiplicirte  3**  Gleichung 
u.  s.  f. ,  60  bleibt  schliesslich  die  Gleichung : 

die  wir  als  V^  Gleichung  des  neuen  Sjstemes  betrachten. 

Behandelt  man  in  ähnlicher  Weise  alle  folgenden  Gleichungen  des 
Systemes2),  indem  man  immer  von  einer  gerade  zu  transformirenden  Gleich- 
ung dieses  Systemes  die  mit  leicht  zu  findenden  Factoren  multiplicirten 
folgenden  Gleichungen  abzieht,  so  erhält  man  aus  dem  System  2)  das  neue 
System 


») 


^p  /i"*  (0,  p)  xp  =  qpo"* 


das  sich  von  dem  System  2)  dadurch  unterscheidet,  dass  an  Stelle  der  n*^° 
Differenzen  nach  m  der  Werth  des  n**"  Differentialquotienten  von  /J,  (m,  p) 
und  q>fn  ^ür  m  =  0  gesetzt  ist. 

Um  eine  Kettenbruchentwickelung  für  die  Unbekannten  zu  erhalten 
gehen  wir  aus  von  der  Form  2),  §  2,  nämlich 


"LZ' 


p/"«(p)«P=(«P».)  i    /'«(p)  =  Ofürp<  m. 

In  diesem  Systeme  multipliciren  wir  die  m^^  Gleichung  mit  (^m-fOi  clie 
(m  +  iy*  mit  (g'm)  >  ziehen  dann  beide  Gleichungen  von  einander  ab  und 
betrachten  die  neue  Gleichung  als  die  m*®  des  neuen  Systemes ;  setzen  wir 
dabei  noch 

so  lautet  das  neue  System,  vorausgesetzt,  dass  keiner  der  Functionswerthe 
(^„)  verschwindet, 

ö  I  ^ 

OD  •      «* 

In  diesem  System  transformiren  wir  jede  einzelne  Gleichung,  z.  B.  die 
m^^  dadurch,  dass  wir  zu  ihr  hinzuaddiren  die  mit  yJ^m-^-z  multiplicirte 
(m  +  3)**,  dann  die  mit  fi'"iii+4  multiplicirte  (»i  +  4)*%  die  mit  fi"*m+6  multi- 
plicirte (m  -f-5)*®  n.  s.  f.  und  bestimmen  die  Werthe  der  ft  durch  das  System 
Gleichungen : 

ft-m+S  lJ'm  +  8  (W  +  3)  =  —  -^w  (w+3) 

^"•m  +  a*  m+8  (*»  +  4)  +  f*'"«  +  4  ^m  +4  (»»  +  4)  =  —  ^^  (m  +  4) 
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Ist  die  gemachte  Voraussetzung,  dass  keiner  der  Functionswerthe  (q)^) 
yerscbwindet ,  erfüllt,  so  erhalten,  weil  ^m  (^)  nicht  verschwinden  kann, 
die  aus  dem  Systeme  5)  folgenden  Werthe  der  fi  eine  bestimmte  brauchbare 
Grösse  derart,  dass  in  der  m^®°  transformirten  Gleichung  des  S/stemes  4) 
sämmtliche  Coefficienten  der  Unbekannten  x  verschwinden  mit  einziger 
Ausnahme  der  Coefficienten  von  a?»,  0:0,4.1  und  ^m-|>2  9  nämlich  ^m  i^)^ 
i^m  {^  + 1)1  nnd  '^m  (m  +2),  so  dass  statt  des  Sy Sternes  4)  das  neue  System 


6) 


0 


i^m  (p)  =  0  für  p  <  m  und 


p>m4"2 
erscheint. 

Da  aber  die  die  Unbekannten  x  enthaltenden  Systeme  von  Gleichungen 
4  und  0  nur  unter  der  Voraussetzung  gelten,  dass  die  Anzahl  der  Gleichun- 
gen in  derselben  Art,  wie  die  Anzahl  der  Unbekannten  ins  Unendliche 
wächst,  so  folgt,  dass,  wenn  wir  ein  ins  Unbegrenzte  Wachsen  durch  Lim 

andeuten ,  für  die  Systeme  4)  und  0)  genauer  zu  schreiben  ist 


n^  OD 


7) 
8) 


Lim 


Lim 

«  —  00 


0 

m 

n  — 1 
0 


fn  («)  Xn  =  (<p«)  . 


n  — 2 


tj'm  {m)  Xn,  +  tm  (»«  +  0  ^m  +  1  +^»  (^  +  2)  Xm^2 


+  ^mCn)]a:„  =  0| 
^«-1  (n— l)a:„_i  +  i/;,«i  («)ir«  =  0. 
9n  («)  ^n  =  (9«)  • 

Das  System  Gleichungen  5)  hat  eine  Form ,  die  leicht  auf  die  frühere 
Normalform  für  die  Auflösung  eines  Systemes  unendlich  vieler  linearer 
Gleichungen  gebracht  werden  kann;  man  braucht  zu  diesem  Zwecke  nämlich 
nur  die  Ordnung  der  Gleichungen  sich  umgekehrt  zu  denken.  Folgen  nun 
aus  dem  System  5)  solche  Werthe  der  Unbekannten  ftund  ist  der  Werth  von 

Xn  =  /v'v  so  beschaffen ,  dass  das  Glied 
fnin) 

[fi"*m+8  *  m  +  3  («)  +  ^"'m  +  4  t^m+4  («)  +  -.  +  ft"», .  |  1(;« _  i  («)  +  t/;«  (w)]  Xn 

für  jedes  m,  das  der  Bedingung  genügt:  Lim  0<  m  ^  n—  1,  vernachläs- 

sigt  werden  kann  gegen  die  übrigen  noch  in  derselben  Gleichung  mit  vor- 
kommenden Glieder,  so  geht  das  System  8)  über  in 


9)      Lt} 


Lim 


n=ao 


m 
»-2 


^fm{m)xm+'^m  (^  +  l) a:,„+i  + 1^„ (m  +  2)  a:„+2  — 0 


^n~\   (n  —  l)  Xn-\+i>n-~\{n)Xn^^ 
fn  {n)  Xn  =  (9«)  . 

Die  ersten  n  —  1  Gleichungen  dieses  Systemes  erlauben  nun  leicht  die  Ent- 
Wickelung  des  Quotienten  zweier  Unbekannten  mit  aufeinanderfolgendem  In- 
dex in  einen  Eettenbrnch.    Es  ist  nämlich 
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'tn 


*m(m  +  l)      i|;«(i«  +  2) 


^  ^  (ffl)  ^m  {rn) 


^m+l  (ffl  +  2)      i^„,^,i  (m+3) 


Ist  zur  Abkürzung 


tf^m+r  (»>  +  y  +  2)  _ 


SO  erh&lt  man 


=  — am  + 


^m+1  «m+l  •— ^m  +  1 


flm  +  2  —  ^m-j-2 

«m+S  — 


—  ^«—2 

dabei  ist  nach  dem  System  0) 

und  znr  Berechnung  des  Werthes  irgend  einer  der  Unbekannten ,  etwa  der 
Xp ,  hat  man 

-^x  ^p+1  ^p+2  ^^+3  a:„«  1        a:« 

==  ^      ^P  ^y+l        ^P+i  ^n-2        '^n-l(w)         (yn) 

a>+l   *   *p+2  '   a>  +  3    '"    «n-l    ^n-l(w  — 1)   /«(«)* 

Abgesehen  von  den  Voraussetzungen,  unter  denen  aus  dem  System  8) 
das  System  9}  hergeleitet  werden  konnte,  wurde  noch  die  Bedingung  ge- 
stellt ,  dass  keiner  der  Functionswerthe  (<pm)  verschwinde.  Verschwinden 
aber  solche  Functionswerthe  und  ist  etwa  (97g)  =  0,  (g?,.)  =  0,  (9,)  =0  ..., 
so  hat  dies  ftlr  das  System  4)  keine  andere  Wirkung,  als  dass  anstatt  der 
Coefficientenfunction  ^^,  ^r«  ^s  •••  die  frühere  Coefficientenfunction  f^, 
fry  fs  ...  ia  das  System  4)  eintritt,  indem  man  die  q^%  r*®,  s^  .,•  Oleichung 
des  ursprünglichen  Systemes  von  Gleichungen  ohne  Weiteres  in  das  System 
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4)  aufnimmt  und  dasd  man  übrigens,  wie  früher  an  zwei  aufeinanderfolgen- 
den Gleichungen  gezeigt  wurde,  irgend  zwei  Gleichungen  des  ursprüng- 
lichen Systemes,  deren  rechte  Seiten  nicht  verschwinden,  benützt,  um 
aas  ihnen  eine  neue  Gleichung  mit  verschwindender  rechter  Seite  abzuleiten. 

§4. 
Die  inverse  Coefftdentenfunotion. 

In  §  2  ist  angezeigt  worden,  dass  die  Auflösung  des  gegebenen  Sy- 
stemes Gleichungen 


1) 
die  Form  hat 


00 


«,=^...(„.)^, 


oder  wenn  man  die  Werthe  aller  unbekannten  x  zusammenstellt: 
Das  System 

'  I  ^ 

CD    '       o 

wird  aufgelöst  durch  das  System 

'  I  ^ 

2)  "*  I  ^y  ^0  (^»  P)  9p  =  ^m 

CD    ■       O 

Denkt  man  sich  das  System  2)  als  das  ursprüglich  gegebene,  also  die  g)  als 
die  Unbekannten ,  so  muss  nothwendig  auch,  weil  jedem  g>  des  Systemes  2) 
nur  ein  einziger  bestimmter  Werth  zukommt,  das  System  1)  die  Lösung  des 
Systemes  2)  darstellen. 

Zwei  solche  Systeme  unendlich  vieler  linearer  Gleichungen  wie  l)und2), 
von  denen  also  das  eine  die  Lösung  des  andern  darstellt,  nennen  wir  in- 
verse Systeme*.  lieber  zwei  solche  inverse  Systeme  lassen  sich  nun  ohne 
Weiteres  folgende  Sätze  aussprechen: 

1.  Das  inverse  System  eines  gegebenen  Systemes  unendlich  vieler 
linearer  Gleichungen  ist  wiederum  ein  läystem  unendlich  vieler  linearer 
Gleichungen. 

2.  Das  inverse  System  eines  gegebenen  Systemes  hat  zum  inversen 
System  das  gegebene  System. 

8.  In  dem  inversen  Systeme  wächst  die  Anzahl  der  Gleichungen  und 
Unbekannten  auf  genau  dieselbe  Weise  ins  Unendliche ,  wie  im  ursprüng- 
lichen Systeme. 


*  Enthält  das  gegebene  System  linearer  Gleichungen  eine  endliche  Anzahl  der- 
selben, so  nennt  man  dasjenige  System  das  inverse  desselben,  dessen  rechte  Seite 
je  eine  Unbekannte  moltipli^irt  in  die  Determinante  des  ursprünglichen  Systemes 
enthalten« 
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'^•l'rf^^^^^rf^  . 


4.  Kennt  man  die  Coefficientenfunction  des  inversen  Sjstemes,  so  er- 
hält man  das  inverse  System  des  ursprünglichen  Systemes,  indem  man  die 
genannte  Coefficientenfanction  an  die  Stelle  der  Coefficientenfunction  des 
ursprünglichen  Systemes  setzt  und  ausserdem  die  Rollen  der  Unbekannten 
X  und  der  Bekannten  97,  beide  mit  gleichem  Index,  mit  einander  vertauscht. 

Durch  diesen  letzten  Satz  4)  sind  wir  in  den  Stand  gesetzt,  sofort  das 
inverse  System  eines  gegebenen  Systemes  unendlich  vieler  linearer  Gleich- 
ungen zu  bilden,  sobald  wir  die  Coefficientenfunction  des  inversen  Sy- 
stemes kennen.  Wir  nennep  diese  Coefficientenfunction  die  inverse 
Coefficientepfunction  und  drücken  die  Beziehung,  dass  ^0(111,  p)  die 
inverse  Coefficientenfunction  des  Systemes  mit  der  Coefficientenfunction 
/o  (^}  P)  Bei,  analytisch  kurz  aus  durch 

Die  Aufgabe,  welche  jetzt  allein  noch  zu  lösen  ist,  redncirt  sich  nun  darauf, 
*^/o  i^'^  P)  ^^  bestimmen,  wenn  f^  (nt,  p)  gegeben  ist. 

Durch  Vergleichung  der  p^^^  Gleichung  des  Systemes  2)  mit  der  Gleich- 
ung» ^))  §  2,  erhält  man  ferner 

Nun  ist  gemäss  der  Bedeutung  von  rf*p  und  R 

/o(0,?)^+/ö(l,?)iJ  +  /-.(2.?)^+..+/"o(«.?)^  +  -   • 

1  wenn  q  =  p 
0      „      q^y- 


Es  ist  daher  auch ,  wenn  man  für  -^seinen  Werth  J  f^  (/>,  r)  einsetzt: 

/■,  (0,  «)  ^ /;  (P,  0)  +  /•,  U.  «r)  -^ /o  (i».  1)  +-/o  12. 1')  ^  A  (P.  2)  +  •  •  • 
8*")  .,,        x,/.^^.  |1  wenn  j  =  p 

f  "      •»      H  <C"* 

Da  diese  Gleichung  gilt,  welchen  Werth  auch  p  und  q  aus  der  Keihe 
der  positiven  Zahlen  von  0  bis  00  annehmen  mag,  so  folgt,  dass  die  Lim 

fl=ap 

(n  -|-  1)*  Werthe,  welche  Jf^  (m,  p)  annehmen  kann,  wenn  m  und  p  alle  Zah- 
len  von  0  bis  n   durchlaufen ,    sich  ergeben    als  Lösungen  der  Lim  n  +  I 

Systeme  von  Lim  n  + 1  linearen  Gleichungen  der  Form  : 


ll  =  JO 


n=oo 

00 


2'  fo  ^P'  ^^  -^^0  ("•  P)  ='  * ' 


'^' 


/'o(P.«»)^/"o(0,p)  =  0 
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\ 


O 


2''^t(^>*^''/o^''p)=*' 


u 

OD 


m 

X 


2'A>(P.'»)''/o(»,P)  =  0 


«-1  hrr^ 


»«)  J/o(n,p)  =  0 


nr 


^P  /o(Pin)«'/i("iP)='l- 


Diese  Gleichungen  sind  sftmmtlicb  linear  nnd  es  folgt  daraus:  hat  man 
für  J/l)  (m,p)  irgend  eine  Function  beliebig  angenommen,  die  der  Gleichang 
3)  für  ein  beliebiges  p  und  q  gentigt,  so  ist  dieselbe  auch  der  einzig  mög- 
liche Werth,  den  Jf^  (»»,p)  besitzt. 

Die  Gleichung  3*)  stellt  auch  das  Product  der  (^^^  Verticalreihe  in  der 
Determinante  des  ursprünglichen  Systems  mit  der  p^^^  Horizontalreihe  der 
Determinante  des  inversen  Systemes  dar,  wenn  die  MultipHcation  nach 
demselben  Gesetze  ausgeführt  wird ,  wie  es  für  die  MultipHcation  der  De- 
terminanten gilt.  Da  dieses  Gesetz  offenbar  auch  dann  noch  gilt,  wenn  die 
Anzahl  der  Elemente  einer  jeden  Determinante  auf  gleiche  Weise  ins  Un- 
begrenzte wächst,  und  da  in  der  dnrch  die  MultipHcation  erscheinenden 
Determinante  alle  Elemente,  mit  Ausnahme  der  in  der  Diagonalreihe 
stehenden,  die  sämmtlich  der  Einheit  gleich  sind,  verschwinden,  so  folgt 
der  auch  für  Systeme  unendlich  vieler  linearer  Gleichungen 
giltige  Satz:  Die  Determinanten  inverser  Systeme  sind  zu 
einander  reciprok. 

Die  Sätze  1  bis  3  in  diesem  Paragraphen  können  nun  leicht  und  be- 
stimmter in  der  analytischen  Foraiel  zusammengefasst  werden : 

Ist 

I)  •^/'oKp)  =  ^o('W»P)» 

so  ist  auch 

Sind  zur  Auflösung  vorgelegt  die  beiden  Systeme: 


3) 
and 

4) 


tn 

oo 

0 
m 

00 


00 

u 


so  unterscheiden  sich  diese  beiden  Systeme,  die  wir  ebenfalls  wie  .in  dem 
Falle ,  wenn  die  Anzahl  der  Gleichungen  beider  endlich  ist ,  conjngirt  nen- 
nen wollen  I  dadurch  von  einander ,  dass  die  r^®  Horizontalreihe  der  CoefS- 
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'■■^  ^  ^  ^  .^»^  <^_y".  -s  -^.^  y  •  - 


cienten  der  linken  Seiten  des  einen  Systems  die  r^*  Verticalreihe  im  andern 
Systeme  ist.    Ist  nun  die  Auf  lösting  des  Systems  3) : 


5) 


00 


^P  F^  (m,p)  <pp  =  x^ 


so  lehrt  eine  einfache  Betrachtung  der  Gleichung  3) ,  §  2 ,  dass  die  Lösung 
des  Systems  4)  dargestellt  wird  durch  das  System 

0 


«) 


m 

00 


In  den  Systemen  5)  und  O)  ist  der  Satz  ausgesprochen:  Die  inver- 
sen  Systeme  einander  conjugirter  Systeme  sind  wieder  con- 
jugirte  Systeme. 

Auf  die  Coefficientenfunctionen  übertragen ,  lautet  dieser  Sata : 

Ist 

II)  //o(w,P)  =  ^oKp). 

so  ist  auch 

•^/I)(p,'»)=»^o(A»')- 

Hat  man  ferner  zur  Auflösung  das  System 


1^ 


P  /i  (W|P)  «1»  =  gJm 

OD  '     O 

und  wird  dasselbe  gelöst  durch 

80  Steht  die  Auflösung  dieses  Systems  in  nahem  Znsammenhange  mit  der 

Auflösung  des  folgenden  Systems : 

0    ^ 

^P  *  {P)  /o  ("»lP)  Vp  =  <Pf 


m 

OD 


WO  ^(p)  ein  nur  vom  Argumente  p  abhängiger  Factor  ist;  setzt  man  n&m- 
lich  if(p)yp  =  ^p^  so  geht  das  Torgelegte  System  über  in  das  frühere.  Um 
also  yp  zu  erhalten,  hat  man  den  Werth  von  Xp ,  wie  er  sich  aus  dem  ersten 
System  ergiebt^  noch  durch  ^(p)  zu  dividiren,  oder  um  den  Werth  von  y^ 
zu  erhalten,  muss  man  die  inverse  Goefficientenfunction  des  ersten  Systems 
durch  if{tn)  dividiren,  folglich  hat  man: 


oder: 
III) 


/t/^(p)^(m,p)  =  ^^^(m,p)=^^//;(m,p). 


J^{P)  fo  {m,p)  =  — r-t  //o  (m,p). 


^{m) 


Ist  ferner  die  Auflösung  von 


gegeben  durch 


m 

00 


^p/i)K/>)«ji  =  9>- 
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o 

80  geÜDgt  auch  die  Auflösung  des  Systems 


QO 


^P  %  W  /a(WiP)  «p  ==<Pm\f 


WO  %{fn)  ein  nur  vom  Argumente  m  abhängiger,  nicht  verschwindender  Fac- 
tor ist,  leicht  durch  das  erste  System.  Dividirt  man  nämlich  in  dem  letzte- 
ren System  die  m**  Gleichung  durch  x(rn)^  so  entsteht  das  neue  System: 


00 


^jP  fo{"^iP)  ^p  =  -7^ 


Z(«) 


das  yerglichen  mit  dem  ersten  Systeme  die  Auflösung  haben  muss : 


oder 


00 


Z(P) 


2^  W^  ^0  ('"»'')  '''>'  =  ^- 


0 

Auf  die  Coefficientenfnnctionen  flbertragen ,  liegt  hierin  der  Satz : 


IV) 


Jl  (»•)  /ö  (»«.P)  =  -7^  //i  («.P)' 


Es  hat  keine  Schwierigkeit,  die  S&tze  III)  and  IV)  in  einem  einzigen 
Lehrsatze  durch  Worte  auszudrücken;  in  Zeichen  geschieht  dies  durch 

Ist  ferner  zur  Auflösung  vorgelegt: 

00         O 

und  hat /'o(m,p)  die  Form: 

wo  die  Functionen  if/  und  %  als  Argumente  ihre  Indices  gebrauchen,  so  neh- 
men wir  noch  die  beiden  Systeme  an: 


8) 
und 


0  j      «i_ 
00      o 


0 
m 

00 


^^  P  mXp  ^p  —  ^m 


Entnimmt  man  aus  dem  Systeme  O)  den  Werth  von  Up  und  setzt  den« 
selben  ein  in  das  System  8),  so  wird  die  rn}^  Gleichung  dieses  Systems : 

•  o  u 

In  dieser  Gleichung  ist- aber  der  Coefficient  vcn  Xp\ 

10)       mtf'ooXp  +  m^x  iXp  +  m^t  tXp  +  •  •  •  +  m^r  rXp  +  •  •  •  =/o  (»»iP). 
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Das  zur  Aaflösnng  vorgelegte  System  kann  also  gedacht  werden  als 
das  ResaUat  der  zur  Anflösong  vorgelegten  beiden  Systeme  8)  und  O). 

Die  Coefficientenfunction  /'o('^P)  ^^^  gebildet  nach  demselben  Gesetze 
nach  welchem  dasp^®  Element  der  m^*°  Horizontalreihe  in  der  Determinante 
gebildet  werden  mass ,  die  das  Product  der  Determinanten  der  beiden  Sy- 
steme 8)  nndO)  darstellt;  nennen  wir  also  R  die  Determinante  des  vorgeleg- 
ten Systems  and  ^|  und  B^  resp.  die  Determinanten  der  Systeme  8)  und  0), 

so  gilt  die  Gleichung: 

R  c=  1*1  R^* 
Ist  nun 

so  ist  aach 

1  =  ^0  (P>0)  r(p,p)  +  F,  (p,  1)  /;  (l,p)  +  F,  (p,2)  fo  ('AP)  +  . . . 

oder,  wenn  man  die  Werthe  von  f^ij^^p)  einsetzt: 

=  R  ^0  (PiO)  (oVooZp  +  oVi  ilp  +  oV'hZp  +  •  •  •  +  o*r  rZp  +  •  • .) 
+  R^o  (Pi  0  (i^ooXp  +  1*1  iZp  +  it««Zp  +  •  •  •  +  l^r  rXp  +  - . .) 

+  R  Fo  (p, m)  („i(;^oXp+ m*l  lZp+ mlj't  fXj»  +  •  •  • +«lj'r  rXp  + . .  •) 

Ist  hierin  M  der  Coefficient  von  mtp^  ^^  ^^^ 
Ist  ferner 

•^  «Zp  ^^^  m-'^p , 


so  ist  auch 


*  ^^  p^O  oZp    I   p^l  iXp  4"  •  •  •  "T  p-^m  mtp  +  •  •  •  —  ^ » 


oder 

Ä|  -R,  =  Ä,  Ät  p^ooXp  +  Ä,  i^tp'^i  iZp  +  •  •  •  +  -^1  ^  P^m  mtp  +  •  •  •  =  R  ; 

es  ist  also  aach 

Durch  Vergleichung  der  beiden  für  M  geAindenen  Werthe  entsteht  nun: 

ÄllÄ,pA'm]  =  [RFo(P,0)]olf'm  +  [RFo(P,l)]i*m+...+[R;n(P.»»)]«*^ 

Ist  ferner 

•^  m^p  =  m  ^p  » 

und  mnltipliciren  wir  die  vorige  Gleichung  mit  r^m«  ^i^d  addiren  daraaf 
alle  so  entstehenden  Gleichungen ,  wenn  m  alle  ganzzahligen  Werthe  von  0 
bis  00  annimmt,  so  entsteht: 

u  o 

Oder,  wenn  man  beachtet,  dass  * 

R  =  .^1  i}| 

and  dass 
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i,  wenn  r  =  5^ 


Hierin  ist  der  Satz  ansgesprochen : 
Ist 

/i(m,p)  =«1^0  oXf^  +  to^i  i%P+  "+m^rrXy+  ... 

,    und 

60  ist  auch 

VI)  Jfoi^.p)==^rJ^^,.J„Xr=^^-p'i'rmXr. 

Hat  fo  (m^p)  die  allgemeinere  Form : 

0  12  r 

/!>('''  -P)  =  m^P  +  m'^P  +  m^p  +  ■  •  •  +  wi«/»  +  •  •  •  » 

80  kann  dieselbe  anf  die  Form  im  Lehrsatz  VI)  gebracht  werden,  wenn 

r  r  r  r 

^ .  X  tn^p         n^p  1  wßp        m^Q 

m^q         n^q  n^p         n^q 

Es  erfüllt  nämlich  nicht  nnr  die  Form  yon  fQ^tn^p)  im  Lehrsatz  VI) 
die  in  den  Gleichungen  11)  ausgesprochene  Bedingung,  wie  man  leicht  er- 
kennt, wenn  man 

mßp^^m^r  r%p 

setzt,  sondern  man  kann  auch  umgekehrt  mittels  der  Gleichungen  11)  die 
Functionswerthe  von  m^r  Qud  r%p  bis  auf  constante  in  sie  multiplicirte  Fac- 
toren  ermitteln;  so  folgt  z.  B.  aus 


und  ans 


r 

• 

ifiq 

rll- 

= 

r      0«« 
0«0 

r 

0^0         Q'^r 

«tr 

= 

0^0 

wodurch  alle  %  und  ^  bestimmt  sind  bis  anf  diejenigen ,  welche  den  Werth 
von  /*o(0,0)  bilden;  für  diese  ist  aber 

r 

giltig  für  ein  beliebiges  r. 

Es  sei  endlich  in  dem  zur  Auflösung  vorgelegten  System 

0      qo 

foi^^P)  =  <Po(»»»P)  +  ^oKp)  . 
wo  die  Ftfnctionen  9^0 (m,p)  und  ^im^p^  weiter  keinen  besonderen  Be- 

schrftnkungen  unterliegen  mögen. 

Alsdann  ist  nach  3) ,  §  2 , 
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Die  Determinante  R  ist  aber  bekanntlich  gleich  der  Samme  aller  der  De- 
terminanten, die  man  erhält,  wenn  man  in  der  ursprünglichen  Determinante, 
die  als  Elemente  nur  die  Fnnctionswerthe  g>o(^jp)  Gnthfilt,  alle  möglichen 
Combinationen  bildet ,  indem  man  statt  einer  Horizontalzeile  mit  den  Func- 
tions werthen  g>o(rn^p)  eine  solche  mit  den  Functions  werthen  '4/o(m,p)  sub- 
stituirt,  bis  man  auf  die  Determinante  kommt,  die  nur  die  Fnnctionswerthe 
%{m^P)  enthält. 

Bezeichnen  wir  eine  dieser  Determinanten  mit  Bv^  so  sei  auch 

Deuten  wir  entsprechend  die  Elemente ,  welche  zu  Bv  gehören ,  durch 
fnOii  an,  80  ist  auch 

setzt  man  die  gefundenen  Werthe  von  B  und  f^p  in  die  vorige  Gleichung 

Jf^(m^p)  =  ^^  ein,  so  erhält  man  den  äatz: 
B 

l8t 

80  ist 

VII)         //-.(«.p)  =  J  [<Po (w,p)  +  %(m,p)]  =  -^== , 

wenn  Rp  irgend  eine  der  Elementardeterminanten  bezeichnet,  die  man  er- 
hält, wenn  man  zur  Bildung  der  Horizontalreihen  entweder  nur  die  Fnnc- 
tionswerthe q>o{fnjp)  oder  ^^oi^^P)  beniitzt,  deren  Element  allgemein  durch 

^Gp  bezeichnet  ist,  und  wenn  das  Zeichen  ^,»  andeutet,  dass  alle  Com- 
binationen, welche  bei  der  Bildung  der  Elementardeterminanten  gewonnen 
werden  können,  genommen  werden  sollen. 

Durch  die  Sätze  I)  bis  VII)  in  diesem  Paragraphen  ist  die  eingangs- 
erwähnte Aufgabe  gelöst,  nämlich  die  Reduction  der  Berechnung  complicir- 
terer  inyerser  Coefficientenfunctionen  auf  die  Berechnung  einfacherer  in- 
Terser  Coefficientenfunctionen. 

§5. 

Anwendungen  der  bisherigen  Theorie  auf  specielle  Systeme 

von  Gleichungen. 
Es  sei 

Das  zur  Auflösung  yorgelegte  System  lautet  also : 
1)  ">  ^p  ap'^  Xp  ÄZ3  fp^ 
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und  es  sind  Up  und  q>m  ▼<>'  ^^r  Hand  noch  unbestimmte  Functionen  resp. 
von  p  und  m. 

Bereits  früher  wurde  das  System  aufgelöst ,  in  welchem  9>in  =^  ^  war ; 
die  dort  gefundenen  Werthe  von  /*„  (9)  sind  auch  hier  wieder  brauchbar,  da 
in  .beiden  fraglichen  Systemen  die  linken  Seiten  identisch  übereinstim- 
men.  Es  ist  daher  auch  hier 

fn{q)  =  («9  —  O  (««  —  «i) K  —  «t)  . . .  (ffy  —  ««-1). 
Nach  den  früheren  Formeln  finden  wir  ferner  für  die  (97^)  die  Werthe: 

(<;ci)  =  9^1  — «0  9^0» 

(<Pl)  =  9^1  —  («0  +  «1)  9l  +  «0«!  9^01 

((JPs)  =  5P8  —  («0  +  «1  +  ««)  9^1  —  («0«!  +  «0«!  +  «1  «f)  9^1  —  «0«!  «i  9pt 

(9«)=9^«  +  9>i«-l  ^  « '«  +  g)„-2  ^  «  r  «  #  +  9'n-.8  ^  «  r  «' «  «'^  +  . . . 

n  rs  r«9 

I  *  I  t  9 

•••••••••••••"••••••••1 

wenn  in  dem  Werthe  von  (gpn)  allgemein  ar^=^^ar  und  das  Zeichen  ^S  mit 
den  darunter  stehenden  ludices  bedeutet,  dass  die  symmetrische  Function 
ans  der  Reihe  der  Elemente  a^^  tL\^  a'f«^'«— 1  Q>^d  ▼oi^  der  Form  der 
einzelnen  Glieder  angenommen  werde,  als  das  eine  hinter  H  angeführte  an- 
giebt. 

Man  erkennt  leicht  das  Bildungsgesetz  der  (g?»)  für  ein  endliches  n  und 
kann  durch  den  Schluss  vom  n*''°  Gliede  auf  das  {n+iy^  Glied  die  all- 
gemeine Giltigkeit  der  eben  für  (jpn)  angegebenen  Form  auch  für  ein  in's 
Unendliche  wachsendes  n  nachweisen;  dasselbe  gilt,  wie  schon  früher  be- 
merkt wurde,  von  fn(s)y  ^^^  ^^  die  Determinante  des  vorgelegten  Systems 
von  Gleichungen  das  Product 

/*o(0) /•i(l)/;  (2)  ACS)... /•„(«)... 
ist,  so  erkennt  man  daraus,  dass  das  vorgelegte  System  Gleichungen  so 
lange  von  einander  unabhängige  Gleichungen  enthält,  als  säramtliche  Up  von 
einander  verschieden  sind. 

Man  erhält  ferner  nach  den  früheren  Formeln: 
pAp  =  1 , 

j t 


'   ''"^"       («J-  —  *V+0  («!>  —  «J'+O  •••(«?  —  «P+m)' 
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Auch  die  Reihe  dieser  Werthe  Ä  kann  dnrch  den  Schlnss  vom  «**■ 
Gliede  anf  das  C«  +  l)*"  Glied  als  allgemein  giltig  nachgewiesen  werden. 

Setzt  man  die  eben  gefundenen  Werthe  in  die  Formel  für  Xp  ^y%  2, 
ein  ,  so  entsteht : 

1 

'P  — ■ __^ 

'       («;»  — «o)^«#^— aiH«;^--af)...(oi»  — Oi»-i)(«p-"«i'+l)(ar--«i'+2)--- 
{  <Po**o^  \^%  •••  «;>"-!  ^P'\-\  **/»+«  ••• » 

+  <Pi  Xi *  "o"  I  « f  •  •  •  «V  — l  *^V+1  ^V+2  •  •  • 
+  ^>\ ^ 2  a'ott't  «',...  «';,- 1  «Vh-1  **Vh-2  •  •  • 

+  (f>m  ^j^  o'o"'i  "t  •  •  •  «V— 1  "V+l  '^V'4'2  •  •  • 

• }. 

wobei  das  Zeichen  ^,*»  allgemein  bedeutet,  dass  man  ans  der  Reihe  der 
Elemente  a\a\a\  ...  or'^^i  a'^4.1  ap^2*'»  symmetrische  Functionen  bilde, 
deren  jedes  Glied  die  Form  des  hinter  ^.^  angeführten  hat  and  soviel 

weniger  Elemente  der  eben  hingeschriebenen  Reihe  enthalte^  als  der  inner- 
halb des  Zeichens  Z  stehende  Werth  (m)  besagt. 

Der  eben  fQr  Xp  gewonnene  Werth  erlangt  eine  sehr  Übersichtliche 
Form,  wenn  wir  die  Function: 

2  _(^  —  «0)  (^  —  «i)  (g  —  gt)  ...  (g  —  ttp-i)  {z  —  ap+i)  (g  — <rp4.2)  ..» 

einführen.  Entwickelt  man  nämlich  Zp  nach  Potenzen  von  z,  so  mag  die 
Entwickelung  lauten : 

Zp  =  ^/»Q -|- ^^4|  t -f- pA, 2  -^ pA^z  -f- . . . -f- ^ /#;„ 2    "r-'.j 
und  es  zeigt  sich,  dass  allgemein  pA„^  gerade  der  Coefficient  von  tp^  in  dem 
Werthe  von  Xp  darstellt.   Es  ist  also  auch  «  . 

2)  Xp^=  pA^tp^^ pA^q>^  +/»^2  9>i  +  •••  '\-p^m9m'\' ... 

Aus  der  Gleichung  2)  folgt  nun: 

JcLp'^^^mApy 
und  umgekehrt  nach  I),  §  4 : 

Soll  nun  wirklich  die  Gleichung  2)  einen  brauchbaren  Werth  für  jedes 
Xp  darstellen ,  so  muss  nach  §  1  der  Rest  der  Reihe  in  dem  W.erthe  von  a> 
durch  Vermehrung  der  in  dem, System  l)  benutzten  Gleichungen  für  ein 
beliebiges  p  kleiner  gemacht  werden  können,  als  irgend  eine  noch  so  kleine 
Grösse  i.  Eine  hierauf  bezügliche  Untersuchung  kann  aber  erst  weiter 
geführt  werden,  nachdem  man  den  Functionen  «pm  und  Hp  ihre  bestimmten 
Formen  gegeben  hat. 

Es  sei  

1)  a^=  2p  +  i'ä*. 

Alsdann  ist: 


Zp  = 
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0 


'  -274t;'0  -i)  0  -¥^)  ('  -5-i)  - 


V 


i 


L      (2;»  +  l)'w» 


cos  4  ^K 


l(=2p  +  |*Bt 


4(— ly    cos^}/z 

(2p +  1)'«» 


(2p  +  l)w\        2».2!^2«.4!      2«. 6!  — •'7 

\^1  +  -+-,+  -,+  ...j,   wenn ^=(2p+l)«««, 


(2p  +  l)«-)     ^\q       2*.2\j'^\g*      f.2^2I''"2^Tlj' 

+  

■  (l  1  ■  1  _ 

'^K^'-      e'-->.2'.2!"''j'-J.2«.4!  ■*■•*• 

^^.2»— »(2r-2)!^2»'-(2r)l/      +'••  (• 


Hiernach  ist: 


wenn 

j»/==(2m  +  l)'7B». 
Schreiben  wir  hierfür  in  leicht  verstäDdlicher  Abkürzung: 

_    4(-0- 
(2  OT  +  1)  w 


3)  ^(2p  + 1  «)»•"  =  ,„  ^   .  V,  -  .  „tfV , 


Zeitichrift  f.  Mathematik  u.  Physik,  XV,  4.  |3 
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•  .     ^  ^  ■^  '•  •  .^^^■»- 


so  ist  nach  V) ,  §  4 ,  anch : 

also  auch: 

und  nach  I),  §  4: 

demnach  anch: 

Ist 
so  ist  nach  LI),  §4,  die  Lösung  des  Sjsteroes: 

0 
m 

OD 

gegeben  durch 

Es  sei  ferner  noch 

alsdann  entsteht  für  den  Werth  von  Xp  einfach : 
_7  «     4  (-1)1'  co^W'x 


i»(2m+l;^^7i2^a?^  =  (p« 


•T  n  —  £tp  — 


4(-iy       gp^i  /« ^ ,   ^y  2p  +  \itc(^s\  y? 

(2p  +  0*  «*  V'^'ä"  V  ""  7 


Unter  den  gemachten  Annahmen,  nftmlich: 

ö|»  =  (2p  +  1)*'«^'.     <)Pm  =  *"', 
erfüllt  nun  der  für  Xp  gefundene  Werth  die  an  ihn  nach  §  1  zu  stellenden 

Bedingungen  für  ein  beliebiges  s. 

Der  hier  für  Xp  gefundene  Werth  giebt  nun  auch  durch  Substitution  in 

das   zur  Auflösung   vorgelegte   System  Gleichungen   zu  neuen  Entwicke- 

lungen  Gelegenheit.    Substituirt  man  nämlich  in  die  m*^  Gleichung: 


!• 


p  [(2p  +  1)*  »»]'"  a:^  =  2", 

80  entsteht: 

-    jrro«ll/T       ,     .,,    7>Tt.cos\V  z  .   ,      .„     Stc  .  cos  i  7/2  -_  _ 

Oder  wenn  wir  die  Gleichung  mit  sec  ^  ^z  multipliciren  und  alsdann  statt  2 
4  M*  Bchreiben :  {yz  =  u) 
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r,rfSl^l^,^,^^^^^^^^rfV^^^^>••^l^>•^V^^^^^^^ 


n; 


2  m 


(!)-«■ 


—  ra«^J« 


(3»)' 


n 


(tJ- 


+  (5«) 


2in 


jt  

+  ...a=(2w)2»»*eCW, 


CtJ- 


eine  OleichuDg,  die  richtig  ist  für  jedes  ganze  positive  m  and  ans  der  ftir 
ffi=:0,  die  bekannte^ Entwickelung: 


_         3flf 


(t)  -  (t7-  (¥) '- 


5»         


folgt. 


Es  sei 


2) 


«P  =  (P  +  1)' w*. 


Alsdann  ist 


1  — 


Zp  = 


(p  +  0 


l)'««V~«V\^"'2^i*JV~3' «'/••• 


-*     (p  +  i)'«'V~J?)v~2»«VV     3»»V". 


u=(p4-i)S9r< 


Vz 


^  sin  y/z 


1  — 


t  _« 


(p  +  1)*« 


1 


l  — 


u 


=  (-i)p 


Cp  + 1)'  «* 


yu       * 


«=ö.+i)««t 


K'^ 


(P +«)'«* 
-^•(-»)''0-3l  +  5l-7l±-) 

wenn  ä:  =  (p  +  1)*  tc*, 

^U«      A».3l^*.5l      7!/ 

+      ..ri 1_  +  _J i_  + 


+iri)::;L +(-•)' 


Ar(2r— 1)!   '  (2r 


+  l)l)  "*"•••[• 


Hieraus  folgt  als  Werth  der  inversen  Coefficientenfunction : 

18* 
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8)  y[(p+,)'-.r=2.(-ir{^-^,-- +^^-j...+i^ 

wenn  iV==  (m  +  1)*  tj*. 

;Aa8  dieser  Gleichung  8)  lassen  sich  mit  Hilfe  der  Sätze  in  §  4  leicht 
eine  grosse  Anzahl  anderer  ableiten,  namentlich  wenn  i^an  noch  die  vorhin 
unter  1)  gewonnenen  Kesultate .  mit  benützt.  Wir  Übergehen  diese  Ablei- 
tungen hier,  da  dieselben  zu  weit  vom  Ziele  dieser  Arbeit  abführen. 

Ist  nun  speciell  noch  g?,„  =  «•" ,  so  wird  Xp  =  Zp  und  es  genügt  wie- 
derum der  für  Xp  gefundene  Werth  den  in  §  1  an  ihn  gestellten  Beding- 
ungen. 

Setzt  man  die  für  die  Unbekannten  Xp  gefundenen- Werthe  ein  in  ir- 
gend  eine  der  Gleichungen  des  ursprünglich  gegebenen  Systemes,  z.  B.  in 
die  m^  ,  so  erhält  man  : 

m 

eine  Gleichung,  die  giltig  bleibt,  welchen  ganzen  positiven  Werth  m  auch 
annehmen  möge 

Die  eben  gewonnene  Entwickelung  lässt  sich  auch  in  der  Form 
schreiben : 

l/z       I  TT*—«  %^n^—z  3';c*-2  ) 

^,                             -       ,      -       Isinl/z    ,.   . ,.  ,   ,  , 

Oder,  wenn  man  durch  ä^™. -f^ —  dividirt  und  dann  2  =  m'  setzt: 

)/z 

Für  m  =  0  entsteht  hieraus : 

?t«  2«n;'        ,        3';g« 5»  tu'  _  m^ 

ii«Z:7«"2*7r'-M»  +  3»«'-M'      5';r«^tt«± 2  ''^''"• 

Eine  Entwickelung  für  die  Cosecante,  die  symmetrischer  verläuft,  als 
die  gewöhnlich  unter  ähnlicher  Form  für  diese  Function  gegebene  Ent- 
wickelung. 

§6. 

Es  sei 

flp  +  OB. 

WO  üp  nur  von  p,  h^  nur  von  771  abhängig  ist« 

Das  zur  Auflösung  vorgelegte  System  linearer  Gleichungen  lautet 
demnach : 
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lim 


m 


X 


n 


P        _ 


9> 


m 


Wir  stellen  zunächst  die  Normalform 

Ol     n 


Um 

nsrcD 


m 


^P  fm  {P)  ^p  =  i^m) 


fmM  =  0  rar  p<m, 

her.       Zu  diesem   Zwecke    multipliciren   wir  zunächst    allgemein  die  m** 
Gleichung  mit  00+ ^mi  wodurch  das  gegebene  System  übergeht  in: 


lim 

11=:  00 


4J     ap  +  ö„ 


In  diesem  System  ziehen  wir  nun  die  0**  Gleichung  von  jeder  folgenden 
ab;  dadurch  fallt  in  allen  folgenden  Gleichungen  die  Unbekannte  Xq  fort 
und  der  Coefiicient  von  Xp  in  der  m'®**  Gleichung  wird: 

Oo  +  f>m      gp  +  ^o^K  — MK  — gf>) 

«p  +  *«       «p  +  *o        l«P  +  ^m)  (flp  +  Äq)  ' 

Anstatt  des  gegebenen  Systemes  erhalten  wir  also  das  neue: 


n 

2 


u 


'^ '■'-'■"  <"•+'•> 


Bringen  wir  in  dem  System  für  m^  l  den  allen  Gliedern  der  linken  Seite 
der  m^^"  Gleichung  gemeinschaftlichen  Factor  6q  — 6m  auf  die  rechte  Seite 
und  setzen  wir: 


0?^  =  -^ 


p 


x< 


p» 


^o  +  fp 

^,           ^m  («0  +  ^m)  — ypK  +  M 
«?>  m  = -. r » 

60  entsteht  ans  dem  letzteren  System  für  m>l  das  nene  System: 

1 


lim 
«=00 


m 


n 


iC' 


-4^      Op  +  i>m 


Dieses  neue  System  ist  ganz  wie  das  ursprünglich  gegebene  geformt, 
mit  dem  einzigen  Unterschiede,  dass  der  niedrigste  Index  m  nicht  0,  son- 
dern 1  ist.  Aus  dem  zuletzt  erlangten  Systeme  muss  sich  daher  das  neue 
ableiten  lassen: 

2       n 


lim 


m 


n=ao 


>.t 


^      Op  +  b 


—fP  m 


ffi 


wenn 
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«».= 


Cli  —  fln  «A  —  O 


'i 


P"o 


6,  +  öp     **       bi+  dp  \  +  Afp 


6,-6 


m 


Ans  dem  vorigen  Systeme  folgt  nnn  das  fernere  System 


Um 


m 


U.  8.  f. 


Hiermit  ist  aber  die  gesuchte  Normal  form  des  gegebenen  System  es  ge- 
funden, indem  wir  von  dem  gegebenen  Systeme  sowohl,  wie  von  dem  trans- 
formirten  allemal  nur  die  erste  (beginnende)  Gleichung  beibehalten.  Die 
gesuchte  Normalform  ist  daher: 


lim 


m 


<>*  in 


^     ap  +  b^ 


Dabei  ist  aber 

m _  (gp  —  Afp)  (g|  —  <fp)  (^t  —  gp) . . .  (^w-  1  —  gjg) 

Nach  unserer  früheren  Bezeichnung  ist  also: 


1)    /m(p) 


(«Pm)  =  qP 


(^0  +  gp)  (^1  +  öp)  (^t  +  flp)'"  l^m-l  +  öp)  (6,^  +  gp) 


»."•, 


2) 


a-p  = 


1 


/•p(P) 


)     ^      p  itf  P+ 1  I      ^  p+2  I 

\  p'^p  Vp  —  p'^p  +  i  9p -{-i  ■rp'^p+2  <Pp+2~r  ••• 


+  (-i)"»p^p+«(pj;ts+...l, 

wo,  wie  man  leicht  findet, 
p^p=  1 , 

j       _*P+i  +  «P+i 
p^p+i 


gp—  gp+i 


.  _  ^p-f  l  +  gp  ^p  +  2  +  gp-f2 


gp— gp  +  l      gp  — gp  +  2 


P^P  +  3 


p^p+A 


_  (^p  +  1  +  ^p)  (^p-i-2  +  <yp)  (^p  +  3r+gp  +  3) 
(gp  —  gp  +  i)  (gp  —  ffp^2)  (gp  —  ap-\-^) 

_.  (6p+1+gp)  (^p4.2  +  gp)  (ftpH-3  +  fip)  (^pH-4  +  ^p4-4) 
(gp—  gp  +  i)  (gp— gp  +  2)  (gp—  gp+3)  (öp  —  ^p-k-i) 


Um  nun  J 


gp  +  6 


zu  finden ,  bestimmen  wir  den  Coefficienten  von  9, 


m 


im  Werthe  von  Xp.   Hierzu  ist  aber 


9  m  =  <)P/iii 


9     »»      


«.  +  & 


m 


^-ft 


<Piii^" 


m 


9^01 
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A,-<'mfr,-6«'''"      fto-*.*,-*»^'      b.-hX-bm'''" 


9'm 


,  «« +  *m    ,  ««  +  ftt       . 

6l  — *«  0,  — 6„ 

_  gp  +  ftm  «1  +  fem    Oi  +  ft»  Oq  +  *t  «i  +  *«  «t  +  ^t 

*o  —  *m  6|  —  *m  '  *t  —  *«      "        *»  — 6t  ft(  — *t*t  — *■• 
«0  +  <>!  g|  +  *!  «t  +  fei  gfl  +  frp  «1  +  fep  ^t  +  fep 

*o— *i*t  — 6|*l~*m     '        *|  —  *«  *t  —  *p  *o  —  *«• 
4  («0  +  fem)  (ffl  +  bm)  («t  +  fem)  («»  +  !>„) 

(feo  -  fem)  (fei  -  fem)  (A.  -  fern)  (6,  -  fem)  '^" 

_  ("o  +  fe.)  (a.  +  fe.)  (««  +  fe.)  («»  +  fe>)    _ 
(feo  -  fe.)  l*.  -  *.)  (fe«  -  *.)  (fe.  —  fem) 

{%  +  fe.)  («.  +  fe.)  (a.  +  fet)  («.  +  fe.) 

(feo  -  fe.)  (fe.  -  fe.)  (fe.  -  fe.)  (fe.  -  fem)  ^* 

(«0  +  fe.)  («.  +  fei)  («.  +  fe.)  (".  +  fe.) 

(feo  -  fe.)  (fe.  -  fe.)  (fe.  -  fe. )  (fe.  -  fem)  ''* 
(«0  +  fep)  («1  +  feo)  (".  +  fep)  (".  +  U    , 

(fei  -  feo)  (fe.  -  feo)  (*.  -  *o)  (feo  -  *»)     " 

(go+^m-t)(q|+^Hi~l)>«'(^iii-J  +  ^w-l) 

(^0 -**"•- 2)C^'~ ^«-2)  ••• 
.  . .  (gm~2+  ^m-2)  (^^m-~l  +  ^m-?) 

. .    (^m-3  — ^m— 2)  (*m-l  — ^m— 2)  (^m-2— *m)      "*"" 

C^O  ~  ^m-s)  (^i  —  Öm-s)  . . . 

...(qro— 3  +  ^m~8)  («»1-2  + ^m-s)  (^m— I  +  ^m~3) 

. . .  (6,„-4  —  6^-3)  (^m-J  — *m-3)  C'm-l  —  ^m-s)  (*m-3— *m) 

(6,-^0)  C^t-^ü)  C^-M-  ••('^—t-M  (Po-^m)  ^'' 

Setzt  man  die  erhaltenen  Werthe  der  J  und  q>m  in  die  vorige  Gleich- 
nng  2)  ein,  so  erhält  man  als  Coefficient  von  (jp^: 

Jim {f^o+^p){f>i  +  ^p)  '-'{^n  +  Op) 

^  (gp+M  (^1  +^1»)  • '  '  {^p-\+bm)  (^p-h  l+^m)(^p.{.2  +  ^n)  ■  « »  (qn+^m) 
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oder: 


X 


X 


__1 

Vertauschen  wir  noch  in  diesem  Ausdrucke  die  Indexe  p  und  m  mit 
einander ,  so  stellt  dann  derselbe  die  gesuchte  inverse  Coefficientenfunction 

/ dar.     Um  eine  kürzere  Formel  für  dieselbe  zu  erhalten,   führen 

"p+^fii 

wir  die  Functionen  ein: 

G  (u)  =  (ti  +  «o)  (w  +  «0  (m  +  «0  •  •  •  f«  +  ö«) » 

G'  (m)  =  (m  —  «o)  (m  —  ö,)  (w  —  «,)  ...(«  —  a„) , 

Alsdann  entsteht: 

,       l  ffin^)  C(6p)  l 


Op  +  L 


Das  behandelte  System  von  Gleichungen  enthält  nun  so  lange  keinen 
Widerspruch,  als  das  Product  der  durch  Gleichung  l)  definirten Functionen 
fm  (jfO  i^i<^bt  verschwindet.  Verschwindet  daher  in  dem  Product  dieser 
Functionen  der  Nenner  nicht,  so  darf  auch  der  Zähler  nicht  zu  Null  wer- 
den, oder  es  müssen  die  sAmmtlichen  m\t  a  bezeichneten  Functionswerthe 
von  einander  verschieden  äein.  Verschwindet  der  Nenner  oder  wird  der- 
selbe unendlich,  so  darf  im  ersten  Falle  auch  der  Zähler  in  nicht  höherer 
Ordnung  zu  Null ,  im  zweiten  Falle  in  nicht  niederer  Ordnung  unendlich 
werden ,  als  der  Nenner.  Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  müssen  noch 
die  Functionswerthe  q>n  die  Eigenschaft  haben,  dass  der  vermittelst  der  in- 
versen  Coefficientenfunction  leicht  darstellbare  Werth  irgend  einer  der  Un- 
bekannten X  sieh  nur  um  einen  Werth  6  ändert,  der  kleiner  bleibt,  als 
irgend  eine  noch  so  kleine  gegebene  Grösse  e,  wenn  man  die  Anzahl  n  der 
Gleichungen,  die  die  Werthe  der  ersten  n  Unbekannten  lieferten,  um  eine 
beliebige  Anzahl  vermehrt. 

Die  Auflösung  des  eben  behandelten  Systemes  von  Gleichungen  kann 
in  einem  bestimmten  Falle  leicht  auf  die  Auflöbung  des  im  vorigen  Para- 
graphen behandelten  Systemes  zurückgeführt  werden.  Ist  nämlich  die 
Coefficientenfunction 


bm  +  ftp       /m  — «p 

80  beschaffen,  dass  entweder  sämmtliche  t  dem  absoluten  Werthe  nach  grös- 
ser sind  als  sämmtliche  a,  oder  in  derselben  Beziehung  sämmtliche  a  grÖS' 
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8er  sind  als  sämmtltche  /,  so  kann  man  die  Entwickelnng  der  Coeflficienten- 

im  ersten  Falle  vornehmen  nach  aufsteigenden  Potenzen 


fuoction 


'm — «p 


ff  / 

TOD  ~,  im  zweiten  Falle  nach  aufsteigenden  Potenzen  von    — .     Da  die 

Rechnung  in  heiden  Fällen   ziemlich  dieselbe  ist,   so  führen  wir  sie  nur 
durch  für  den  Fall,  für  welchen  die  Entwickelnng 

eine  convergente  ist.    In  diesem  Falle  kann  nämlich  das  System 


lim 


m 


"  1 

u  ■ 


m 


oder  das  System 


Um 


m 


n 


l 


il*p  —  (fffg  tf„ 


m 


gelöst  werden  mit  Hilfe  der  beiden  einfacheren  Systeme: 


A) 


B) 


lim 

»I=X 


Hm 


m 

n 

0 


n  - 


u 
n 


m 
in 


2'  K)"  ^7  =  f^P 


Nach  §4  entsteht  nämlich  nicht  nur  das  wirklich  zu  lösende  System 
aus  den  beiden  Systemen  A)  und  B),  sondern  es  kann  auch  die  inverse 
Coefficientenfunction  des  wirklich  zu  lösenden  Systemes  leicht  aus  den  in- 
rersen  Coefficientenfnnctionen  der  Systeme  A)  und  B)  abgeleitet  werden, 
während  diese  Coefficientenfunctionen  selbst  wieder  leicht  aus  dem  im  vori- 
gen Paragraphen  behandelten  Systeme  beschafft  werden  können. 


Nach  VI),  §4,  ist 


/-i-=2;r/(|y/Kw 


1 — ^ 
t 


Nach  §  5  ist  aber,  wenn  wir  ganz  die  dortige  Bezeichnung  beibehalten, 

Um  ferner  •'(-  )    zn  erhalten,  benützen  wir  den  Satz  II)  in  §  4  und 
die  Resultate  in  §  5.    Es  findet  sich  dann 


(i)'='^'. 


wenn  r^p  erklärt  wird  durch  die  Relation : 
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^-^j'^  ^*.^-^  <»  *-  ^  *'-^..^.^-/^.^-^s^>'•^.^V*■^^**^•^ 


Es  ist  daher 

,      1 


—    ^  ,i    m^r  T'^p  > 


i_?!e    -^ 


im 


und  nach  IV),  §4, 


im  —  CtD  -äJ  ^ 


J 

*m  —  •*p 

Bei  Vergleichung  dieser  Formel  mit  der  früher  für  das  vorgelegte  System 
Gleichungen  erlangten  Werthe  der  inversen  Coefficientenfunction  bekom- 
men wir  hier  die  allgemeine  Summationsformel: 

I.  Tr      ^       .'    _  ^(-«»■)  .         ±i'p)  _J_ 


—  «m 


die  giltig  ist,  wenn  man  in  den  früheren  für  By  G,  H'  und  G^  angegebenen 
Werthen  allgemein  statt  am,  —  a^,  statt  6«,}  ^p  setzt  und  deren  weitere  Gil- 
tigkeitsbedingungen  dieselben  sind,  wie  die,  unter  denen  überhaupt  die 
beiden  durchgeführten  Lösungsarten  des  vorgelegten  Systemes  möglich 
waren. 

Die  analoge  Summenformel,  die  folgen  würde,  wenn  wir  annähmen, 
dass  sämmtliche  a  grösser  als  sämmtliche  /  sind,  kann  leicht  in  analoger 
Weise  hergeleitet  werden. 

Wir  gehen  nun  dazu  über,  den  in  der  allgemeinen  Berechnung  des 
vorgelegten  Systemes  von  Gleichungen  noch  unbestimmt  gelassenen  Wer- 
then der  a ,  b  und  tp  specielle  Formen  zu  geben.     £s  sei  zunächst 

1 

flo  +  '^m 

Alsdann  findet  man 

„    _      (^0  —  O  («1  —  O  (^»  —  «'q)  . . .  (ffm  ~i  —  (t\) 

und 

^'W  "^  7~~^ — 7  \  '"'^'"  ^"»'"  ~"  "»•^"»+1  ^ni-\-\  +    m'^m  +2  <3Pm+2  +   •  •  • 
im  \^0  [ 


=  (—  1) 

K  —  O  C«i  —  öfii)  ...  («m  -1  —  «m) 
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O'^Q  — flu) 

(«m— fl'o)  (a'o+^)  •••  (o'o+^ii)  ' 
Auf  denselben  Werth  von  x^  niuss  man  im  Allgemeinen,  so  lange  n  endlich 

ist,  stets  nothwendig  auch  kommen,  wenn  man  den  angenommenen  Werth 

von  q>m  = f  j^ .     in  die  obige  allgemeine  Formel   znr  Lösung  des  vor- 

gelegten  Systemes  von  Gleichungen  einsetzt.     Dieser  Werth  ist  aber: 

(flm  —  Öq)  (««,  —  «,")  ...  («m  —  «m-l)(«ifi  —  «m  +  l)  ...  («m  —  «<) 

Vergleicht  man  die  beiden  für  ^r^  gefundenen  Werthe,  so  entsteht  bei 
Weglassung  gleicher  Factoren  die  allgemeine  Summenformel: 

K  +  MK+M  •••  («n  +  M 


2 


mJ^  (bp'-b^){bp  —  b,}  ...  l6p-6p_i)^p  — öp^.i)...  (ftp  — 6„) 

(«0— «o)(«o  — fl|)  •••  (flo-"«n) 


(a'o  —  «»n )  («'o  +  ^o)  (fl'o  +  ^1 )  •  •  •  («'o  +  *n)  ' 

Diese  Formel  gilt  unter  denselben  Bedingungen,  unter  denen  das  vor- 
gelegte System  Gleichungen  überhaupt  auflösbar  ist  und  sie  gilt  auch  noch 
für  ein  unendlich  grosses  n,  wenn  die  beiden  Werthe  von  Xm  ('^  allgemein 
eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  zwischen  0  und  n  incl.),  ans  denen  diese 
Summenformel  abgeleitet  wurde,  durch  endliche  Ausdrücke  der  gebrauchten 
Form  darstellbar  sind« 

Wenden  wir  im  Besondern  auf  diese  Summenformel  die  erlaubte  Sub- 
stitution an: 

bp  =  p]     a^  =  u  +  m, 
so  entsteht  auf  der  linken  Seite : 


'     ■ "  +m_ 

+  m  +  i 
ft    n^J    ti  +  n  +  l    u  +  n+2      a\      a\+[      u  +  m      u+m  +  i  i 

Die  in  Klammern  eingeschlossene  Summe  lässt  sich  nach  der  Gauss  lo- 
schen Bezeichnungsweise  kürzer  darstellen  durch 


^  /      .x„  ^  0^+0(^  +  2). ..(t/  +  ^)  L  _  ^    u  +  n+i   _  a\ « 
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Die  rechte  Seite  der  Summen  forme!  giebt  dagegen : 

("  —  «'o)  (w  —  «  0  +  i)  . . .  ("  —  ö'o  +  ") 


(-1)« 


(w  — a'o  +  m)  o'o  («'o  +  0  (ö'o  +  2)  . . .  (a  0  +'0 
oder,  wenn  wir  F- Functionen  einführen  nach  der  Relation: 

r«  +  l  =  fl  r« , 

,      .x„  ru  -^  g 0+  n  +  1  Fa  0 

Aus  der  allgemeinen  Summenformel  entsteht  also  nach  den  angeführten 
Substitutionen : 

^/— «  u  +  n+\  u  +  m  ^'oA^    (^  +  >») 

\       U    W+OT  +  1    a'o+l     ^        -^        M  — rt'o+III 

TÜ+  w  +  1  Tm  —  a  0  ^«'o  +  «  +  i   ■ 
Ist  noch  m  =  n ,  so  entsteht  hieraus  die  P  f  a  ff 'sehe  Snmmenformel 
/-.„  u  +  n  ap  \Tn  +  iru  ra\+i  Fu^a'^  +  n 
^\     u  a^+i  \     )        ru  +  nru^a\ra\  +  n+i     ' 
Ist  dagegen  u^=.a\^  so  erhält  man  wegen  des  in  der  vorigen  Formel  im 
Nenner  vorkommenden  Factors  Fu  —  a'^  =  ro  =»  oo 

/  — «    W  +  n  +  l    W  +  '^.N         (V 

U+lw  +  w+l       1        / 
giltig  so  lange  m^n  und  so  lange  die  Elemente  dieser  hjpergeoroetriscben 
Reihe  dritter  Ordnung  den  Bedingungen  für  die  Lösbarkeit  des  zu  Grunde 
gelegten  Systemes  genügen. 

Ist  ferner  bei  weiterer  Specialisimng 

80  erhftlt  man  bei  Substitution  dieser  Werthe  in  den  obigen  allgemeinen 

Werth  von  x^ 

^^^.      ^)-„.^i  (2n  +  2)(2;»  +  l)...(2m+l) 

2»-"'+*  (n— m  +  1)!   (4n+3)  (4w+l)  ...(2n  +  m  +  3) 
Ist  dagegen 

a«=2m  +  8,    6„=2m;    a'o=2«  +  5, 
80  entsteht: 
x^  =  e  l)"-«»+i        (2^  +  3)(2/i  +  2)C2>i  +  l)...(2m  +  3)(2m  +  2) 

2«-«"  +  >  (n  — m+1)!   (4»+5)(4«  +  3)    ..  (2w+ot+5)' 
Bildet  mnn  nun  für  den  vorigen  Fall 

n  5'''"^'  +  ^«  ^'"  +  ^«-1  «'"3^  +  •  •  •  ^»-«  S*^""*"^  +  . . .  +  ^0 

1  .3.5  ...  4i}+3 
für  den  letzten  Fall : 


=  l>2.3    ..(2/1  +  3)  ^,,„^3  , 
1,3.5  ...  (4« +  6)  ^'^' 
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so  findet  man,  dasff  P^*+'(J)  oder  P^'*"^(|)  gerade  der  Coefficient  von 

0^+'  oder  «^"-♦-^  ist  iu  der  Entwickelaug  von  nacli  aafsteifiren- 

^1-2«!  +  «'  ^ 

den  Potenzen  von  a.    Diesen  Znsammenhang  zwischen  denKugelfnnctionen 

nnd  den  Lösungen  des  darch  die  angegebenen  Substitutionen  entstehenden 

Sjstem es  linearer  Gleichungen  hat  zuerst  Gauss  erkannt;  vergl.  dessen 

Meihodus  uova  integr.  volares  elc,  und  Jacobi  auf  einem  ganz  andern  Wege 

streng   nachgewiesen,  vergl.  dessen:  Ueber  Gauss 's  neue  Methode,  die 

Werthe  der  Integrale  näherungsweise  zu  finden,  Journal  von  Grelle  Bd.  1, 

Während  die  bisherigen  Specialfälle  ein  endliches,  wenn  auch  im  All- 
gemeinen unbeschränktes  n  voraussetzten,  möge  nun  hier  noch  ein  Fall 
Platz  finden,  in  welchem  wir  ohne  Weiteres  n  sich  dem  Unendlichen  nähern 
lassen. 

Ist  nämlich 

^iP  =(2/>  +  l>2;     ^2^  +  1  =  — (2p  +  l)t, 

so  findet  sich : 
H(v)  ^      V  .     (r  +  gg)  (>>  —  2z)(v  +  4z')  (p  —  4^)  (v  +  6z)  (p  —  6z)  .. . 
C («)  ~  (tt  —  j)  (m  +  z)  (w  —  3z)  (m  +  3z)  (w— 5z)  («  +  5z)  (m  —  7z)  . . . 

_C  («^  ^  (u+z)  (u  —  z)  (h  +  3z)  (!/  —  3?)  (i/  +  52)  (u  -  bz){u  +  7z)  . . . 
H'  (u)  V  .      (v  — 2z)  (»+2z)  (»  — 4z)  (ö  +  4?)  (o  —  6z)  (»  -f.  6 z)  .  ."T 

Nun  ist  bekanntlich 

.    mn niTc    2w-|-m    2w  —  m   4n  +  m    4/i  —  tn    6n  +  m    6w  —  m 

2/1  ""   2/1  '       2w      '       2/1      ■       4«       ■      4»       *       6/1      '       6«       *" 

qn (/?  —  q)7t   «+</    3/i  —  g     3/i  +  ?     5w  —  g     fiw-f-y     In  —  g 

2/i"~       2/1       '     2«    '      2/1      *       4/i      *      4/1      *      6/»      *      6n       '"' 
also  ist  auch 

,  vn 
„  /  ^  stn  — 
If{v)  _^    2z 

GUu)  un' 

^  ^  cos 

2z 

^  ,    ^  COS  

G{h)  _  2z 

^  ^      Stn  — 
2z 

Das  Bestehen  dieser  letzteren  Gleichung  erfordert  aber,  dass  n  als  unge- 
rade Zahl  sich  dem  Unendlichen  nähere,  wie  man  eofort  erkennt,  wenn 

man  rechter  Hand  die  Werthe  von  cos  —  und  sin  —  so  einsetzt,  dass  sich 

2z  2z  ' 

in  den  einzelnen  Factoren  bei  Ausführung  der  Division  die  einzelnen  Nen- 
ner wegheben. 
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Denken  wir  uns  nnn  in  den  beiden  leisten  Gleichungen  z  aU  constant, 
dagegen  u  nnd  v  als  veränderlich,  so  entsteht  für 


n 


sin  m  + 1  — 


(—1)2         2z 

-    - —  —  =  —  ,  wenn  m  gerade  , 

—  (— 1)2 

sm  m  — 

2  2  Z 

=  — ,  wenn  m  angerade. 


tl  unl  n 

— j cos  —  I 
u+mz         22j«=-m» 

Es  ist  also  immer,  gleichgiltig ,  welchen  Werth  m  habe: 


f— i-c'(ti)1         ~^- 


Aehnlich  findet  man  auch 


[7Z1;  »■  '•)]  „.,  -  V  • 


Man  erhält  also  in  dem  angenommenen  Falle  für  die  inverse  Coefficienten- 
fnnction : 

1^       _  42r*        I 

<^P  +  ^m        ^    am  +  bp' 
Die  inverse  Coefficientenfnnction  unterscheidet  sich  also  nur  durch 
einen  constanten  Factor  von  der  ursprünglichen  Coefficientenfnnction. 

Die  letztere  Formel  giebt  nun,  wenn  man  die  Werthe  von  a„  und  bp 
einsetzt: 

1)  wenn  m  gerade  =  2r,  p  gerade  c=  2f , 

1        _4z  1 

am  +  bp^  TT*  2(r— 0  +  1  ' 

2)  wenn  m  gerade  =  2r,  p  ungerade  =25 — 1, 

1       _  4r  l 

^  +  bp"!^   ^r~+sy+~{  • 

3)  wenn  tn  ungerade  =2r-|-  l,  p  gerade  =  25, 

1 _4z  —1 

^+6,,""««    2(r+5)  +  l  ' 

4)  wenn  w  ungerade  =  2r  +  1 ,  p  ungerade  =  25  —  1 , 

1     4z         —1 
a«  +  ^P  *"  «*  2(r— 5)  +  l* 
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Man  erhält  also  für  die  Unbekannten  x  die  Wertbe: 


«•    |2r  +  l        2r  +  3       2r--l        2r  +  5       2r— 3 

+  — ??-  4-  — ?"•-  4-      ^^     4- 
^2r  +  7  ^  2r— 5  ^2r+9  ^"* 

^2r+l  -~  ^,  i  ^T^Ti  +  ^7:11  -»■  2r+3  ■♦■  2;^:=3  + 


2r+l    '    2r— 1        2r+3        2r— 3       2r  +  5 

wobei,  der  Herleitnng  dieser  Formeln  gemäss,  die  eingeklammerten  Reihen 
mit  einem  solchen  Functionswertbe  von  q>  schliessen  müssen,  dass  dessen 
Index  eine  ungerade  Zahl  ist,  während  die  Lösbarkeit  des  Problemes  selbst 
erfordert,  dass  die  Fanctionswerthe  q>  solchen  Bedingungen  genügen,  die 
die  Convergenz  der  eingeklammerten  Reihen  erfordert.  Die  sonstige  Be- 
schaffenheit  der  Functionswertbe  9  ist  ganz  willkürlich.  Dieser  letztere 
Umstand  berechtigt  uns,  noch  einige  bemerkenswerthe  Folgerungen  aus 
denjenigen  Relationen  zu  ziehen,  die  man  erhält,  wenn  man  die  gefundenen 
Werthe  der  Unbekannten  x  einsetzt  in  das  ursprünglich  gegebene  System 
von  Gleichungen.  Es  ist  die  (2  m—  l)*^  Gleichung  des  vorgelegten 
Systemes : 


(l+2m)2   '    {—l+2m)z      \^Z  +  2m)z       (— 3  +  2m)z 

+  (5  +  L)«+(=T+~2'^  +...  =  92«-!, 
dagegen  die  (2my^  Gleichung: 

^o  I  ^1  I  ^t  I  ^8 


+  .     .     \    .+  r;r-ir-^  + 


(l  — 2;/i)z       (— 1— .2m)z        (3  — 2m)  2      (—3  — 2m)« 


(5  — 2m)r       (—5  — 2m)  2 

Setzen  wir  nun  in  diese  Gleichungen  die  für  x  gefundenen  Werthe  ein ,  in- 
dem wir  beide  sich  ergebende  Formeln  durch  ein  doppeltes  Vorzeichen  an* 
deuten ,  so"  entsteht : 

n«|r±2mLT^T^:ri+y»-zi^+yt--J 

—  1  +  2mL  1        — l        3       — 3^   5  ^  — 5^       J 

+  3"±^LT+y+T+T+:rT+ir  +  -J 

[^ot^ii^t,       <P8       1^4,        V5       1  1 


—  3+  2m 


+  Fl^w[f--+f+T  +  T+T+n+-] 
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'^.«>^<^<^^^■x'^^^^^y,^^^^^^^^^^■<^rfN»^^s»v^rf>«^^«l»■^^^^,y^/w^^v»^^^^.^^^^^^^^^./^^v^^»^^^^^^ 


+ Ui'^--^ 

Diese  Gleichung  gilt  nnn  für  Werthe  von  9,  die  innerhalb  sehr  weiter 
Grenzen  willkürlich  angenommen  werden  können,  sie  gilt  also  identisch, 
und  es  müssen  nun  die  Coefficienten  der  einzelnen  Functionswerthe  9  dieser 
Forderung  der  Identität  genügen,  oder  es  ist 

3)       ^,q>2m-i  j  (i  +  2m)» "^  (l  -  2m)*"'"  (3  +  2m)»"'"  (3  -  2m)« 

(5  +  2  my      (5  —  2  my  i 

.    _^      I 1^ 1 L_j L__ 

4;       ^«^2m  j^j_^^j,  +  ^^^2m)t'*"^3_2m/"^(3  +  2m)* 

gx         ±_  j 1 l ,  J  1  ,  1  1 

^      »•  ^^*  |l  +  2m  *  — 2*  +  l  "^1  +  2m    2*  +  l"*"3±2m   — 2«  +  3 

+-J L   +_'     — i— +  -J L_ 

3  + 2m    2S  +  3        5  +  2 m  —  25  +  B      5  +  2m  2* +  5 

1  A  .         1  '        .         I       ^ 

^7  +  2m    —  2s +  7^  7  +  2m   2« +  7  ) 

J      w«^^*-^  |1 +  2m    2S+1  '^+  2m  +  l    —  2ä+1   "^3+ 2m  2* +3 

.        _i L_._i ^         I   _     ^ 

"^^  2m  +  3*- 25  +  3'^5  +  2m   2*  +  B       +2m+5 

—'—  +' '-  +'_  » L_ +..( =0. 

—  25+5      7  +  2m   25  +  7  ^  +  2m +7  —2*+ 7  | 

Aus  den  Gleichungen  3)  und  4)  ziehen  wir  die  für  ein  beliebiges  reelles 
ganzes  positives  m  giltige  Entwickelung :  ^ 

_L__+ i_  +  _J + L__+ \ 

(1  +  2m)» ^(1  -  2m)*      (3  +  2m)»  ^(3  —  2m)»  ^(5  +  2*)» 

^(5-2m/^--'        4   ' 
die  fttr  den  einfacbsten  Fall  m  =  0  Übergeht  in  die  bekannte  Formel : 

1,1,1,1,1,        _«^ 
"F"*"  S'"*"  5«''"^'^0»  "•■ 8  • 

Ans  den  Gleichungen  5)  und  6)  dagegen  ergiebt  sich : 

_i L_+_i l_+-i !— +-J — 

I  +2m  1  —  2*       1  +  2m    1+2«  ^3  +  2m   3  — 2*       3  +  2m  3  +  2* 

^5  +  2m5  — 2»^  ' 
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eine  Gleichung ,  die  gilt  für  ein  beliebiges  reelles  ganzes  positives  8  und  m, 
so  lange  *  ^  «. 

In  ganz  analoger  Weise,  wie  das  in  diesem  Paragraphen  behandelte 
System  linearer  Gleichungen  gelöst  wurde,  lassen  sich  auch  solche  Systeme 
lösen,  deren  Coefficientenfunction  auf  die  Form  gebracht  werden  kann : 

wo  a  und  a  beliebige  Functionswerthe  des  Argumentes  p,  ß  und  b  beliebige 
Functionswerthe  des  Argumentes  m  bedeuten,  die  aber  für  ein  beliebiges 
p  und  q  den  Bedingungen  gentigen : 

öyay  =  a,  a^;     bpßg  =  b^ßp. 
Man  vergleiche  ferner  hierzu  noch  das  System  beliebig  vieler  linearer 
Gleichungen,  dessen  Lösung  mitgetheilt  wurde  von  Dr.  E.  Heine  im  Jour- 
nal von  Grelle  Bd.  67 :  „lieber  die  Zähler  und  Nenner  von  Kettenbrüchen/* 

§7. 
Anwendung  auf  KettenbrUohe. 

Soll  eine  Function  von  x,  etwa  f{x)  in  einen  Kettenbruch  entwickelt 
werden,  so  kann  diese  Entwickelung  entweder  vorgenommen  werden,  wenn 
man  ein  System  Gleichungen  kennt  von  der  Form: 

/'o=f*i/i'"n  A 
A  =  f*2  /a  —  ^i  fz 


Ai  =  ^n  +  l/fi+l  — Vn-fl/a+J 
• 1 

WO  nun  die  mit  f  bezeichneten  Grössen  wiederum  Functionen  von  x  sind 
oder  indem  man  ohne  Weiteres  die  aus  diesen  Gleichungen  abgeleitete  Form 
des  Kettenbruches: 

f  M) 

/i  — 


f*i-»'i 


f*»-^« 


V^^  —  ''s 
2)  ^^       -^ 


in  in  f. 
angiebt.  Es  treten  nun  die  beiden  Aufgaben  auf:  l)  dieWerthe  der  fi  und  v 
zu  bestimmen ,  wenn  die  Function  f^  und  die  Form  des  Kettenbrnches  ge- 
geben ist,  2)  die  Function/*,  zu  bestimmen,  wenn  der  Kettenbruch  gegeben 
ist  Diese  letztere  Aufgabe  schliesst  selbstverständlich  die  Frage  nach 
der  Convergenz  oder  Divergenz  des  Kettenbruches  mit  ein. 

Zeilschrift  f.  Malheniviik  n.  Physik  XV,  4.  19 
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Bezeichnet  man  nun  die  aufeinanderfolgenden  Näberungsbrücfae  des 
Kettenbrucbes  durch 

^JL    ^     zl.  ^ 

Bo  dass 

gx  ^  =  A         ^2  —         /<)  ^2 ^ 

Zwischen  den  einzelnen  Z  und  N  bestehen  nun  bekanntlich  folgende  Re- 
lationen: 

V  ^it  =  ^11  -^n  -  1  —  Vn— 1  ^n— 2 


und  es  ist  offenbar  für  n  =  ac  =  n^ 


Zu, 


Mnltiplicirt  man  sämmtliche  Gleichnngen ,  die  sich  aus  6)  ergeben,  wenn 
man  linker  Hand  mit 


beginnt  nnd  mit 


2. 

Zi 

■■f       "' 

'» jv,  ^, 

Zn-i-l 

2» 

^V.+i       A„ 


schliesst,  so  erhalt  man 

ö)  -Ji^^ AT  =='0^5 V '  ^n+l^n  — ^n^«-^.l=/oV|Vt^'i..•»'|i• 
Addirt  man  ferner  sämmtliche  Gleichungen,  die  sich  aus  der  ersten  der 
Gleichungen  6)  ergeben  ^  wenn  man  linker  Hand  mit 

beginnt  nnd  mit 

A'm        iV— 1 

schliesst ,  so  folgt 

Die  Gleichung  7) ,  die  man  noch  zur  bequemeren  Behandlung  mit  V% 
multipliciren  kann,  gilt  nun  identisch.  Hat  man  nun  aus  4)  die  allgemeine 
Form  von  iV^  erkannt,  so  liefert,  wenn  Überhaupt  die  Aufgabe  bestimmt  ist, 
die  Gleichung  7)  so  viel  Bedingungen,  als  noch  unbekannte  Grössen  in  J^% 
enthalten  sind,  in  Form  eines  Sjstemes  (beliebig  vieler)  line* 
arer  Gleichungen,    Die  Auflösung  dieses  Systemes  liefert  den  Werth 
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von  Nn  nnd  damit  dann  auch  durch  die  Gleichungen  4)  den  allgemeinen 
Werth  von  fin  und  v^i  wordurch  aber  auch  die  Entwickeluug  in  den  Ketten- 
bruch so  gut  wie  geschehen  ist*. 

Ist  aber  der  Kettenbruch  bereits  gegeben,  so  liefern  die  Gleichungen  4) 
die  allgemeine  Form  von  Zn  und  iVs.  Hat  man  dieselbe  festgestellt,  so  kann 
man  die  ebenfalls  identisch  giltige  zweite  Gleichung  der  Gleichungen  0) 
benutzen,  um  die  Constanten  zu  bestimmen ,  die  in  der  allgemeinen  erkann- 
ten Form  von  Z»  und  Nn  vorkommen.  Die  Bestimmung  dieser  Constanten 
führt  wiederum  auf  ein  System  (beliebig  vieler)  linearer  Gleich  - 
nngen  (wenn  die  Aufgabe  bestimmt  ist,  auf  so  viele,  als  Constanten  in 
Nn  und  Zn  zu  bestimmen  sind).  Die  Auflösung  des  Systemes  führt  auf  die 
Kenntniss  der  Werthe  dieser  Constanten,  das  Einsetzen  der  Werthe  der- 
selben in  die  allgemeine  Form  von  Zn  und  Nn  auf  die  Kenntniss  des  Wer- 

Z  Zn 

thes  des  n**"  Näherungsbrnches  — ^   des    gegebenen  Kettenbruches  und  — 

-"tt  Nn 

für  n  =  oo  auf  den  Werth  des  Kettenbruches,  im  Allgemeinen  in  der  Form 

des  Quotienten  zweier  unendlicher  Reihen.    Die  Kenntniss  von  -^  für  ein 

beliebiges  n  lässt  nun  aber  leicht  auch  noch  Restuntersuchungen  zu,  wo- 
durch nun  alle  Fragen ,  die  mit  der  oben  genannten  zweiten  Hauptaufgabe 
für  Kettenbrtlche  im  Zusammenhange  stehen,  gelöst  sind. 

§8. 
Anwendung  auf  physikalische  Probleme. 

Die  Zurtickführung  physikalischer  Thatsachien  auf  die  einfachsten  Er- 
klärungsprincipien ,  die  nur  die  Wirkung  zwischen  punktförmigen  Massen 
behandeln  können,  führt  in  der  Regel  auf  partielle  Differentialgleichungen. 
Die  Integration  derselben  ist  der  mathematische  Ausdruck  für  die  Wechsel- 
wirkung endlich  ausgedehnter  Massen,  die  allein  unserer  Beobachtung  zu- 
gänglich sind.  Eine  der  wichtigsten  Anwendungen  der  Mathematik  auf 
die  Physik  besteht  also  in  der  Integration  partieller  Differentialgleichungen. 

Es  hat  in  der  Regel  keine  Schwierigkeit,  eine  Function  zu  finden,  die 
der  partiellen  Differentialgleichung  genügt,  oder,  mit  anderen  Worten,  es 
kann  die  Kenntniss  einer  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  vor- 
ausgesetzt werden.  Dabei  unterscheidet  sich  aber  die  allgemeine  Lösung 
einer  partiellen  Differentialgleichung  von  der  allgemeinen  Lösung  einer  ge- 


*  Als  Beispiel  vergleiche  man  hierzu;  Gauss  y,Methodu8  novo  integr.  vah  eeU 
Die  Entwickelnng  von 

in  einen  Kettenbrucb. 

19* 


tt 
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wohnlichen  Differentialgleichung  dadurch,  dass  die  erstere  unendlich  viele 
willkürliche  Constanten,  die  letztere  nur  eine  beschränkte  (genau  be- 
stimmte) Anzahl  solcher  Constanten  besitzt. 

Mit  solchen  allgemeinen  Lösungen  partieller  Differentialgleichungen, 
in  denen  die  Constanten  beliebige  Werthe  haben,  ist  aber  so  gut  wie  noeb 
nichts  erreicht,  Tielmehr  liegt  die  Hauptschwierigkeit  des  Problemes  der 
Integration  partieller  Differentialgleichungen  darin ,  die  Constanten  so  so 
bestimmen,  dass  das  Integral  gewissen  gegebenen  Bedingungen  genügt. 

Um  diesen  Bedingungen  zu  gentigen,  kann  man  nnn  so  verfahren,  dass 
man  sich  die  Function  u,  welche  das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung darstellen  möge,  so  dass  sie  zugleich  den  gegebenen 
Nebenbedingungen  gentigt,  entwickelt  denkt  in  eine  Reihe,  deren  Argu- 
ment in  zweckmässiger  Weise  aus  gewissen  Lösungen  der  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung zusammengesetzt  ist  Die  Anwendung  der  gegebenen 
Bedingungen  auf  die  Function  u  ftihrt  auf  identisch  gültige  Gleichungen, 
aus  denen  nun  weiter  Systeme  von  (linearen)  Gleichungen  abzuleiten  sind, 
deren  Lösungen  die  Werthe  der  zu  bestimmenden  Constanten  liefern. 

Die  Lösung  derartiger  Systeme  von  linearen  Gleichungen  wird  im  All- 
gemeinen gelingen,  mit  Hilfe  des  Satzes  VIT,  §  4,  wenn  es  gelingt,  gewisse 
einfache  Fälle  zu  bestimmen,  in  denen  sich  die  inverse  Coefficienten- 
fnnction,  gemäss  der.Eigenthttmlichkelt  des  Argumentes  der  Function  u, 
leicht  ergiebt. 


IX. 

Ueber  die  Ursache  der  ungleichen  Leitnngtifthigkeit 

der  Oase  für  Wärme. 

Von 

Dr.  Mohr  in  Bonn« 


Der  Drack,  welchen  Oase  gegen  eine  Wand  aaaüben,  den  wir  mit 
Spannung  bezeichnen  und  mit  Qnecksilberhöhen  messen,  ist  dieSnmme  der 
Anstösse,  welche  die  wägbaren  Tb  eile  des  Oases  gegen  die  Wand  ausüben. 
Die  vollkommene  Elasticität  des  Oases  bedingt,  dass  hierbei  kein  Theil  der 
Bewegung  in  Wärme  umgesetzt  wird.  Die  Spannung  des  Oases  bleibt 
immer  dieselbe.  Sie  hängt  von  der  Temperatur  des  Oases  und  der  Natur 
des  in  dem  Oase  vorhandenen  chemischen  Elementes  oder  Verbindung  ab* 

Bei  gleicher  Spannung  enthalten  die  Oase  sehr  ungleiche  Mengen 
wägbarer  Substanz,  und  diese  wird  relativ  durch  das  specifische  Oe wicht 
des  Oases  ausgedrückt.  Die  absolute  Summe  der  Bewegung  des  auf  die 
Wand  stossenden  Oases  besteht  aus  dem  Product  von  dem  Gewichte  der 
wägbaren  Substanz,  multiplicirt  mit  dem  Quadrate  der  Oeschwindigkeit  der 
einzelnen  Körpertheilchen. 

Nehmen  wir  1  Liter  Wasserstoffgas  und  1  Liter  Sauerstoffgas  in  2  Cu- 
bikdecimetern  an,  welche  durch  eine  nicht  permeable,  aber  bewegliche 
W^and  getrennt  wird,  so  erleidet  diese  Wand  von  beiden  Seiten  einen  glei« 
chen  Druck ,  *also  keine  Verschiebung.  Nun  ist  im  Liter  Sauer8toff  10  mal 
so  viel  wägbare  Substanz,  als  in  dem  Wasserstoff  vorhanden ;  da  aber  beide 
einen  gleichen  Druck  ausüben,  so  müssen  sich  die  Wasserstoffatome  rascher 
bewegen ,  als  die  des  Sauerstoffs. 

Setzen  wir  die  Geschwindigkeit  der  Wasserstoffatome  =n;  und  die  der 

Sauerstoffatome  =«,  und  die  speeifischen  Gewichte  wie  1:16,  so  ist  wegen 

des  gleichen  Druckes 

lw*=l6*» 


also: 
oder: 


w 


w* :  *•  =  16  :  l , 
:*-=/i6  :/T  =  4:  1. 
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Allgemein  verhalten  sich  die  relativen  Geschwindig- 
keiten der  Atome  zweier  Gase  bei  gleicher  Temperatur  um- 
gekehrt wie  die  Quadratwurzeln  ihrer  specifischen  Ge- 
wichte. 

Nehmen  wir  das  leichteste  Gas,  den  Wasserstoff,  als  Einheit  des  spe- 
cifischen Gewichts  an,  so  erhalten  wir  nach  obigem  Satze  die  folgenden 
relativen  Geschwindigkeiten  der  Gasatome: 


Substanz. 

Specifisches 
Gewicht. 

VA, 

Relative 
Geschwindigkeit. 

Wasserstoff  =100. 

Wasserstoff    .     ,     , 
Ammoniak      .     .     . 
Wasser      .... 
Stickstoff  .... 
Kohlenoxyd   .     .     . 

Luft 

Sauerstoff.     .     •     . 
Schwefelwasserstoff 
Salzsäure  .... 
Kohlensäure  .     .     . 

Chlor 

Brom  Wasserstoff 
Jodwasserstoff     .     . 

Brom 

Jod 

II 

1 

8,5 

9 
14 
14 

14,5 
16 
17 

18,25 
22 
35,5 
40,5 
'       64 
80 
127 

i 

2,915 
3 

8,74 
3,74 
3,807 
4 

4,13 
4,272 
4,69 
5,958 
6,364 
8 

8,94 
11,269 

100 

34;3 

33,3 
26,8 
26,8 
26,3 
25 
24,2 
23,4 
21,4 
16,7 
15,7 
12,5 
11,2 
8,87 

Die  Zahlen  dieser  Tafel  werden  auf  eine  merkwürdige  Weise  durch 
die  Besultate  unterstützt,  welche  Magnus  *  über  die  ungleiche  Leitungs- 
fähigkeit der  Gase  für  Wärme  erhalten  hat,  £r  mass  die  Zeit,  welche  ein 
Thermometer  nothwendig  hatte,  um  in  ein^r  Glasröhre  eingeschlossen,  die 
von  einer  constanten  Temperatur  umgeben  war,  um  eine  bestimmte  Zahl 
Grade  zu  steigeti,  und  zwar  in  2  Versuchsreihen  von  20^  auf  80*^0.  und  von 
20^  auf  90°  C.  Da  die  nur  20  Millim.  weite  und  100  Millim.  lange  Glasröhre 
an  allen  Stellen  vom  Daippfe  siedenden  Wassers  umgeben  war ,  so  konnte 


*  Poggendorff,  AnDalenll2,  502. 
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>1 


1> 


1» 


1,41  Minute, 

5,23 

5,37 

6,37 


»1 


II 


von  Luftströmungen  nur  ein  sehr  kleiner  Theil  zur.  Wirkung  zukommen. 
Die  von  Magnus  erhaltenen  Resultate  sind  im  Mittel  d^Beobachtungen 
folgende : 

Es  waren  erforderlich,  um  das  Thermometer  zu  erwärmen: 

in :  yon  20  auf  80^:     von  20  auf  90<*: 

Wasserstoff     .     .     .  }    Minute, 
atmosphärischer  Luft  3,5 
Ammoniak  .     .     .     .3,5 
Kohlensäure    .     .     .  4,25 

Geschieht  die  Uebertragnng  der  Wärme  von  den  Wänden  der  Glasröhre 
auf  das  Thermometer  durch  die  Schwingungen  der  Gasatome,  so  muss  die 
Geschwindigkeit  derselben  daran  einen  grossen  Antheil  haben. 

Die  Wirkung  der  Masse  ist  schon  in  die  obige  Formel  eingegangen, 
indem  bei  dem  besondern  Falle  angenommen  wurde,  dass  in  dem  Sauerstoff 
16 mal  so  viel  wägbare  Substanz  als  im  Wasserstoff  anschlage. 

Leitungsfähigkeit  und  Zeit  der  Erwärmung  stehen  nothwendig  in  einem 
umgekehrten  Yerbältnisse. 

Berechnen  wir  nun  die  Magnus 'sehen  Resultate  in  der  Art,  dass  wir 
die  Leitungsfähigkeit  des  Wasserstoffs  ;=100  setzen,  und  die  anderen  Gase 
als  umgekehrte  Werthe,  indem  wir  100,  resp.  141  durch  die  Erwärmungs- 
zeiten dividiren,  so  ergeben  sich  folgende  Zahlen: 


Substanz. 

Aus  dem  'specifischen 

Gewiclit  berechnete 

Qescliwindig^keit. 

^=100. 

Aus  der  Ver- 
suchsreihe 
20  —  80». 

Aus  der  Ver- 
suchsreihe 
20  —  90^ 

Wasserstoff     .     .     • 
Atmosphärische  Luft 
Ammoniak      .     •     . 
Kohlensäure    .     .     . 

100 
26,72 
34 
21,4 

100 

=100 

•00      „„ . 
3,5-^''^ 

'"^  =23,5 
4,25           ' 

"•  =  100 

'''  -26,9 
5,23          ' 

Wasserstoff,  Luft  und  Kohlensänre  stimmen  ausgezeichnet;  flir  Luft 
berechnete  Geschwindigkeit  26,72,  gefunden  26,9;  für  Kohlensäure  berech- 
net 21,4,  gefunden  22,2.  Die  unter  der  obigen  Voraussetzung  der  mechani- 
schen Theorie  der  Affinität  gefundenen  Zahlen  stimmen  mit  den  Versuchen 
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im  ersten  Falle  bis  auf  0,18  Procent,  im  zweiten  bis  anf  0,8  Procent.  Am- 
moniak stimmt  weniger  gut,  im  günstigsten  Falle  nm  5,5  Procent.  Ammo- 
niak nnd  Luft,  deren  specifischo  Gewichte  sich  wie  8,5  und  14,5  verhalten, 
haben  bei  Magnus  gleiche  Erwärmnngsseiten.  Da  aber  diese  Versuche 
überhaupt  keine  aehr  scharfen  Messungen  zulassen ,  sowie  denn  auch  nur 
halbe  und  Viertelminuten  aufgeführt  werden,  so  kann  man  aus  den  Diffe- 
renzen von  so  nahe  zusammenfallenden  Gasen,  wie  Luft  und  Ammoniak, 
keine  nachtheiligen  Schlüsse  ziehen.  Die  specifischen  Gewichte  von  Was- 
serstoff nnd  Kohlensäure  verhalten  sich  wie  1:22,  dagegen  von  Ammoniak 
zu  Luft  wie  1 :1,7;  nun  kommt  aber  noch  hinzu,  dass  vom  specifischen  Ge- 
wichte die  Quadratwurzel  gezogen  wird,  wodurch  das  Verhältniss  noch 
mehr  abgeschwächt  wird.  Die  Differenz  der  Quadratwurzeln  beträgt  bei 
Wasserstoff  und  Kohlensäure  3,6904,  dagegen  bei  Luft  und  Ammoniak  nur 
0,304,  ist  also  im  ersten  Falle  mehr  wie  12  mal  so  gross.  Die  grösste  lieber* 
einstimmung  zwischen  Versuch  und  Theorie  findet  also  dort  statt,  wo  die 
Wahrscheinlichkeit  eines  richtigen  Resultates  die  grösste  ist. 

Die  aufgestellte  Ansicht,  dass  sich  die  Geschwindigkeiten  der  Gasatome 
bei  gleichem  Drucke  umgekehrt  wie  die  Quadratwurzeln  der  specifischen 
Gewichte  verhalten,  findet  also  in  den  Magnus 'sehen  Versuchen  eine  ex- 
perimentelle Stütze,  und  die  bis  jetzt  unerklärte  grosse  Leitungsfähigkeit 
des  Wasserstoffs  gegen  alle  anderen  Gase  findet  in  der  ungleichen  Ge- 
schwindigkeit der  Gase  ihre  Begründung,  ohne  dass  man  genöthigt  wäre, 
dem  Wasserstoff  eine  metallische  Natur  zuzuschreiben. 

Hierhin  gehört  auch  die  bekannte  Erscheinung,  dass  derselbe  galva- 
nische Strom  durch  einen  gleich  dicken  Platindraht  geführt  im  kohlensauren 
Gase  glüht,  im  Wasserstoff  aber  noch'  dunkel  bleibt.  Bunzen  führt  die- 
selbe Erscheinung  in  seinen  gasometrischen  Methoden  (S.  265)  für  Kohlen- 
säure und  Sauerstoff  an ,  wo  der  Platindraht  immer  zuerst  und  am  hellsten 
in  der  Kohlensäure  glühte,  und  erklärt  die  Erscheinung  dahin,  dass  die 
Kohlensäure  unter  dem  gemeinschaftlichen  Einfluss  von  Leitung  und  Strah- 
lung ihre  W&rme  schwieriger  abgiebt,  als  das  Sauerstoffgas.  An  die  Stelle 
dieser  Erklärung  setzen  wir  jetzt  die  bestimmtere,  dass  das  kohlensaure 
Gas  vermöge  der  geringeren  Geschwindigkeit  seiner  Gasatome  gegen  Sauer- 
stoff im  Verhältniss  von  21,4  zu  25  den  Platindraht  seltener  berührt  und  ihm 
also  weniger  Wärme  entzieht,  und  die  geringere  Geschwindigkeit  der  Koh- 
lensäure gegen  Sauerstoff  geht  aus  dem  gleichen  Drucke  bei  ungleichem 
specifischen  Gewichte  (22:16)  hervor. 

Die  meisten  Autoren,  welche  über  diesen  Gegenstand  gearbeitet  haben, 
nehmen  an,  dass  die  Wärme  der  einzige  Grund  von  der  Spannung  der  Gase 
sei.  Claus  ins  (Sammlung  II,  234)  drückt  dies  so  aus:  „Man  weiss  nach 
dem  G ay- L u SS ac' sehen  Gesetz,  dass  der  Druck  eines  vollkommenen 
Gases  bei  constantem  Volum  in  gleichem  Verhältniss  mit  der  von  —273"  C. 
an  gerechneten  Temperatur,  welche  wir  die  absolute  Temperatur  nennen, 
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wächst,  und  es  folgt  daraus,  dass  die  absolate  Temperatur  der  lebendigen 
Kraft  der  fortschreitenden  Bewegung  proportional  ist.** 

Zunächst  nehme  ich  an ,  dass  der  Druck  der  Oase  auf  ihre  Umgebung 
von  der  Grösse  der  ganzen  Bewegung,  welche  die  Oasatome  besitzen,  ab- 
stammt. Nach  der  Lehre  vom  absoluten  Nullpunkt,  die  ich  selbst  nicht  an- 
nehme, aber  'denjenigen  gegenüberi  welche  sie  annehmen,  gebrauchen  darf, 
lässt  sieh  die  Summe  der  Wärme,  welche  in  einem  Oase  enthalten  ist,  aus 
seiner  specifischen  Wärme  und  seinem  specifischen  Gewichte  berechnen. 

2  Liter  Wasserstoffgas  wiegen  0,17878  Gramm  und  1  Liter  Sauerstofigas 
wiegt  1,43028  Gramm.  Ihre  mittlere  specifische  Wärme  (nämlich  zweimal 
die  des  Wasserstoffs  und  einmal  die  des  Sauerstoff  getheilt  durch  3)  beträgt 
0,2371  gegen  Wasser  als  Einheit.  Bei  0®  besitzen  beide  Gase  273°  absolute 
Temperatur;  die  Summe  der  darin  enthaltenen  Wärme  beträgt  also 

273  •  1,60006  .  0,2371  =  104,13  Wärmeeinheiten. 

Verbrennt  man  die  3  Liter  oder  1,60006  Gramm  Knallgas,  so  entwickeln 
sie  (weil  .1  Gramm  Wasserstoff  oder  9  Gramm  Knallgas  34462  W.  E.  aus- 
geben) 

34462.1,60906      ^,^,  „  «,  „ 

— ^ =  6161 ,2  W.  E. 

9 

Die  Summe  dieser  Wärme  muss  nun  vorher  in  dem  Knallgase  in  irgend 
einer  Form  von  Bewegung  vorhanden  gewesen  sein,  weil  eine  Bewegung 
nicht  aus  Nichts  entstehen  kann.  Ich  habe  sie  als  chemische  Bewegung  auf- 
gestellt, die  von  der  Wärme  als  solcher  verschieden  ist,  aber  beim  Austreten 
durch  die  chemische  Verbindung  als  Wärme  frei  wird.  Dass  die  chemische 
BewegDug  raumerfüllend  ist,  ergab  sich  aus  der  ungleichen  Ausdehnung 
der  Allotropien  von  Schwefel,  Phosphor,  Selen,  Arsen,  Kohlenstoff  u.  a. 
Die  speciüsche  Wärme  allein  kann  hier  keine  bedeutende  Kolle  spielen, 
denn  sie  ist  fiir  die  Gase  vor  der  Verbrennung  1,61.0,2371  =  0,38  und  nach 
der  Verbrennung  1,61,  weil  sie  zdr  Gewichtseinheit  des  Wassers  =1  ist.  Es 
sind  also  durch  die  Verbrennung  selbst  1,61— 0.38 =1,23  W.  E.  scheinbar 
verschwunden,  stecken  aber  in  dem  neugebildeten  Wasser. 

Unter  Annahme  des  absoluten  Nullpunktes  würde  sich  die  Bewegung 
so  vertheilen : 

ganze  austretende  Bewegung  im  Knallgas  6161,  2  W.  E., 

geht  ab  reine  Wärme —104,13  „    „ 

bleiben  für  chemische  Bewegung    •     .     .  6057,07  W.  E. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  die  1,23W.E.,  welche  das  Wasser  mehr  ent- 
hält, als  das  Knallgas,  bereits  im  Calorimeter  mit  gemessen ,  also  nicht  wei- 
ter zu  berücksichtigen  seien,  so  würden  wir  das  auffallende  Resultat  haben, 
dass  die  als  Wärme  vorhandene  Bewegung  nur 

104,13.100      ,^^^ 

— I- =1,68  Procent 

6161,2  * 

von  der  ganzen  bei  der  chemischen  Verbindung  austretenden  Wärme  sind. 
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Dass  diese  Snmme  von  Bewegung  vorher  in  dem  Knallgase  Torhanden 
gewesen  sein  muss ,  lässt  sich  nach  dem  Gesetz  der  Erhaltung  der  Kraft 
nicht  in  Abrede  stellen  ^  weil  der  chemische  Vorgang  der  Verbindnng  nur 
die  Bedingung,  aber  nicht  die  Ursache  der  Wärmeentwickelung  sein  kann. 
Wie  es  möglich  sei,  dass  verschiedene  Bewegungen  an  demselben  Atom  an 
gleicher  Zeit  haften  können,  ist  vorläufig  schwer  zu  begreifen.  Die  Co- 
existenz  verschiedener  Schwingungen  ist  eine  allgemein  bekannte  That- 
sache.  Eine  gespannte  Saite  aus  Stahldraht  kann  zu  gleicher  Zeit  tönen, 
sichtbar  und  warm  sein,  von  einem  Magnete  angezogen  werden,  einen  elek- 
trischen Strom  führen  und  alle  Affinitäten  des  Eisens  und  Kohlenstofis  in 
sich  tragen.  Während  die  tönende  Saite  als  Ganzes  nach  den  Gesetzen  der 
Pendelbewegung  hin-  und  herschwingt,  besitzen  ihre  kleinsten  Theile  die- 
jenigen Bewegungen,  welche  als  Licht-  und  Wärmestrahl  aus  ihr  austreten 
und  als  elektrischer  Strom  darin  Leitung  finden.   - 

Wird  ein  Gas  abgekühlt,  so  tritt  zuerst  diejenige  Bewegung  aus, 
welche  wir  Wärme  nennen  und  die  schon  als  solche  vorhanden  war;  wird 
es  weiter  abgekühlt,  so  tritt  auch  ein  grosser  Theil  von  derjenigen  Be- 
wegung, welche  die  chemischen  Eigenschaften  bedingt,  als  Wärme  aus, 
und  das  zur  Flüssigkeit  verdichtete  Glas  ((70,,  C/,  50,,  C^Nj  NO,  ClE^ 
JVJ7,  etc.)  behält  nur  einen  kleinen  Theil  als  Flüssigkeit  übrig.  Von  dieser 
kann  es  in  einzelnen  Fällen  (CO,)  bei  grösserer  Kälte  noch  einen  Theil 
verlieren,  indem  es  in  den  festen  Zustand  übergeht.  Von  den  permanenten 
Gasen  (iT,  iV,  0)  können  wir  Wärme  entziehen,  aber  nicht  den  Theil  der 
raumerfüllenden  Bewegung,  welche  nicht  Wärme  ist,  und  welche  wir  ehe- 
mische Affinität,  Qualität,  nennen.  Wie  weit  wir  bei  den  permanenten  Ga- 
sen von  diesem  Punkte,  wo  sie  auch  chemische  Bewegung  abgeben,  noch 
entfernt  sind,  können  wir  nicht  wissen,  weil  die  Gase  eben  permanent  sind. 
Wir  können  aber  nach  Gay-Lussac's  Regel  nicht  schliessen,  dass  die 
Gase  bei  — 273^0.  keinen  Kaum  mehr  einnehmen  und  nach  Mariotte*s 
Gesetz  nicht,  dass  die  Gase  bei  —273^0.  wohl  den  Raum  wie  bei  0^,  aber 
keine  Spannung  mehr  besitzen.  Beides  schliesst  einen  physikalischen 
Widerspruch  ein,  denn  ein  Körper,  der  keinen  Raum  einnimmt,  hat  auf- 
gehört zu  existiren,  und  Raum  einnehmen  ohne  Widerstand  nach  aussen, 
ohne  Spannung,  ist  ebenfalls  undenkbar. 

Die  chemische  Bewegung  ist  eine  dem  Atom  anhaftende  Bewegung, 
die  aber  durch  ungleiche  Schwingungszahl  und  Grösse  der  Ezcursion  nicht 
Wärme  ist.  Sie  bedingt  neben  der  Wärme  den  Cohäsionszustand  des  Ele- 
mentes. Sie  ist  entweder  gar  nicht  Übertragbar,  wie  bei  den  permanenten 
Gasen ,  oder  nur  als  Wärme  Übertragbar ,  wie  bei  den  sich  verdichtenden 
Gasen,  und  daher  kommt  es,  dass  wir  bei  chemischen  Verbindungen  den  frei 
werdenden  Theil  der  Bewegung  nur  als  Wärme  messen  können.  Der  be- 
sondere Fall ,  dass  in  der  galvanischen  Kette  die  frei  werdende  Bewegung 
erst  als  elektrischer  Strom  auftritt,  macht  keine  Ausnahme,  da  sich  der 
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Strom   bei  seinem  Yerschvinden  sogleich  in  Wärme  umsetzt  und  nur  als 
solche  der  Quantität  nach  gemessen  werden  kann. 

Hat  sich  Sauerstoff  mit  Wasserstoff  chemisch  zu  Wasser  verbunden, 
so  Terlieren  sie  ihren  permanenten  Zustand  Vind  das  Aeqnivalent  sind  die 
84462  W.  E. ,  welche  1  Gramm  Wasserstoff  beim  Verbrennen  ausscheidet« 
Aber  das  Wasser  enthält  selbst  noch  chemische  Bewegung,  die  durch  seinen 
Frier-  und  Siedepunkt  bezeichnet  ist.  Der  Sauerstoff  des  Wassers  kann 
noch  einmal  Bewegung  ausgeben ,  wenn  er  in  eine  feuerbeständigere  Ver- 
bindung übergeht,  und  dies  geschieht,  wenn  er  in  Zinkoxyd  übertritt.  Die- 
ser Vorgang  findet  bei  der  Auflösung  des  Zinkes  in  verdünnter  Schwefel- 
säure statt,  und  die  hierbei  austretende  Wärme  ist  kleiner,  als  wenn  sich 
Zink  mit  gasformigem  Sauerstoff  verbindet,  weil  der  Sauerstoff  bei  seiner 
Verbindung  mit  Wasserstoff  schon  einen  grossen  Theil  seiner  chemischen 
Bewegung  ausgegeben  hat.  Die  bei  der  Auflösung  von  Zink  in  verdünnter 
Schwefelsäure  auftretende  Wärme  entsteht: 

1*   aus  der  grösseren  Feuerbeständigkeit  des  Sauerstoffs  im  Zinkoxyd 
im  Vergleich  zu  der  im  Wasser; 

2.  aus  der  grösseren  Feuerbeständigkeit  der  Schwefelsäure  im  schwe- 
felsauren Zinkoxyd  gegen  die  im  freien  Zustande; 

3.  weniger  der  zur  Vergasung  des  Wasserstoffs  und  Wiederherstel- 
lung im  permanenten  Zustande  verwendeten  Wärme. 

Verhindert  man  die  Vergasung  des  Wasserstoffs  durch  Oxydation  ^  so 
wird  die  unter  3  aufgeführte  Wärmemenge  erspart  und  die  freiwerdende 
Wärmemenge  steigt  um  diese  Grösse,  weniger  derjenigen  Wärmemenge, 
welche  der  ausgeschiedene,  vorher  mit  dem  Sauerstoff  verbundene  Körper 
als  chemische  Bewegung  aufnimmt.  Hierin  liegt  die  Erklärung  der  Zwei- 
kammersäule :  weil  Kupfer  eine  geringere  Verbrennungswärme  als  Wasser- 
stoff hat,  so  wird  Wärme  erspart,  wenn  man  statt  gasförmigen  Wasserstoffs 
metallisches  Knpfer  ausscheidet  (Däniell's  Batterie);  weil  Stickoxydgas 
eine  geringere  Verbrennungswärme  als  Wasserstoff  hat,  so  findet  derselbe 
Gewinn  an  Wärme,  resp.  Strom  statt,  wenn  man  Stickoxyd  statt  Wasser- 
stoff ausscheidet  (G  r  o  v  e '  s  Batterie). 

Die  durch  den  chemischen  Vorgang  in  der  Zelle  frei  werdende  Be- 
wegung erscheint  in  der  Kette  erst  als  Strom,  im  folgenden  Augenblicke 
aber  als  Wärme,  und  die  Wärme  ist  das  messbare  Aequivalent  des  Stromes. 
Die  bei  der  Auflösung  von  Zink  in  verdünnten  Säuren  frei  werdende 
Wärme  ist  absolut  dieselbe  Grösse,  der  Vorgang  mag  innerhalb  oder  ausser« 
halb  der  Kette  vor  sich  gegangen  sein.  Die  Wärme  in  der  Kette  ist  keine 
Qualität  des  Stromes,  kein  Accessorium,  sondern  das  absolute  und  einzige 
Aequivalent  desselben ,  wenn  er  verschwunden  ist. 


Anmerkung.     Der   vorstehende  Aufsatz   wurde   mir  von  Professor 
Poggendorff  ohne  Erklärung  und  Angabe  der  Gründe  zurückgeschickt, 
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nachdem  derselbe  schon  an  40  Mittheilnngen  von  mir  and  zwar  vom  Jahre 
1832  an  in  seine  Annalen  aufgenommen  hatte.  Ich  schreibe  dies  einer  Ge- 
reiztheit des  Herrn  Prof.  Poggendorff  zu,  weil  ich  ihm  in  meiner  „All- 
gemeinen Theorie  derBewegnng  und  Kraft' ^  S.82  den  Vorwurf  gemacht  habe, 
dass  er  1842  den  Aufsatz  von  Dr.  J*  R.  Mai  er  in  Heilbronn,  der  jetzt  der 
Angelpunkt  der  ganzen  neueren  Physik  geworden  ist^  zurückgewiesen  habe. 
In  der  That  gab  er  dadurch  eine  grosse  Kurzsichtigkeit  zu  erkennen,  die 
aber  dadurch  erklärt  werden  kann,  dass  er  noch  heute  ein  Anhänger  der 
Contacttheorie  ist,  folglich  mit  der  Lehre  von  der  Erhaltung  der  Kraft  auf 
einem  gespannten  Fasse  stehen  muss.  Wer  den  chemischen  Vorgang  in  der 
Säule  und  zugleich  die  Bewegung  elektro  -  magnetischer  Maschinen  für  eine 
Wirkung  des  Contacts  erklärt,  kann  unmöglich  für  eine  Lehre  stimmen, 
welche  jede  neue  Bewegung  aus  dem  Verbrauch  einer  bereits  Torhandenen 
Bewegung  ableitet.  Der  Einwand,  dass  die  Abhandlung  von  Mai  er  und 
auch  eine  von  mir  im*  Jahre  1837  eingesandte  über  die  Natur  der  Wärme 
keine  „neuen  ezperimentalen  Untersuchungen  enthalte'S  kann  nicht  mehr  an- 
genommen werden,  da  doch  viele  Abhandlungen  vonClausius,  welche 
gesammelt  zwei  Bände  gaben,  und  auch  von  Anderem  in  die  Annalen  aufge- 
nommen wurden ,  ohne  dass  sie  experimentelle  Untersuchungen  enthielten. 
Ein  Journal  ist  ein  öffentliches  Verkehrsmittel,  worauf,  wie  auf  der  Eisenbahn, 
Jeder  zugelassen  werden  muss,  welcher  bezahlt,  und  die  Bezahlung  besteht 
hier  in  einem  neuen  wissenschaftlichen  Inhalt.  Diesen  zu  beurtheilen  hat 
allerdings  der  Herausgeber  das  Recht  und  die  Pflicht;  allein  dann  muss  er 
auch  die  Fähigkeit  dazu  haben,  die  Herrn  Poggendorff  gänzlich  ab- 
geht, wie  aus  dem  Malier' sehen  Falle  klar  ist.  Kein  Journal  ist  so  voll 
sinnentstellender  Druckfehler,  als  «eine  Annalen,  und  das  kommt  daher, 
dass  er  oft  den  Sinn  der  Abhandlungen  nicht  versteht  und  bei  einigermassen 
undeutlichem  Manuscript  ein  gut  pro  quo  setzt,  da  er  den  Verfassern  nicht 
einmal  Correctur  zukommen  lässt.  Kein  Naturforscher  wird  die  Bedeutung 
experimenteller  Untersuchungen  verkennen  oder  unterschätzen;  es  ist  dies 
der  bekannte  Weg  der  Induction.  Aber  auch  die  Deduction  hat  ihre  hohen 
Vortbeile.  Der  Gedanke  Maier's,  dass  die  Bewegung  ein  Aequivalent  in 
Wärme  habe,  hat  die  Physik  mehr  gefördert,  als  hundert  Abhandlungen 
mit  blossen  Wägungen  und  Messungen.  Die  Entdeckung  des  Sauerstoffs 
hat  die  Chemie  nicht  weiter  gebracht,  sondern  die  Erkennung  und  Erklä« 
rung  desselben  als  Element  wurde  die  Grundlage  einer  neuen  Wissenschaft. 
Im  vorliegenden  Falle  waren  die  Thatsachen  bereits  durch  Magnus  fest- 
gestellt, aber  es  fehlte  die  Erklärung.  Wozu  hier  neue  Untersuchungen 
unternehmen,  wenn  die  vorhandenen  noch  nicht  erklärt  sind?  Die  That- 
Sache  gewinnt  erst  ihre  Bedeutung,  wenn  sie  in  die  Reihe  der  Erschei- 
nungen eingeordnet  wird  und  damit  in  einen  bestimmten  Zusammenhang  tritt. 


X. 

Borechnimg  der    beim  WasBer  zur  Erwärmung  mid  Ans- 
dehnuig  nöthigen  Wärmemenge  oder   der  Wärmemenge 

bei  constantem  Druck  nnd  Volnm. 

Von 

Dr.  Mohr. 


Wenn  ein  Körper  durch  Wärmeznfalir  ausgedehnt  wird,  so  vermehren 
sich  die  Anzahl  seiner  Vibrationen  und  zugleich  erweitern  sie  ihre  Ampli- 
tude. Die  erstgenannte  Menge  stellt  die  fühlbare  Wärme  dar,  nnd  die  auf 
die  Erweiterung  der  Amplituden  verwend'ete  wird  latent,  d.  h.  sie  hört  auf 
Wärme  zu  sein. 

Ich  habe  diesen  Satz  schon  1837  inBaumgartner's  Zeitschrift  für 
Phjsik  y,  8.  427  in  folgender  Form  ausgedrückt:  „Sensible  Wärme  ist 
solche,  welche  eine  Vermehrung  der  Yibrationszahl  zur  Folge  hat;  latente 
ist  solche,  welche,  ohne  die  Anzahl  der  Vibrationen  zu  ändern,  nur  auf  die 
Grösse  der  Ezcursion  oder  auf  die  Veränderung  des  Aggregatzustandes  Ein- 
fluss  hat.*' 

Bei  Gasen  können  wir  die  Ausdehnung  bei  gleichzeitiger  Erwärmung 
durch  starre  Wände  verhindern,  man  kann  aber  dann  die  verwendete 
Wärme  nicht  messen,  weil  die  Wände  daran  Theil  nehmen.  Man  hat  deshalb 
bei  Gasen  die  zur  Ausdehnung  verwendete  Wärme  auf  einem  Umwege  aus 
der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles'  berechnet  und  sie  zu 
29,43  Procent  der  ganzen  Wärme  gefunden.  Die  Details  der  Berechnung 
finden  sich  in  meiner  mechanischen  Theorie  der  chemischen  Affinität  S.  49. 

Bei  Flüssigkeiten  kann  man  die  Ausdehnung  bei  Erwärmung  nicht 
verhindern ,  man  kann  aber  die  Kraft  der  Ausdehnung  durch  Compression 
messen.  -* 

Bei  festen  Körpern  ist  noch  kein  Mittel  gefunden  worden,  die  auf  Aus- 
dehnung und  Erwärmung  einzeln  verwendeten  Wärmemengen  zu  messen 
oder  zu  berechnen. 
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Wenn  man  diese  Grössen  bei  einer  Flüssigkeit  ezperimental  bestimmen 
wollte,  80  müsste  man  eine  durch  Wärme  aasgedehnte  Flüssigkeit  durch 
einen  äusseren  gemessenen  Druck  auf  das  Volum  einer  anderen  Temperatur 
zurückbringen,  und  die  dann  frei  werdende  Wärme  würde  der  Erweiterung 
der  Amplituden  entsprechen,  weil  durch  den  Druck  diese  Erweiterung  wieder 
zurückgeführt  würde.  Allein  die  hierbei  sich  entbindende  Wärme  ist  so 
ausserordentlich  klein,  dass  sie  an  sich  durch  kein  Thermometer  angegeben 
wird,  zudem  müssen  die  Wände  bei  dem  angeheuren  Druck  so  massiv  sein» 
dass  sie  bei  der  guten  Leitungsfähigkeit  der  Metalle  für  Wärme  jede  Mes- 
sung anmöglich  machen  würden. 

Es  bleiben  also  jetzt  keine  anderen  Wege  übrig,  als  die  Compression 
der  Flüssigkeit  ohne  Rücksicht  auf  Wärmeentwickelung  nach  Atmosphären- 
druck zu  messen  f  and  andererseits  die  Aasdehnang  der  Flüssigkeit  durch 
Wärme  ohne  Rücksicht  auf  die  geleistete  Arbeit.  Ans  beiden  Grössen  zu- 
sammen lässt  sich  die  Aufgabe  lösen.  Die  Aasdehnang  ist  bei  vielen 
Flüssigkeiten  genau  gemessen,  aber  die  Compression  bei  nnr  wenigen. 
Da  das  Wasser  als  die  wichtigste  aller  Flüssigkeiten  in  beiden  Rücksichten 
mit  Sorgfalt  untersucht  ist,  so  wollen  wir  damit  die  Berechnang  vornehmen. 

Als  Thatsachen  stellen  wir  die  Resultate  voran,  worauf  sich  die  Be- 
rechnung gründet. 

Ziisammendrückbarkeit 
durch  l  Atmosphäre  in 
Millionte]  des  Volums. 
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Temperatur. 
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c 
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.1,00293 

50 

1,01205* 

75 

1,02570 

100 

1,04315 

Die  Wasservolumina  sind  die  von  Desprete  ermittelten  (MüUer's 
Physik,  z.  6.  Aufl.  II,  570).  Die  Compressionen  sind  von  Grassi  ermittelt 
(s.  AnnaL  d,  Chimie  et  de  Physique  3^  ser.  XXXI ^  437;  Krönig*s  Journal 
für  die  Physik  des  Auslandes  II,  129,  and  Ciaasios  gesammelte  Schrif- 
ten II,  18). 

Die  Compressionsfähigkeit  nimmt  nach  oben  ab,  was  theoretisch  leicht 
einzusehen  ist.  Da  mit  der  Erwärmung  die  Zahl  der  Vibrationen  zunimmt, 
dagegen  der  messende  Atmosphärendrnck  gleich  bleibt,  so  muss  bei  ver- 
mehrter Vibrationszahl  die  Wirkung  eine  kleinere  werden ,  weil  mehr  Vi- 
brationen zu  comprimiren  sind.  Die  Zahlen  für  75^  und  100^  C.  sind  nach 
der  Differenz  von  25^  und  50^  mit  je  zwei  Milliontel  interpolirt. 

Der  Gang  der  Berechnung  ist  folgender : 
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r^^  ^^^^^j 


1.  Ffir  25<^  C.    Da  das  Wasser  sich  von  +  ^  bis  25^  am  0,002030  ans- 

dehnt  und  für  jede  Atmosphäre  Druck  um  0,000046  zusammengedrückt  wird, 

2030 
so  würde  die  Aasdebnang  von  2080  Milliontel  durch  — --   =    63,7     Atmo- 

46 

Sphären  vollkommen  wieder  aufgehoben  werden  und  die  mechanische  Arbeit 
der  Ausdehnung  durch  diese  Grösse  gemessen  sein.  Denken  wir  uns  ein 
Cubikdecimeter  Wasser  als  Würfel  und  dass  sich  das  Wasser  nur  nach 
oben  ausdehnen  könnte ,  so  wird  die  senkreccte  Ausdehnun  nach  oben  von 
4  auf  25^  in  Länge  ausgedrückt  ^  .  0,002300  =:  0,000230  Meter  Höhe  haben. 
Der  Druck  einer  Atmosphäre  auf  ein  Quadratdecimeter  beträgt  103,3  K^, 
folglich  obige  63,7  Atmosphären  sind  =  103;3  X  63,7  =  6580,21  K,  und  da 
die  Ausdehnung  des  Wassers  durch  den  Compressionsdruck  dieser  Grösse 
an  Druck  gleich  gefunden  worden  ist,  so  ergiebt  sich  die  Summe  der  Be- 
wegung aus  Druck  und  Hubhöhe  =»  6580,21  X  0,000208  »  1,025  K^M.  Da 
nun  424  Kilogrammmeter  =  1  Wärmeeinheit  sind ,  so  entsprechen  diese 
1,025  ROM. 

4--  =  0,00455  W.  E. 
424 

Zur  Erwärmung  voti  1  K^  Wasser  von  4  auf  25^  gehören  21  W.  B. ;  es  ver- 
hält sich  also  die  Wärme,  welche  nöthig  ist,  das  Wasser  ausaudehnen,  zu 
jener,  welche  zur  Erwärmung  verwendet  wird 

wie  0,00455  :  21  oder  wie  1* :  4615 
oder  die  latent  gewordene  Wärme  beträgt 

0,0217  Procent  von  der  fühlbar  gebliebenen. 

2.  Für  50^  C.    Das  Volum  des  Wassers  ist  1,012050  und  die  Zusammen- 
drückung für  eine  Atmosphäre  =  0,000044;  um  die  Ausdehnung  von  0,012050 

aufzuheben,  wird  -^ c=  273,0  Atmosphärendruck  noth wendig,  welche 

0,000044  ^  ^ 

28293,87  K^  wiegen.      Für  ^  Meter  Höhe  beträgt  die  Hebung  0,001205  M., 

und  die  Summe  der  Bewegung 

28203;87  X  0,001205  =»  34,089  K^M., 

und  diese  entsprechen 

84,089  „^  „ 

— =  0,0804  W.  E. 

424  ' 

Nun  enthält  aber  ein  K^  Wasser  von  4  auf  50^  erwärmt  46^  Zuwachs,  und 

weil  das  Kilogramm  auch  Wasser  ist,  46  W.  E.    Damach  beträgt  die  auf  die 

0  0804 
Ausdehnung  verwendete  Wärme    ^         =  0,175  Procent  von  der  frei  ge- 

bliebenen  Wärme. 

3.  Bei  75^  C.    Volum  des  Wassers  1,0257  und  Zusammandrückbarkeit 

V,    '    .    «,    .         ,       .      ,  ,  .,-,,..  0,025700 

0,000042«    Zum  Aufheben  der  Ausdehnung  sind  erforderlich  ^^^     =  612 

Atmosphären;  diese  wiegen  63219,6  K^  und  für  die  Hebung  von  -^^  .  0,0257 
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beträgt  die  Summe  der  Bewegung  63210,6  X  0,00257  &=  162,47  K^M.;  diese 

sind  gleich  — ;^—  =  0,383  W.E.    Im  Ganzen  sind  aber  zur  Erwärmung  von 

4  auf  75®  71^  =  71  W.E.  verwendet  worden,  und  der  auf  Ausdehnung  ver- 
wendete Antheil  beträgt 

0  883 

J =0,539  Procent. 

71  ' 

4.  Bei  100®.     Volum  des  Wassers  1,043150;   Compressibilität  für  eine 

Atmosphäre  =  0,000040.     Zur  Zurückführung  auf  das  Volum   bei  4®  sind 

0  013150 
erforderlich   ^^^   =  1078,8  Atmosphären ;  diese  wiegen  110924,64  K®,  und 

A/JQ    AA 

auf  0,004315  M.  Höhe  gehoben,  giebt  478,64  K®M.=  — '—  W.E.  =  1,129  W.E. 

424 

Im  Wasser  selbst  sind  aber  100  — 4  =: 96  W.E.  enthalten,  also  der  auf 

Ausdehnung  verwendete  Antheil  beträgt 

-^--=1,176  Procent. 
96 

Die  auf  Ausdehnung  verwendete  Wärme  beträgt  also  bei  den  verschie- 
denen  Temperaturen  in  Procenten  von  der  fühlbar  gebliebenen 
bei  25®  bei  50®  bei  75®  bei  100® 

0,0217  Procent  0,175  Procent  0,539  Procent  1,176  Procent 
Zieht  man  die  auf  Ausdehnfing  verwendete  Wärme  von  der  Einheit  ab,  so 
bleibt  die  Wärme  bei  constantem  Volum  übrig.  Man  muss  bei  obigen  Zah- 
len das  Komma  um  zwei  Stellen  links  schieben,  weil  sie  Procente  vorstellen. 
Es  ist  alsdann  C=  Wärme  bei  constantem  Druck  und  c  s?  Wärme  bei 
constantem  Volum 


bei  25® 

bei  50® 

bei  75® 

bei  100® 

;c=i, 

C=l 

C=l 

C=l 

c  =  0,999783 

c  =:  0,99825 

c  =  0,99461 

c  =0,98824. 

Eine  Untersuchung  über  denselben  Gegenstand  ist  von  Clausins 
vorgenommen  worden  und  in  Poggendor  ff 's  Annalen  Bd.  125,  8.  353  und 
ügg,  enthalten.  Die  von  ihm  gefundenen  Zahlen  sind  überall  viel  grösser 
als  die  von  mir  berechneten.  So  beträgt  nach  ihm  bei  50®  die  latent  ge- 
wordene Wärme  3,58  Procent,  während  sie  nach  obiger  Darstellung  nur 
0,175  Procent  beträgt,  also  etwa  den  zwanzigsten  Theil  von  3,58  Procent. 
Dies  kann  jedoch  nicht  wunderbar  erscheinen ,  wenn  man  die  verschiedene 
Art  der  Herleitnng  betrachtet.  Die  obige  Entwickelung  geht  von  bekannten 
Grössen  und  Thatsachen  aus  und  schreitet  mit  einfachen  Schlüssen  bis 
zum  Resultate  weiter.  Es  müsste  also  darin  ein  logischer  oder  ein  Rechen- 
fehler nachgewiesen  werden ,  um  das  Resultat  anzugreifen.  "  Obgleich  ich 
bis  jetzt  keinen  solchen  darin  entdecken  konnte ,  so  soll  doch  nicht  damit 
gesagt  sein,  dass  vier  Augen  nicht  oft  mehr  sehen  als  zwei.     Clausius 
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berechnet  seine  Zahlen  nach  einer  Formel ,  die  sich  auf  theoretische  Vor- 
aussetzungen gründet  und  worin  der  sogenannte  absolute  Nullpunkt 
(— 273®jC.)  eingeht,  so  dass  die  Temperatur  25^  mit  der  Grösse  273+25=298 
in  der  Formel  figurirt.  Ich  halte  diesen  Satz  vom  absoluten  Nullpunkt  für 
sehr  problematisch,  weil  dessen  Durchführung  zu  einer  physikalischen  und 
physischen  Unmöglichkeit  führt.     Wenn  nämlich  die  Gase  sich  durch  jeden 

Grad  unter  0  um  — -  ihres  Volums  bei  0^  zusammenziehen  sollen;  so  folgt 

27o 

273 
daraus,  dass  sie  bei  —  273^  gar  keinen  Raum  mehr  einnehmen ,  denn  1 

ist  =  0.  Ein  Ding,  was  aber  keinen  Kaum  mehr  einnimmt,  hat  aufgehört 
zu  existiren.  Da  die  Gase  ungleiche  Ausdehnungscoefficienten  haben ,  so 
würde  es  ebenso  viele  absolute  Nullpunkte  geben.  Abhängigkeit  von  der 
Natur  eines  einzelnen  Gases  ist  mit  dem  Begriff  absolut  nicht  in  Einklang 
zu  bringen.  Indem  man  das  Widersinnige  dieses  Schlusses  gefühlt  hat, 
führte  man  die  Sache  auf  das  Mariotte'sche  Gesetz  hinüber,  Hess  das  Gas 
sein  Volum  von  0^  behalten  und  nur  die  Spannung   für  jeden  Grad  unter 

Null  um  —   der  Spannung  bei  0^  abnehmen.      Man  kam  dann  zu  dem 

Schlüsse,  dass  das  Gas  bei  — 273^  keine  Spannung  mehr  habe,  aber  seinen 
Kaum  wie  bei  0°  erfülle.  Es  ist  das  fast  noch  ein  grösserer  Widerspruch, 
als  der  Verlust  des  Gewichtes,  denn  wodurch  kann  ein  Gas  seinen  Raum 
behaupten  als  durch  Spannung?  Es  hat  also  nichts  genutzt,  dass  man  die 
Gaj'Lussac'sche  Regel  mit  Hilfe  des  Mariotte^schep  Gesetzes  zur 
Hinterthüre  wieder  einführte ,  indem  nun  zwei  physische  Unmöglichkeiten 
in  einem  Punkte  zusammenlaufen. 

Berechnen  wir  eine  der  von  Clausius  gefundenen  Zahlen  rückwärts 
bis  auf  das  Volum  des  Wassers,  so  können  wir  darin  eine  Controle  der 
Richtigkeit  haben.  Bei  50^  soll  die  latente  Wärme  des  Wassers,  welche  auf 
Ausdehnung  verwendet  wurde  (Pogg.  Ann.  125,  S.  374)  0,0358  von  der  fühl- 
baren betragen.    Da  diese  letztere  von  4**  an  46  W.  E.  beträgt,  so  haben  wir 

^  =  0,0358,  woraus  a:«  1,0468  W.E.  (oben  0,0804  W.E.);  diese  entsprechen 
46 

1,6468. 424:=  698,24  K^M.  (oben  34,084).  Setzen  wir  nur  denjenigen  Decimal- 

bruch  welcher  zu  1  gefügt  das  Volum  des  Wassers  bei  50^  ausdrückt  =  a:, 

so  haben  wir 


^      .  103,3  .  -  =  698,24  K<^  M. 


oder 


0,000044  10 


,      698,24  .  0,00044      ^  ^^^^ 

x^  =  — '- =  0,0036 , 

103,3  ' 


also  Ä  =  ^0,0036  =  0,06  und  das  Volum  des  Wassers  bei  50^  =  1,060,  statt 
1,01205 . 

ZeiUchrm  f.  Malheniatik  a.  Physik,  XV,  4.  20 
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Diese  grosse  Abweichung  von  der  unmittelbaren  Messung  zeigt,  dass 
die  Voraussetzungen  von  Clausius  nicht  zutreffen. 

Bei  dem  Wasser  ist  die  auf  Ausdehnung  verwendete  und  latent  wer- 
dende Wärme,  wie  die  Versuche  zeigen,  ein  sehr  kleiner  Bruchtheil  der 
fühlbar  bleibenden,  und  der  Werth  steigt  mit  der  Temperatur. 


Anmerkung.  Auch  dieser  Artikel  wurde  mir  von  Poggendorff 
zurückgestellt,  und  hier  ist  doch  klar,  dass  die  Behandlung  desselben  Gegen- 
standes in  Bd.  125,  S.  S74  seiner  Annalen  durch  Clausius  sich  ebenfalls 
nicht  auf  eigne  experimentale  Untersuchungen  gründet,  im  Gegentheil  be- 
rechnet Clausius  diese  Resultate  unter  Zugrundelegung  einer  sehr  zwei- 
felhaften Formel,  während  ich  meine  unmittelbar  an  vorhandene  Messungen 
und  Wägungen  anschliesse,  die,  weil  noch  kein  Gebranch  davon  gemacht 
worden  ist,  so  gut  wie  neue  sind.  Mit  wie  wenig  Kritik  Poggendorff 
bei  derRedaction  seiner  Annalen  zu  Werke  geht,  zeigt  ein  Passus  im  letzten 
Hefte  (Bd.  139,  S.  651),  der  ihm  durchgegangen  ist.  Es  heisst  hier :  „Nach 
übereinstimmenden  Versuchen  von  Dufour,  Depretz,  Kopp  und  Du- 
vernoy  ist  die  Ausdehnung  (des  Wassers)  vom  Zustande  seiner  grössten 
Dichtigkeit  bis  zum  Gefrierpunkt  fasst  doppelt  so  gross,  als  die  bis  zar 
Siedehitze  "  Statt  dessen  ist  umgehrt  die  Ausdehnung  von  +  4^  bis  100^ 
112,0  mal  so  gross  als  von  4^  bis  0^.  Es  ist  dies  keine  berechtigte  Eigen- 
thümlichkeit  des  Verfassers,  wofür  der  Herausgeber  nicht  verantwortlich 
wäre,  sondern*ein  Schnitzer. 
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XDL   üeber  die  developpabU  Fl&che,  welche  einer  gegebenen  Fläche 

umschrieben  ist 

Im  XIIL  Bande  dieser  Zeitschrift  ist  auf  Seite  328  eine  einfache  Be- 
lation  aufgestellt  zwischen  den  Distanzen  der  Berührungspunkte  P  und  Pj 
zweier  Flächen  vom  Punkte  der  Wendecnrve  der  developpabeln  Fläche, 
welche  denselben  umschrieben  ist,  den  Krümmnngsmassen  in  den  Punkten 
P  und  jP|  und  den  Krümmungshalbmessern  der  Normalschnitte  beider  Flä- 
chen, welche  durch  die  Verbindungslinie  der  bemerkten  t^unkte  gehen. 
Diese  Relation  lässt  sich  aus  einer  andern  Gleichung  herleiten ,  welche  sich 
durch  Betrachtung  yon  nur  einer  Fläche  und  einer  ihr  umschriebenen  de- 
veloppabeln Fläche  ergiebt,  wie  im  Folgenden  gezeigt  werden  soll. 

Auf  einer  Fläche  sei  eine  beliebige  Curve  C  gegeben,  die  berührenden 
Ebenen  längs  derselben  hüllen  eine  developpable  Fläche  ein.  Sei  {x ,  y^  z) 
ein  Punkt  der  Curve  C,  ferner  (J,  i;,  t)  der  Punkt  der  Wendecurve  der  de- 
veloppabeln Fläche,  welcher  dem  Punkte  (a:,  y^  z)  entspricht.  Die  Winkel, 
welche  die  Normale  im  Punkte  (x,  y^  z)  znr.Fläche  mit  den  Coordinaten- 
axen  bildet,  seien  a^h^  c.  Längs  der  Curve  (7  können  x^  y,  z  als  Functio- 
nen einer  Variabein  /  angesehen  werden.  Zur  Bestimmung  von  |,  17,  i;hat 
man  die  Oleichungen : 

(g  — a?)  cosa'\-{7i  —y)  cosb  +  (^—  z)  co5=0, 
,^        .dcosa  ,   ^  ^dcosb  .   ,.       .dcosc 

(I  -  ^)  -jfT-  +  iv-y)  -j^+  (t-  *)  —sT~  ^  ^' 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

.  dx  d  cosa     dy  d  cosb'    dz  d  cö$c  ^ 

^  dl  '^dT'^di  TT-'^dT'^i         • 

20* 
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''^■^^^^■^^J>^^^^^^^^^^^^.^-r^^4r.l 


3) 


Nimmt  man: 

.  (|_a:)»+(,-y)'+(e-*)'=2)«, 


cosy 


80  geben  die  Gleichungen  1): 

cosa  .  cosa-^cosß  .  cosh-^-  cosy  ,  cosc  =  0, 
dcosa  .  ^dcosh   .  dcosc 


*) 


cosa 


cosa 


dt 
d^cosa 


+  C05  j5 


d* cosb 


d^cosc      H 


-  +  co.^-^+co.y--^=-^ 


Ans  den  vorstehenden  Gleichungen  findet  man: 

dcosa    .         ,  dcosß   ,  d  cosy 

cosa  — —_ 1-  cos  b  — r— ^  +  <^os  c  — ^— '  =  0, 


di 


dt 


dt 


5) 


d  cosa  d  coSßK      d  cosb  d  cosß      d  cosc  d  cosy ff 

dt         dt     "*"    dt         di    "*"     di         dt     ^'^F' 


cosa 


3*  cos a 


d^cosß 


-T h  CO«  b  — 7r:~-  +  C05  C 


a*  C05  y      ff 

~d7~^T 


Zufolge  der  Gleichungen  3)  sind  tt^ßty  die  Winkel,  welche  die  Tan- 
gente zur  Wendecnrye  im  Punkte  ($>i7,i;)  mit  den  Goordinatenazen  bildet. 

Sei: 


ö) 


7) 


cosa^ 

COSßy 

cosy 

d  cosa 

dcosß 

d  COSy 

dt  ' 

dl    ' 

dl 

d'^cosa 

d^cosß 

a*  cqs  y 

d^     ' 

de  ' 

de 

cosa^ 

coshy 

cosc 

COSOj 

'  cosß^ 

cosy 

d  cosa 

dcosß 

d  cosy 

dt    ' 

dt     * 

dl 

=if, 


=  iV. 


Mittels  der  Gleichungen  4)  und  5)  findet  man  leicht: 

-=fi(^r)'+(iifO"+e-f^)l 

Durch  Elimination  von  N  zwischen  diesen  Gleichungen  folgt: 

«)         *  =  U  j  i  \-8T)  +  br  j  +  [~3r)  \ ' 

Bezeichnet  man  das  Bogenelement  der  Wendecurve  der  developpabeln 
Fläche  durch  ds,  ist  ^  der  Krümmungshalbmesser,  r  der  Torsionsradins  im 
Punkte  (£,  1},  i) ,  so  hat  man : 
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Ferner  ist  nach  6): 

Mit  Hilfe  der  yorstehenden  Gleichnng  und  der  Gleichung  9)  giebt  die 
Gieichang  8) : 

10)  \rj       U/     /i^fV' 

Aus  den  beiden  ersten  Gleichangen  5)  und  der  Gleichnng: 

d  cos  a  d  cos  ß  d  cos  y 


coscc 


+  cosß  —^—  +  cos  y  —j±=0 


dl 

entwickele  man  die  Werthe  der  Differentialqnotienten  von  cosa,  cosß^  cosy 
nach  i  und  substituire  dieselben  in  die  Gleichung  0),  dann  folgt: 

\Q  diJ  ^KnJ'fdcosaY      fdcosbV      fdcoscV' 

\  dt  J^Vdrj+VdT) 

Hierdurch  geht  die  Gleichung  10)  über  in: 

/pV      /^V  I  (dcosa\^  .  [dcosb\*  .  fd  cosc\{^ 

d.  i.  nach  2):  • 


11) 


(d  cos  a Y  ,  (^  cos  ^  \*  ,  /^  cos  cV  \* 
^    ^^.       ~Tr)  "*"  \dT)  "^  VdT)  / 

\r/  j  Sa?  dcosa  .  dy  d  cosh      dz  d  coscl' 


dt      dt    "^dl       dt    "^dt      dt 


Der  Factor  von  /)*  auf  der  rechten  Seite  der  vorstehenden  Gleichnng 
Iftsst  sich  mittels  der  zweiten  der  Gleichungen  4)  auf  eine  sehr  einfache 
Form  bringen,  wenn  man  x^y^z  als  Functionen  «zweier  Variabein  ansieht; 
um  hier  keine  anderen  Theorien  zu  Hilfe  zu  nehmen,  soll  eine  directe  Her- 
leitung  der  betrefifenden  Form  gegeben  werden. 

Bezeichnet  man  durch  dp  das  Bogenelement  einer  Curve  Cj  auf  der 
Fläche,  legt  durch  die  Tangente  derselben  und  die  Normale  zur  Fläche  eine 
Ebene ,  so  hat  man  für  den  Krümmungshalbmesser  R  der  Schnittcurve  im 
Punkte  (Xyyyz)  die  Gleichung: 

1  dcosa  dx     dcosh  dy     dcosc  dz 

R^    dp     Vp^     dp    dp'^    dp     dp' 
oder,  da  cosa^  cosb^  cosc  Functionen  von  x^y^z  sind: 
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r^^^^:^^^^^- 


R      \ 
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dcosa  dx     dcosa  dy  ^dcosa  dz\dx 
dx     dp        dy     dp        dz    dp) dp 


+ 


+ 


(dcosb  dx  dcosb  dy  dcosb  dz\dy 
dx  dp  dy  dp  dz  dp) dp 
(dcoac  dx  dcosc  dy  dcosc  dz\d  z 
\  dx  ^^  'diT  dp^    dz     dp/dö' 


Diese  Gleichung  lässt  sich  auch  schreiben: 

l 


12) 


l  /dcosa  dx  dcosb  dy  dcosc  dz\dx 

ä"~\   dx    dp  dx    dp  dx    dp)  dp 

/dcosa  dx  dcosb  dy  dcosc  dz\  d y 

\  dy    dp  dy    dp  dy    dp)  dp 

(dcosa  dx  dcosb  dy 

+  1  -^T-    ^T+-5T-   'T^'T 


dcosa  dx     dcosb  dy  ,  dcosc  d z\dz 
dz     dp        dz     dp 


—  I  ^ 


dz     dp)  dp* 

Die  Differentialquotienten  tt-  y  tt- ^   -^^r-  sind  die  Cosinus  der  Winkel, 

dp     dp     dp    ^ 

welche  die  Tangente  zur  Curve  C^  im  Punkte  {x^y^z)  mit  den  Coordinateo- 
azen  bildet.  Die  Curve  C^  sei  der  Durchschnitt  der  Fläche  mit  der  Normal- 
ebene,  welche  durch  die  Verbindungslinie  der  Punkte  (||i7>i^)  und  {x^y^z) 
geht.    Es  ist  dann  nach  3): 


■=^cosa 


-  =  cosß,      ^  =  cosy. 


Die  Gleichung  12)  wird  hierdurch: 


1       /         dcosa   .         _  dcosb   .  dcosc 

Ä=r*"  -dv^'''^  -17+'"'^  -d 


13) 


'■\-lcosa 
+  ( C05  a 


X 

dcos 


dcosa   ,  -  dcosb   . 


dcosa 

TT 


+  cosß 


dcosb 


•^cos  y 


dcosc 


]  cosa 
—  ]  cosp 

y  / 

j  cos  y, 


Mittels  der  beiden  ersten  Gleichungen  4)  und  der  Gleichung 

co:^a  +  cos^ß  +  cos^y  =  1 


folgt : 


(         dcosa  \         ^dcosb  .  dcosc\ 


dcosa  dcosb  dcosc 

dx  '        dx   '  dx 

cosa^  cosbj  cosc 

dcosa  dcosb  dcosc 


dl 


dt 


dt 


0 


0 


cosa,       cosb^        cosc 
dcosa      dcosb       dcosc 


dl 


dt 


dt 


(dcosaV      /dcosbV     /d  coscY 
-jr)+[^+\rdr) 

Das  Product  der  beiden  Determinanten  ist  gleich : 
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(dcnsa  dcosb      dcosb  dcosa\dcosb      /dcosa  dcosc     dcoscdcosa\  dcosc 
dx       d~i  döT    dt    )  ~dr^\  dx      ~a/~~  'dx       VTj     dl    ' 

Transformirt  man  auf  fthnlicbe  Weise  die  beiden  übrigen  Terme  auf 
der  rechten  Seite  der  Gleichung  13),  so  gebt  dieselbe  über  in: 


14) 


(d  cos  a  Y  i_  /^  ^^*  * Y  -j-  (^  ^^*  ^^* 
TT/  "'"V'är/  ''"V~är/ 


(dcoi 
T7 


B 
dcosa  dcoib     dcosb  dcosa  ,  dcosa  dcosc     dcosc  d cos a\d cos a 


)dcos 
'dt 


dy  dt       dy  dt       dz  dt       dz 

/dcosb  dcosa      dcosa  dcosb     dcosb  dcosc     dcosc  dcosb\dcosb 
"*"V   dt      ~dx  ä7~    dx    ■*"  ~d~t       dz  di       dz'^    dt 


+ 


dcosc  dcosa     dcosa  dcosc  ,  dcosc  dcosb      dcosb  d cos c\ dcosc 


(dcosc  dcosa      dcosa  dcos 
~dir    'dx  ft        dx 


+ 


dt      dy 


dt 


) 


dy  J    dt    * 


Wegen: 


ist: 


dcosa _^dcosa  dx     dcosa  dy     dcosa  dz 
dt    ""   dx     dT'^'d'y'   d'l^~d~  dt 


dcosa  dcosb      dcosb  dcosa      dcosa  dcosc      dcoscdcosa 


=( 


dt        dy 


dt 


dy 


dt       dz 


dt       dz 


dcosa  dcosb      dcosa  dcosb  ,  dcosa  dcosc     dcosa  dcosc 


dx        dy 


dy      dx         dx       dz  dz 

dcosb  dcosc     dcosb  d cos c\dx 
"*" ""äy        äz  dz        dy')  dl 

dx  dy  d* 

dt'         dl'         dl 
dcosa      dcosb     dcosc 

d  cos  a     d  cos  b      d  cos  c 

'    ~d~' 


dx 


dz 


dz 


Die   Determinante    auf  der  rechten*  Seite  verschwindet  infolge  der 

Gleichungen : 

dx   .         .dy   .  dz      ^ 

cosay^+cosb-  +  cosc-=.0, 

dcosa  ,        ,  dcosb  .  dcosc 

cosa— ^cosb—z \^cosc-^ —  =  0, 

dy  dy  dy 

dcosa  .        ,  dcosb  ,  dcosc 

cosa  -X 1- COSb—;: h  COSC  — r =  0. 

dz  dz  dz 

dx  1 

Der  Factor  von  ^  ist  gleich    ,  „ ,  wenn  /  und  r"  die  beiden  Haupt- 

krümmnngsbalbmesser  der  Flftche  im  Punkte  {x^y^z)  sind.    Es  ist  also: 
dcosa  dcosb     dcosb  dcosa      dcosa  dcosc      dcosc  dcosa 1     dx 

Tt     dy       dt     ay""^"ä7      Fz       d't      dT'^TZ'Tt' 
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Mit  Hilfe  der  vorstehenden  und  zweier  analogen  Gleichungen  erhält 
man  aus  14): 


r  r 


dxd  cos  n     dy  d  co9  h     dzd  cos  c 
R       (dcosa^}      /dcoshy      fdcosey 

[-dTj  +  \-dT)  +  \-^t) 

Hierdurch  geht  die  Gleichung  11)  über  in: 


oder: 


1^ 

r 


D.R 
r  r 


was  die  zu  Anfang  bemerkte  Gleichung  ist. 

Bei  dieser  Gelegenheit  möge  folgende  Bemerkung  Platz  finden  über 
die  developpabeln  Flächen ,  welche  eiue  gegebene  Fläche  längs  einer  be- 
stimmten Curve  berühren  können.    Die  Gleichungen  der  Generatrix  seien: 

cos  X     cos  ¥     cos  Z'  ^ 


15) 


Sieht  man  x^y^z^  cosX,  cos  V,  cosZ  als  Functionen  einer  Variabein  /  an, 
so  muss  folgende  Gleichung  stattfinden: 

dx  dy  dz 

FT'        Fl'        Fl 

^  cosX^       cos  Vj      cos  Z 
dcosX     dcosY .    dcosZ 


dl 


dl 


=  0. 


Bedeuten  g  und  h  zwei  Unbestimmte,  so  kann  man  setzen: 


16) 


dx  ^  ,   ^dcosX 

-^gcosX  +  h--, 

dl       ^  ^        dl 

dz  /»  .    ,  dcosZ 

-  =  gcosZ+h-- 


Da  die  Generatrix  15)  in  der  berührenden  Ebene 

(g  — a?)  cosa  +  {ri  —  y)  cosb  +  (?— »)  cosc  =  0 
liegt,  so. ist: 

17)  cos  X  cos  a  -f-  cos  Y  cos  b  +  cos  Z  cos  c  =  0. 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  16)  resp.  mit  cosa,  cosb^  cosc,  bildet 
die  Summe  der  Producte,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf: 


.  ax  .         ,ay  ,  dz 

cosa-^  +  cosb^  +cosc^=0 
Ol  Ol  dl 


and  die  Gleichung  17) : 
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t^^^^  • 


/         dcosX  ^         ,  dcosF  ,  dcosZ\ 

hlcosa  — 1-  cos  0  — . J-  cos  c  —r —  1=0. 

\  Ol  Ol  dt    ) 

Für  den  Fall,  dass  A=0  geben  die  Gleichungen  15)  und  10): 

dx  dy  dz    ' 

Tr"     "öT     ~^T 

Dnrch    diese  Gleichungen   ist    die  Tangen tenflftche    der  Carve  bestimmt. 
Nimmt  man: 

dcosX  .         .  dcosY  ,  dcosZ      ^ 

cos  n  — \r  cos  b  — \-  cos  c  — ---  =  0, 

dl  ol  Ol 

so  giebt  die  vorstehende  Gleichnng  in  Verbindung  mit  17): 

cos  X  cos  a  +  cos  V  cos  b  +  cos  Z  cos  c  =  0 , 

„d  cosa  ,  ..d  cosb  ^         „d  cos  c      ' 

cos  X  — r-—  +  cos  Y  -TT--  +  cos  Z  --—.=  0. 

Ol  Ol  Ol 

Die  Gerade  15)  ist  dann  der  Durchschnitt  beider  Ebenen: 

(J — ir)co*a  +  (ij— y)  co*6  +  (f— z)  co*c  =  0, 
,^        ^dcosa   .   ^         ^  d  cos  b   .   ,.        ^  d  cos  c 

woraus  unmittelbar  folgt,   dass  die  developpable  Fläche  die  Enveloppe 
der  berührenden  Ebenen  längs  der  gegebenen  Cnrve  ist. 

A.  Ennrper. 


ZX.    Das  Parallelogramm  der  Bewegungen  in  der  Wellenlelire. 

(Hierza  Taf.  IV,  Fig.  1  —  3.) 

I.  Durchläuft  ein  Punkt  (der  Hilfspunkt)  gleichförmig  die  Peripherie 
eines  Kreises,  so  macht  seine  Projeetion  auf  einen  Durchmesser  dieses 
Kreises  eine  einfache  (Pendel-)  Schwingung.  Diese  Darstellung  der  ein- 
fachen Schwingung  ist  so  anschaulich  und  scbliesst  sich  der  analytischen 
Formel' für  diese  Bewegungsart  so  eng  an,  dass  sie  sich  fürSchulzwecke,  und 
für  solche  ist  das  Vorliegende  lediglich  geschrieben,  als  Grundlage  für  die 
Pendel-  und  Wellenbewegung  sehr  empfiehlt*  Auch  bietet  sie  den  Vortheil, 
dass  sich  die  bei  der  Lehre  von  der  Pendelbewegung  auftretenden  Begriffe 
in  anschaulichster  Weise  definiren  lassen.  Bezeichnet  m  den  Mittelpunkt 
eines  Kreises,  sind  p  und  g  die  Endpunkte  eines  Durchmessers,  etwa  des 
verticalen  und  durchläuft  der  Hilfspunkt  von  p  aus  die  Peripherie,  sich  im 
Sinne  des  Uhrzeigers  bewegend,  so  wird  der  Ausschlag  der  Projeetion  auf 

den  horizontalen  Durchmesser  durch  ^  =  a  ft/7  2  7t  —    ausgedrückt.       Hier 

0 

bezeichnet  S  die  Umlaufszeit  des  Hülfspunktes  resp.  die  Schwingungsdauer 
seiner  Projeetion. 
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Fas8t  man  m  als  Tbeilchen  eines  fadenförmigen  Körpers  aaf ,  dessen 
LäDgsaxe  in  der  Ruhelage  anf  der  Ebene  des  Kreises  in  m  senkrecht  steht, 
und  ist  X  die  Entfernung  des  Punktes  m  vom  Mittelpunkt  der  Wellen* 
erregung,  v  die  Geschwindigkeit  der  Welle,  so  beginnt  m  seine  Bewegung 

X 

Zur  Zeit  t .    Man  hat  also,  wenn  man  t  von  dem  Moment  der  Wellen- 

erregung  ab  rechnet ,  für  die  Ausschläge  von  m 

y^naBxn  —\i j  =  astn  —  (»/  — arj, 

wenn  X  =  8v  die  Wellenlänge  bezeichnet.  Hatte  der  Punkt  m  im  Augen- 
blick, wo  die  Wellenerregung  ihn  erreicht,  einen  gewissen  Abstand  von  der 
Ruhelage  oder  hatte  der  Hilfspunkt,  von  seinem  Ausgangspunkt  aps  ge- 
rechnet, einen  dem  Centriwinkel  A  entsprechenden  Bogen  durchlaufen,  so 
geht  die  letztere  Gleichung  über  in 


y=zasinl—{vt^x)  +  Ay. 


Die  hier  auftretende  Grösse  A  heisst  die  Phase  des  Punktes  m.    Nach  dem 
Gesagten  ist  sie  als  der  Centriwinkel  des  Bogens   zu   definiren, 

X     B 

den    der    Hilfspunkt   zur    Zeit  <  =  — ,    also    in    dem    Moment 

^  V 

durchlaufen  hat,    wo  tn  von    der  Wellenbewegung   ergriffen 

wird.     Zum  Vergleich  gebe  ich  hier  die  Definitionen  des  Begriffs  Phase 

von  namhaften  Autoren.    Selbstredend  lassen  diese  Definitionen  in  Bezug 

auf  Wissenschaftlichkeit  Nichts  zu  wünschen  übrig,    dem   Schüler   aber 

machen  sie  wegen  des  Mangels  an  Anschaulichkeit  grosse  Schwierigkeit. 

So  sagt  z.  B. 

Airy  (On  the  undülatory  iheorie  ofopticspAT):  By  thepkase  of  a  rvave,  we 
shall  denoie  the  Situation  of  a  particle  in  a  wave,  considered  a$  affecting  ils  dis- 
placement  and  molion.  * 

*  Thomson  and  Tait  [treatise  on  natural  philosophy  p,  37):    The  Phase  of 
.  a  simple  harmonic  motion  at  any  instant  is  the  fraction  of  the  whole  period  tvhich 
has  elapsed  since  the  moving  point  last  passed  through   its  middle  position  in  the 
positive  direction. 

Beer  (Einleitung  in  die  höhere  Optik,  p.  80)  giebt  für  den  Ausschlag 

des  Theilchens  die  Gleichung 

2n 
y:=sasin—  (vt  —  x  —  J  —  vx), 

wenn  die  Zeit  von  dem  willkürlich  gewählten  Momente  r  ab  und  die  Ab- 


2« 

*  Consequenter  Weise  nimmt  Airy  den  ganzen  Ausdruck  -^  (ot  —  x)  +  A  süb 

Maass  der  Phase. 
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ficissen  von  demjenigen  Punkte  ans  gerechnet  werden ,  der  znr  Abscisse  | 
hat.    Bezeichnet  man  vt  — £  durch  A^  so  ist 

y=sasin  —  {v(  —  j:  +  A), 

Die  Constante  A^  welche  hier  auftritt,  heisst  die  Phase  der 
Wellenbewegung. 

Wie  man  siebt,  herrscht  auch  nicht  einmal  die  nöthige  Uebereinstim- 
mnng  in  Bezug  auf  den  Begriff  Phase,  Die  eben  gegebene  Definition 
schliesst  sich  dem  Sinne  nach  an  die  Beer 'sehe  an. 

Statt  die  Bewegung  des  einzelnen  Punktes  in  der  Wellenbewegung 
und  die  Wellenbewegung  selbst  als  gleich  wichtige  Momente  hinzustellen, 
empfiehlt  es  sich  für  den  Unterricht,  die  Art  der  Bewegung  des  Punktes  als 
das  Wichtigste  hinzustellen ,  die  Wellenbewegung  erst  in  zweiter  Linie  fol- 
gen zu  lassen.  Es  entspricht  das  Gesagte  auch  der  physikalischen  Bedeu* 
tung  beider  in  der  Lehre  von  Licht  und  Schall.  Die  Attribute  der  Bewe- 
gung des  Punktes  werden  als  charakteristische  Kennzeichen  wahrgenom- 
men. Die  Wellenbewegung  hat  mit  der  Empfindung  und  Wahrnehmung 
Nichts  zu  thun. 

II.  Selbst  zur  Erklärung  der  Interferenzerscheinungen  ist  es  am  zweck- 
mässigsten,  nur  ein  Theilchen  ins  Auge  zu  fassen.  Wie  sich  dann  die  Re- 
sultate der  Rechnung  mit  Hilfe  dhs  Vorigen  vor  die  Anschauung  bringen 
lassen,  soll  jetzt  gezeigt  werden.  Es  Verden  dabei  zwei  Wellen  von  gleicher 
L&nge  und  von  gleicher  Intensität  vorausgesetzt. 

Die  beiden  concentrischen  Kreise  (Fig.  l)  haben  die  Radien  aund  &,  wo 
a  >  b.  Befindet  sich  ein  Punkt  vermöge  der  einen  Wellenbewegung  in  e 
(der  Hilfspunkt  in  (/),  vermöge  der  andern  in  k  (der  Hilfspunkt  in  g)j  so 
findet  man  seine  wirkliche  Lage ,  indem  man  die  Parallellage  constrnirt, 
wovon  dm  nnd  gm  zwei  aneinanderstossende  Seiten  sind,  und  vom  End- 
punkte f  der  Diagonale  ein  Perpendikel  fn  fallt.  Der  schwingende  Punkt 
ist  dann  in  n,  denn  kn  =  gh  =  m€.  Der  grösste  Werth  des  Ausschlags  ist 
offenbar  mf.  Die  resultirende  Schwingung  hat  mit  den  componirenden 
gleiche  Dauer.  Weil  nämlich  dm  und  pm  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Centri- 
winkel  beschreiben,  so  gilt  dasselbe  für  mf.  Und  haben  dm  und  gm  jedes 
eine  ganze  Drehung  gemacht,  so  hat  m/* dasselbe  gethan. 

Ist  dmp=  B  die  Phase  des  Punktes  bezüglich  der  einen  und  gmp  z=^ 
die  Phase  bezüglich  der  anderen  Wellenbewegung,  so  ist  fmp  die  Phase 
des  Punktes  m  für  die  resultirende  Bewegung.  Für  die  Tangente  dieses 
Phasenwinkels  fmp  hat  man 

mn      me  +  mk      h  sin  B  -^^  a  sin  A 
nf       de-\-'gk       b  cos  B -^  a^cos  A  ' 


Der     Ausschlag     ist    mf  =  j/ä'  -}-  6*  -^-  2aö  cos  (^A^  B).    Bekanntlich 
stimmt  das  hier  durch  directe  Anschauung  gewonnene  Resultat  mit  den  Er- 
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gebnissen  der  RechniiDg  Überein.  Werden  die  Bewegungen  des  Punktes  m 
in  Folge  beider  Wellenbewegungen  ausgedrückt  durch 

yz=a  sin  <  —  (r  ^  —  a?)  -J-  ^  >  und 

y^bsin  \^{vI  —  x)  +  b\, 

60  ist  die  resultirende  Bewegung 

y  —  csin  \-^(yt^x)  +  C\, 

wo  c  und  C  sich  durch  die  Gleichungen  c  cos  C  s=i  a  cos  A -^^  h  cos  B  und 
c  sin  Cs=  a  sin  A-^-b  sin  B  bestimmen.     Man  hat  dann  wie  oben 

c«  =  a*  +  6«  +  2ab  cos  (A—B) 
^      a  sin  A  +  b  sin  B 
^  acos  A'\'bcos  B' 

Um  sich  die  Aenderung  der  resultirenden  Amplitude  bei  verändertem  Pha- 
senunterscbiede  zu  veranschaulichen,  nehme  man  die  Phase  von  m  unter 
dem  Einflüsse  der  einen  Wellenbewegung  =3  0,  d.  h.  man  drehe  das  Pa- 
rallelogramm dm  gf  um  m  bis  md  mit  mp  zusammenfällt.  Aendert  man  dann 
den  Phasenunterschied ,  so  ergiebt  sich  die  resultirende  Amplitude  als  Seite 
eines  Dreiecks.  Die  beiden  anderen  Seiten  des  Dreeicks  sind  die  Amplituden 
der  Theilschwingungen  und  schliessen  d&s  Supplement  des  Phasenwinkels 
als  Winkel  ein.  Beschreibt  man  um  $  in  Fig.  2  einen  Kreis  mit  der  grös- 
seren Theilamplitude,  legt  an  pd  in  p  den  gegebenen  Phasenunterschied 
A  an,  so  ist  em  die  resultirende  Amplitude,  deren  Extreme  also  m(/=a-|-6 
und  m/'=  a  —  b  sind. 

Diese  Methode  gestattet  auch  ohne  Weiteres  den  Phaseounterschied 
für  eine  gegebene  resultirende  Amplitude  zu  construiren.  Will  man  die  ge- 
wonnenen Resultate  mittelst  des  für  Scbulzwecke  so  sehr  geeigneten 
Eisen  loh  raschen  Interferenzapparats  vor  die  Anschauung  bringen,  so  hat 
man  der  Wellenleiste  eine  solche  Lage  zu  geben,  dass  der  Abstand  des  An- 
fangs derselben  von  der  ersten  Nadel  der  sovielte  Theil  einer  Wellenlänge 
beträgt,  als  die  gefundene  Phase  von  2R  ist. 

Besonders  einfach  gestaltet  sich  die  ConstructioU;  wenn  die  Theil- 
schwingungen gleiche  Amplituden  haben.  Das  Parallelogramm  wird  dann 
ein  Rhombus.  Der  Phasenunterschied  für  eine  gegebene  re- 
sultirende Amplitude  ist  der  Centriwinkel  derjenigen 
Sehne,  deren  Abstand  vom  Mittelpunkt  des  Kreises  (Radius- 
Amplitude  der  Theilschwingung)  der  halben  resultiren- 
den Amplitude  gleich  ist. 

ITT.  Violleicht  werde  ich  bei  einer  anderen  Gelegenheit  das  hier  ge- 
gebene  Princip  noch  weiter  verfolgen.  Hier  möge  nur  noch  der  Beweis 
Platz  finden,  dass  die  Anzahl  der  Stösse  zweier  Töne  in  einer  gewissen 
Zeit  der  Differenz  der  Schwingungszahlen  für  dieselbe  Zeit. gleich  ist. 
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Die  Schwingnngsdaaer  sei  d  resp«  d',  wo  J  ^  ö\  die  Amplituden  seien 
gleich  und  zwar  =  c«  Wir  denken  uns  zwei  Hilfspunkte  von  a  (Fig.  3) 
ausgehend,  die  Peripherie  des  Kreises  durchlaufend. 

Im  Moment,  wo  der  sich  schneller  bewegende  Punkt  zum  ersten  Male 
wieder  nach  a  zurückgekehrt  ist,  befindet  sich  der  sich  langsamer  be- 
wegende in  b.   Der  Bogen  ba  wurde  letzterer  in  der  Zeit  Ö — ^  durchlaufen, 

wodurch  sich  die  Lange  dieses  Bogens  zu  — j— 2c9cergiebt.  DieAmpIitnde 

ist  jetzt  nicht  mehr  das  Maximum  2  c,  sondern  sie  ist  nach  dem  Früheren 
geringer,  nämlich  die  von  tn  ausgehende  Diagonale  des  aus  ma  und  mb  zu 
bildenden  Parallelogramms.  Das  Maximum  wird  wieder  eintreten ,  wenn  der 
Phasen  unterschied  2n  geworden  ist.  Die  zwischen  zwei  Maximis  verflles- 
'  sende  Zeit  ist  also  gleich  derjenigen  Zeit,  worin  der  sich  schneller  bewe- 

gende  Punkt  2c n; : —V — 2C7cmal  die  ganze  Peripherie  durchläuft.     Es  ist 

also  Zeit  zwischen  zwei  Maximis:  - — r? ,  Zahl  der  Maximis  in  der  Zeiteinheit: 

o  —  0 

—---7-  =  -7  —  —  und  darin  liegt  der  Satz. 
od         0        0 

Schliesslich  darf  ich  nicht  unerwähnt  lassen ,  dass  ich  die  erste  An- 
regung zum  Vorliegenden  der  im  Artikel  58  der  Physik  von  Thomson  und 
Tait  gegebenen  Construction  verdanke. 

Duisburg,  den  20.  December  1869. 

Krümmb. 


XXI.      Bemerkung  zu  der  Bestimmung  der  Abplattungsgrenzen  ftr  das 

Erdsphäroid  f—  und  —  j  ans  der  Nntation. 

(Hiefzu  Taf.lV,  Fig.  4  u.  5.) 

Im  fünften  Buche  seiner  Mäcanique  Celeste  Stiiz  14  findet  Laplace  bei 
Untersuchung  der  Nutation  der  Erdaze  die  Formel 

2  C  -  v4  —  ^  _       0,00519323 

c  1  +  ßTöjmn  ' 

Hierin  ist  ß  eine  gewisse  aus  den  Bewegungen  und  der  Masse  des 
Mondes  zu  berechnende  Constante;  C  das  Trägheitsmoment  der  Erde  für 
die  Hotationsaze,  J  und  B  die  Trägheitsmomente  für  zwei  äquatoriale  Azen. 
Indem  nun  das  Verhältniss  der  Trägheitsmomente  berechnet  wird,  ergeben 
sich  zwei  Grenzen  für  die  Abplattung : 

1.  wefln  die  Erde  homogen  vorausgesetzt  wird ,  sich  also  der  Einfluss 

der  Vertheilung  der  Dichte  eliminirt:  — — ; 
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^>v^^^»w^<^rf^rf 


2)  wenn  die  Masse  der  Erde  im  Mittelpunkte  concentrirt  gedacht  wird, 

also  ebenfalls  jener  Einflass  hinwegfallt:  —  • 

578 

Abgesehen  nnn  von  den  Correctionen ,  derep  die  von  Laplace  be- 
nützten Zahlenwerthe  gemäss  neuerer  Beobachtungen  bedtirfen  mögen,  ist 
es  doch  auffällig,  dass  aus  der  Nntation  eine  obere  Orenae  der  Abplattung 
folgt,  die  schon  kleiner  ist  als  die  geodätisch  bestimmte;  da  mm  aber  die 
Voraussetzung  für  die  obere  Grenzen  den  thatsächlichen  Verhältnissen  über 
die  Vertheilung  der  Erdmasse  durchaus  nicht  entspricht,  sondern  diese  Ver- 
theilung  sich  sehr  beträchtlich  von  der  Homogenität  entfernt  und  der  Vor- 
aussetzung ftir  den  kleinern  Werth  nähert,  so  scheint  es,  als  müsse  dieser 
astronomisch  bestimmte  Werth  der  Abplattung  sich  beträchtlich  von  dem 
geodätisch  bestimmten  entfernen. 

Folgende  kleine  Rechnung  wird  aber  zeigen,  dass  dieser  Schluss  nicht 
gerechtfertigt    ist,    weil     sich    nachweisen    lässt,    dass   das   Verbältniss 

constant  ist  ftir  alle    congruenten  Rotationsellipsoide,    die  aus 

ähnlichen  homogenen'  Schichten  bestehen;  gleichgiltig ,  wie  sich  die  Dichte 
von  Schicht  zu  Schicht  ändert. 

Wenn  nun  auch  Laplace  nachgewiesen  hat,  dass  die  Erde  nicht  aus 
ähnlichen  Schichten  bestehen  kann,  sondern  dass  die  Ellipticitäten  der 
Niveaus  nach  dem  Mittelpunkte  zu  abnehmen  müssen ,  so  liegt  doch  gewiss 
der  wirkliche  Zustand  der  Erde  bei  der  geringen  Abplattung  der  obersten 
Schicht  der  Zusammensetzung  aus  ähnlichen  Schichten  sehr  nahe,  und  es 
kann  damit  der  aus  dieser  Voraussetzung  abgeleitete  Werth  der  Abplattung 

—  als  sehr  nahe  übereinstimmend  mit  den*  wirklichen  Verhältnissen  ange- 

« 
sehen  werden. 

Die  Berechnung  der  Trägheitsmomente  gestaltet  sich  folgendermassen : 
1.  Berechnung  des  Trägheitsmoments  einer  unendlich  dünnen  homo- 
genen von  ähnlichen  Rotationsellipsoiden  begrenzten  Schicht  in  Bezug  auf 
die  Rotationsaze.  Das  Trägheitsmoment  eines  unendlich  dünnen  homogenen 
Ringes  vom  Querschnitte  9,  dem  Radius  r  und  der  Dichte  q  beträgt  für 
seine  Axe : 

Die  ellipsoidische  Schicht  lässt  sich  in  Kreisringe  vom  Querschnitte 
(Fig.  1) 

L  Z,  MMi  =  -—  ,dy  .  dy 

Oy 

und  dem  Radius  rc=a;  zerlegen,  wo  wy  die  Coordinaten  des  Punktes  L  in 
der  Ellipse  ay  bezeichnen.   Nun  ist  aber 
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bezeichnet  c  die  kleine,  a  die  grosse  Halbaxe  des  Erdsphftroidsi  so  ist  ferner 
nach  der  Voraussetzung  ähnlicher  Schichten: 

f»  =  —  r,    alsoa:=:-/y*— y*, 
und 

?^,/y  =  f_    yjy_ 

dy    ^       c    j/f^f' 
Mithin  ist  das  Trägheitsmoment  des  Ringes  mit  dem  Querschnitte  LL^  Af^,, 
wenn  die  Dichte  der  Schicht  ay  gleich  q  gesetzt  wird: 

Tr  =  27t^dydyQ.x' 


7 
=  2ä^  .  ^  .  y  (/'— y')  dy  dy. 


a' 


Hieraus  folgt  das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Schicht  zu 


;  =  4:rp  -,  y  dy  .J  (y'-y^j  dy 


0 
Das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Ellipsoides  ist  folglich 

0 
2.  Berechnung  des  Trägheitsmoments  einer  homogenen  von  ähnlichen 

Ellipsoiden  begrenzten  Schicht  in  Bezug  auf  eine  Aequatoraxe. 

Wir  zerlegen  die  homogene  Schicht  durch  parallele  Ebenen  senkrecht 

zur  Aze  des  Moments  in  elliptische,  ähnliche,  unendlich  dünne  Hinge.    Die 

Ebene  eines  Ringes  stehe  um  £  vom  Mittelpunkte  des  Ellipsoides  ab ;.  dann 

sind  die  Halbaxen  vX  des  Ringes  (Fig.  2): 

a 
Ein  Punkt  des  Ringes  stehe  um  r  vom  Mittelpunkte  des  Ringes  ab  und  habe 
gegen  den  Aequator  die  Anomalie  <p\  dann  beträgt  das  Ringelement  am 

Ende  von  r: 

dr 
rd^dq>.^dy, 

also  ist  das  Trägheitsmoment  des  Ringes 

TT 
2 


r»  ^dyd^d(p. 


Nun  ist 


dy 

0 


V»  A'  ö«  y»  -  c»  I* 


V*  sin*  9>  +  A*  cos*  (p      «*  sin*  9>  +  c*  cos*  qp  * 
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'■  .^  ^  r-  y*^^^  y  .^  '     .    *  -^  «i*.^-^.  ^  ^  ^  ^  ^^  .^^^.^.^.^■^'•^■^'■Ä 


Hieraus  folgt 


3r  ,  rt'y 

dy—  ' 


also 


^  y  J^  (a*  sin^  9  +  c'*  C05'  9)  (a*  y»  —  c*  |»)  ' 


ff 
2 


0 

a*  +  c« 


öc' 


7r^y(a»y»-c»g«)rfS<'y- 


Mit  Hilfe  dieses  Werthes  ergiebt  sich  für  das  Integral  über  die  Schiebt 
uy\ 

a 


0 


= 3^r— ?r  rfy- 


Hieraus  folgt 


c 


Vergleicht  man  hiermit  den  oben  gefundenen  Werth  von 


3c'  '-''''• 


e 
Qy*dy, 


0 
80  ergiebt  sich  der  Beweis  des  Satzes : 

Das  Verbältniss  der  Trägheitsmomente  eines  aus  homogenen  ähnlichen 
Schichten  zusammengesetzten  Rotationsellipsoides  für  die  Rotations-  und  für 
eine  Aequatoraxe  ist  nur  abhängig  von  den  Dimensionen,  nicht  aber  abhängig 
von  dem  Gesetze,  nach  welchem  die  Dichte  von  Schicht  zu  Schicht  variirt. 

UiCHARD  Hboer. 


XI. 

Die  Integration  der  gewöhnlic&en  und  partiellen  Di£fe- 
rentialgleichungen  durch  die  Methode  der  Trennung 

der  operativen  Symbole. 

Von 

Dr.  Fbiedrich  Gbelle  , 

Professor  am  Polytechnikum  bu  Hannover. 


Die  Methode  der  TrennuDg  der  operativen  Symbole,  kurzweg  auch 
der  Operationscalcül  genannt,  scheint  in  Deutschland  weniger  Eingang  und 
Anwendung  gefunden  zu  haben  als  in  England  und  Frankreich.  Während 
nämlich  englische  wie  französische  Mathematiker:  Gregory,  Murphy, 
Carmichael,  Servois  und  Andere  sich  mit  Vorliebe  dieser  Methode  be- 
dienen, existirt  meines  Wissens  in  der  deutschen  Literatur  nur  eine  lieber- 
Setzung  des  Carmichael*  sehen  Werkes  über  diesen  Gegenstand.  In  der 
Recension  dieser  Uebersetzung  (siehe  diese  Zeitschrift  Jahrgang  II,  S.72) 
wird  richtig  bemerkt,  dass  der  Operationscalcül  ohne  Frage  ein  vortreff- 
liches Heproductionsmittel,  aber  auch  nur  dieses,  sei.  In. der  That,  der 
Grund  für  seine  Zulässigkeit  liegt  nur  in  dem  voraus  geführten  Nachweis  der 
Kichtigkeit  seiner  Resultate.  Diesen  Nachweis  zu  liefern  zunächst  in  Betreff 
der  gewöhnlichen  und  partiellen  Differentialgleichungen  gewisser  Art  ist 
der  Zweck  folgender  Abhandlung.  Vielleicht  lenkt  sie  von  Neuem  die  Auf- 
merksamkeit der  deutschen  Mathematiker  auf  ein  Operationsverfabren, 
welches  seiner  Einfachheit,  Einheitlichkeit  und  Kürze  halber  einen  Platz 
in  den  Lehrbüchern  der  Integralrechnung  verdient. 

I.    Die  gewöhnlichen  linearen  Differentialgleichungen  mit  conatanten 

Coefiäcienten, 

Die  allgemeinste  Form  dieser  Gleichungen  ist: 
1)    D^y  +  an-,  D^-^y  +  a„-.2  />"-2y  +  ...  +  «,  />'y  +  «i  Df/+a,yr=  /x, 

ZeiUchrifl  f.  Mathematik  o.  Physik,  XV,  5.  21 
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wo  y  eine  Function  von  a?,  Dv  die  p**  Abgeleitete  von  y  nacb  a?,  d.  i.:  -r^^ 

nnd  Aq  ,  ^1 . . .  On-x  Constante  bedeuten. 

Angenommen  die  n  Wurzeln   der  in  k  algebraischen  Gleichung  n^^ 
Grades : 

seien : 

^1 »     ^f  >     "••••"«» 
so  hat  man,  wenn  die  Summen  der  Combinationen  ohne  Wiederholung  der 
(n  — 1)  ersten  dieser  Wurzeln  beziehentlich  zur  1^*",  2^""...  Classe  mit  S, , 
iS, ...  bezeichnet  werden  und  man  die  eineCombination  bildenden  Elemente 
als  Factoren  betrachtet: 

««-3  =  -(ArnS^+5,), 
3) 

Durch  Einführung  dieser  Werthe  in  die  gegebene  Gleichung  1)  kommt 
diese  auf  die  Form : 

D^y  -  S,  D^-^y  +  S^D^-^y  -  5,2>«-3y  +  -  . . . 

-knD^'^y  +  knS,D^^y^knS^D^'^y+^,.. 
oder  wenn : 

gesetzt  wird: 

DU'-'knU=^f{x), 

welche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  bekanntlich  die  Lösung  hat: 
5)  u  =  eK'  [fer-f'n'fxdx+Cn  |. 

Hiermit  ist  zunächst  gezeigt,  dass  die  Gleichung  l)  n^^^  Ordnung  zu- 
rückführbar ist  auf  die  Gleichung  (n— l)*"  Ordnung: 

i2)»-iy  -  S,  D^'-'y  +  5,  D'^y  -+ . . . 
+  (-  Vr-^Sn^D^y  +  (-  l)"-25„_22^y  +  (r-^y-'S^ty 

deren  Coefficienten  zusammenfallen  mit  denen  der  algebraischen  Gleich- 
ung (« — l)*®"  Grades,  welche  sich  durch  Division  von  (2)  durch  A:— Är„  er- 
giebt. 
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Dieselbe  Gleichuog  6)  kommt  aber  auch  dadiireb  eq  Stande,  dass  man 
in  1)  das  operative  Symbol  D  zunächst  von  der  zngehörigen  Function  y 
trennt,  diese  als  gemeinschaftlichen  Factor  sämmtlicher  Glieder  linker 
Hand  sieht,  den  andern  Factor: 

N  ^D^  +  an-\D^-^  + ...  +  a^LI'  +  a^D  +  a. 
durch  das  Frodact  seiner  linearen  Factoren : 

7)  N^ {D-k,)  (D^k,)...  (D^kn) 

ersetzt,  D— ä:«  weg  dividirt,  die  übrigen  Factoren  wieder  ansmnltiplicirt 
nnd  endlich  die  rechte  Seite  in  Hücksicht  auf  die  Definition: 

8)  (2^- A:„)-i  f(x)  =  A *  j  / e-^n'  fx  dx  +  Cn\ 
in  einen  realen  Werth  transformirt. 

Was  für  den  Factor  D—kn  bewiesen,  gilt  für  jeden  andern;  nachdem 
also  dnrch  Division  mit  D — k^  die  gegebene  Gleichung  n^®*^  Ordnung  ver- 
wandelt ist  in  eine  Gleichung  (n—iy^^  Ordnung,  kann  man  diese  durch 
Division  mit  i>— A:,«i.auf  eine  (n—2)*«*"  Ordnung  zurückführen  u.  s  w.  fort, 
bis  linker  Hand  nur  noch  y  —  die  gesuchte  Function  —  übrig  geblieben. 

Dieser  Nachweis  von  der  Anwendbarkeit  der  Methode  der  Trennung 
der  operativen  Symbole  auf  die  Lösung  von  Gleichungen  von  der  Form  1) 
bedurfte  keinerlei  Voraussetzung  über  die  Art  der  Wurzeln  Atj  ,  Ar« ...  A:«  — 
ob  reell  oder  imaginär,  ob  gleich  oder  ungleich  — ;  das  angegebene  Ver- 
fahren ist  also  unter  allen  Umständen  zulässig.  Je  nachdem  aber  die  be- 
treffenden Wurzeln  die  eine  oder  andere  Qualität  haben,  erscheinen  die 
Schlussformeln,  deren  Kennfniss  die  Rechnung  bedeutend  vereinfacht,  un- 
ter verschiedenen  Formen,  weshalb  dieselben  im  Folgenden  unter  allen 
Modalitäten  entwickelt  werden  sollen. 

a)    Die  Wurzeln  Äff ,  Ar« . . .  Ar^  sind  ungleich. 

Nach  den  Divisionen  mit  D  —  Ar»  und  mit  D — Arn— i  hat  man: 
y(2)-A:0...(/>-Ar„.2) 

oder,  wenn  die  eine  Integration  rechter  Hand  ausgeführt  wird,  indem  man 

e^*i»-*«-i)'rfar  =  dM,      -— — =«, 

Af,i-^Afn_i  , 

Te— ***  fxdx^v^      «-*n'  fx  dx=s  dv 
setzt : 

jf(/>-A:0...(/>-Ä:„_2)  , 


kn       Afn.«! 

So  fortfahrend  erhält  man: 


21* 
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y(/)-Ar,)...  (/)—*,_,) 

und  endlich,  wenn  die  Abgeleitete  von  7)  nach  2>  für  /)=/rii,  Ar,,.]  . ..  Ar,,  Ar^ 
kurzweg  beziehentlich  mit  iV'„,  iV"«_i ...  iV', ,  JV',  bezeichnet  wird: 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  man  auch  den  ganzen  Factor  N  auf  einmal 
wegdividiren  kann.   Der  rechter  Hand  erscheinende  Bruch 

Jl_ 1 

^^^  A^""(2>-Ar0(/>-Ar,)...(/^-M 

wird  darauf  gerade  so  in  Theilbrtiche  zerlegt,  als  ob  D  eine  algebraische 

Grösse  sei  und  jeder  mit  fx  multiplicirte  Theilbruch  alsdann  nach  8)  in  ein 

Integral  umgesetzt. 

Auch  für  den  Fall  complexer  Wurzeln  führt  dasselbe  Verfahren  zum 

richtigen  Resultat. 

Ist  nämlich : 

12)  Ui=P  +  ^^ 

und  setzt  man : 

(P  — ^8  —  ^0  (P  — ^4—^0  •••(P-^^n  —  ^0  ='«  —  ««> 

80   erhält  man  zunächst  nach  10)  als  die  den  Wurzeln  12)  entsprechenden 
Theile  der  gesuchten  Function : 

2qt  (wi  +  fii)  \J  '  ^  ^  S 

2qt{m—ni)  \J  ^  ^  S 

was  durch  die  Benutzung  der  bekannten  Definition: 

auf  die  Form : 

cP*        \  {fn  sinqx — ncosqx)  j  e-'P*  cosqx  f{x)  dx 

14)         ^lm*+n«)  i  C 

f  —{nsinqx  +  mcosqx)  j  cP'  sinqx  f{x)dx 

+  eP'  Asin{qX'{'B) 

gebracht  werden  kann.    Die  Integratipnsconstanten  A  und  B  sind  so  ein- 
geführt, dass 


Von  Dr.  F.  Obbllb.  30  t 


^-■»  •  j  .«^.^-^ 


^'  ^*  -^Ä^nB, 


2qi  (m  +  ni)      2  qi  (m— «i) 

^«      -+~— ^? :r=.AcosB. 


2q  {m  +  ni)      2g(m  — nt) 

Derselbe  Werth  14)  ergiebt  sich  aber  auch,  wenn  man  11)  unter  Vor- 
aussetiung  12)  in  reelle  Theilbrüche  zerlegt.  Die  den  Wurzeln  12)  ent- 
sprechenden Brüche: 

1111 
2qi{Tn  +  ni)D'-{p  +  qi)      2qHrn'-nt)  2>  — (p  — 5^«) 
setzen  sich  nämlich  zusammen  zu: 


1  (  mq  D—p 


•  I   «t  (• 


q  (m*  +  «»)   }  {D-py  +  q'         (JD -^  py  +  q 

Dividirt  man  aus,  multipticirt  darauf  mit  fx  und  erweitert  die  Defi- 
nition 8)  in : 

15)  {D  -"  knY-f  fix)  =  eK'  j  «-**'/•(«)  dscP , 

so  erhält  man : 

2  4  \ 

i^lßH-;»-'  l  e-v^  fix)  dx^  --  q^  eip*  j  er-v*  f{x)dix^  + 
q^eP'  j  e'P'  f{x)dx^—  +  ..,\ 

]-.„      eP'    je-P'/'ix)dX''q^eP'je-P'f(x)diX^  + 

5 
q*eP'  ferP'f(x)da^ — h...J 

welcher  Ausdruck  sich  unter  Benutzung  der  leicht  abzuleitenden  Formel : 
fpdx^^- i— p  j  af'-^Jpdx--{n-l)x^-''JxPdx 

16)  +("^)_^z:!)^»-3y;./>d^ 


—  +  ...±jx^'^Pdx\ 


in  14)  verwandelt. 


ß)   Unter  den  Wurzeln  seien  «-gleiche: 

Af|  =>  Afj  =  . .  •  =3  '<^fn— 1  ^  ^m» 

Dividirt  man  zunächst  die   den  ungleichen  Wurzeln  entsprechenden 
Factoren : 
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weg ,  so  bleibt  zu  behandeln  übrig : 

17)  y(/>-M'"=  2   — N 

wo: 

Dividirt  man  jetzt  mehrere  Male  nach  einander  mit  (2>  — .-  k^ ,  so  er- 
kennt man  bald  als  Schlussresultat: 


18) 


»T      ^  J-  I.      \m  T  117     /  r.  f .    \ 


P  C*?  ~~  "mj 


■"p  C"iii  ^  «|i) 


w— 1 


c*».*  /c-*m*/'(a;)  da:"-*  c*«*  /«-*»*  /"(x)  dar 


Dieses  ist  wieder  genau  derselbe  Werth,  welcher  sich  ergiebt,  wenn 
man,  D  als  algebraische  Grösse  betrachtend,  wie  folgt  zerlegt: 

1 -^m+l       ■        -^m+l       , 

(/>- Ä»r  (^- *-+i)  •••  (^ -*»)■"  ^ -*-.+ 1  -p  -  *».+2 


Ift) 


Die  Uebereinstimmung  der  Coefficienten  w^M-fi  >  -^m+s  •  •  •  '^n  mit  denen 
im  ersten  Theile  der  Summe  rechter  Hand  in  18)  erkennt  man  sogleich  und 
die  der  übrigen  durch  folgende  Betrachtung.   Sei : 

20)  (/>-^m+i)...(/>-Ar„)=      ^ 

so  giebt  19) : 

21)  9'W  =  ^m  +  (/>-^Ar„)^«^i  +  (2?^Ä„)«J„_2  +  ..., 

woraus  durch  Differentiation  nach  2>  und  nachheriger  Vertauschung  des  2> 
mit  Arm  folgt : 

1 


9>W      • 


-^m  =  9(^)/>=*«  = 


+ 

+ 


(*m  —  ^m+l)  ...  (Arm  —  Ar«) 

1 1 

(Afm+1 — Af,mf 2) . . .  (Ar m+1 — Ar«)  Ar« — Arm+i 


=  'v 


(*»-*m+l). .  .(*,-*,-i)  *«-*,         j£j     N,  (4-A.) 
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'  w^-«  ^--^•^/■•^  ^  -^  ^  -'^^  -^•^'^'^■^^^-'"^^^^■^•'^^r^'V^^^^^^^'^^i^ 


und  so  fort.  Multiplicirt  man  also  nach  Bestimmang  der  Coefficienten  die 
Gleichang  19)  mit  f{x)^  transformirt  jeden  Summenden  rechter  Hand  mit 
Rücksicht  auf  15)  in  ein  Integral ,  so  ergiebt  sich  als  gesuchte  Lösung  wie- 
der 18). 

Beispiel. 
Für: 

dj^        dx* 
ist: 


n.   Die  partiellen  Differentialgleicliuiigen  mit  oonstanten  Coeflloienten. 
Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  Gleichungen  von  der  Form: 

a»z  a"g  a"g 

Indem  wir  wieder  von  der  algebraischen  Gleichung  2)  ausgehen  und 
das  System  3)  benutzen,  wird  22)  reducirt  auf  die  Gleichung  (n  — 1)*«*^ 
Ordnung : 

a^ 

falls  u  die  Lösung  der  Gleichung : 


+  (-i)-is;.,:— ^=«, 


also :  * 

25)  t/  =  F(a?,y)  +  if;  (v  +  Ar««) 
ist ,  wo  die  Function  F  definirt  wird  durch : 

26)  ^(^,y  —  Ar«x)  =Jfix,y  —  knx)  dx 
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und  ^{y  +  knX)  eine  ganz  beliebige  von  t:=y  +  k^x  abhängige  Fanction 
bedeutet. 

Dieselbe  Gleichung  23)  lässt  sich  auch  folgendermassen  aus  22)  ah- 
leiten. 

Bezeichnet  man  die  p^®  Abgeleitete  von  z  nach  x  mit  B^z,  von  z  nach  y 
mit  i^t^«,  so  kann  man  22)  zunächst  schreiben: 

27)     />»»  +  On^i  2)"-l2>,  z  +  an^2  i^»-^/^,*«  +  . . .  +  «o  ^i"«  =  /"(^.y)- 

Wird  jetzt  z  von  den  operativen  Symbolen  D  und  i>|  getrennt,  so  muss 
sich  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  der  Factor  von  z  zerlegen  las- 
sen in  die  nach  D  und  />|  linearen  Factoren : 

D  —  k^D^,     D  —  k^Di,  ...  D'-knD^. 

Man  erhält  also  durch  Division  mit  D  —  i^nA  a^^  ^^7): 

28)  z (/>-*»/),) (ie>-^.A)...(i>-Ar„.,A)  =  (i>-^«z>,)-V(^,y). 

Nach  8)  ist  aber : 

führt  man  demnach  noch  die  Definition  ein: 

29)      e^'^ifix.y^^fix.y  +  ax),     ö«y^/'(^,y)  =/'(a;  + ay,y), 
welche  auch  als  Consequenz  der  Trennung  der  operativen  Symbole  aus  der 
Formel  des  Taylo raschen  Lehrsatzes  betrachtet  werden  kann: 

so  findet  man  leicht  vollständige  Uebereinstimmung  der  Gleichungen  28) 
und  23),  was  bewiesen  werden  musste. 

Nachdem  die  rechte  Seite  in  28)  in  ein  Integral  übertragen,  giebt  die 
weitere  Division  der  so  erhaltenen  Gleichung  durch  D — kn—\D^\ 

\^Je(^n-K^i)»r>idx  j   /c-*n'^i/*(a',y)rfa^  +  i(;y  j  +9(y)], 
oder  wenn  man  eine  Integration  ausführt,  indem  man  setzt: 

eC*»  —  *^-!)«*^!  dX=:du,  ;r- ; ^--     =M, 

(^n-Ar„.i)/?, 
j e-'^n'^i  fix.y)  dx  =  r,      (r^nxD^  f(x,y) dx^^dv, 

^ kn-f^x  \  J  '^*""^'  ^  J  /"(^»y)  ^y  +  *«  (y) 

So  fortfahrend  erhält  man  schliesslich : 
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^  '  ^  « 


30)    ^=21 Fp""^ +  Vviy  +  f^v^) 

wo  N'p  wieder  die  frühere  Bedeutung  [siehe  10)]  hat. 

Beispiel: 
d^  z  d*z      ,  d^z  d^z      .       d^z       ... 

dar  dardy  ox^cy*  dxoif  dy* 

Die  betreffende  algebraische  Gleichung  hat  die  vier  Wurzeln  1,2,3*4; 

deshalb  ist: 

3  3 

=  _  _  ^ 

3  3 

_l  _  -j  _ 

+  ifi(j/+^)  +  *t(y  +  2*)  +  •*'.Cy  +  3a?)+  1^^4(^+40?) 

^"280""*"-^  *p(y+i^^)- 

Bei  der  Anwendung  der  partiellen  Differentialgleichungen  auf  die  Lö- 
sung physikalischer  Probleme  ist  der  schwierigere  Theil  der  Rechnung  mei- 
stens der,  eine  Function  zu  suchen,  welche  nicht  nur  einer  gegebenen  Dif- 
ferentialgleichung, sondern  auch  gewissen  gegebenen  Bedingungen  genügt, 
«  wodurch  die  willkürlichen  ^-Functionen  der  allgemeinen  Lösung  bestimmt 
werden.  In  der  gewöhnlichen  Weise  ausgehend  von  particulären  Integra- 
len, wählt  man  wo  möglich  letztere  gleich  so,  dass  sie  einige  oder  alle  Be- 
dingungen erfüllen,  und  bildet  aus  der  particulären  Lösung  die  allgemeine. 
Aber  auch  diesen  meistens  wichtigeren  Theil  des  mathematischen  Problems 
behandelt  man  häufiger  weit  einfacher,  wenn  man  die  allgemeine  Lösung 
30)  statt  einer  particulären  als  Ausgangspunkt  nimmt. 

So  hat  man   z.  B.  für  die  bekannte  Gleichung  aus  der  Theorie  der 
Schwingungen : 

wenn  nach  y  integrirt  wird:  * 

2  =  e«»^-^j(x) +  «-«»*' 1(^,(03^«  tf;,(ir+ay)  +  ^,(a:-ay). 

Soll  die  Lösung  die  Bedingungen  erfüllen : 

dz 
für  y  =  0  ist  z  =  f(x)  und  ^  =  F(x), 

so   erhält  man   zur  Bestimmung   der  beiden  bis  jetzt  ganz  willkürlichen 
Functionen  ^^j  und  if;t : 
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'  ^0^^^^^^  J^-r  ^^^. 


woraus : 


*i  (^)  ^\  A^)  +^  y^^  ^^  +  ^» 


also  schliesslich: 

x—ay 
folgt.    (Vergl.:  Hie  mann,  „Vorlesungen  über  partielle  Di£ferentialgleich- 
nngen,  herausgegeben  von  Hatten dor ff,  S.  111  —  113.) 

-  -  Das  Hauptmoment  der  vorstehenden  Beweise  liegt  offenbar  darin,  dass 
Gleichungen  n***"  Ordnung  auf  Gleichungen  (n — l)^**"  Ordnung  zurückftihr- 
bar  waren.  Für  partielle  Dififerentialgleichungen,  in  denen  Abgeleitete  ver- 
schiedener Ordnungen  vorkommen,  scheint,  im  Allgemeinen  wenigstens, 
diese  Beduction  nicht  möglich  zu  sein,  weshalb  wir  die  Anwendbarkeit  des 
Operationscalculs  auf  Gleichungen  dieser  Art  prüfen  müssen  durch  den  Ver- 
such :  ob  die  erzielte  Lösung  der  Gleichung  genüge. 
Setzt  man  in: 

wo  V  eine  Function  von  x  und  y  bedeutet ,  und  bestimmt  a  und  j3  aus : 

2aa  +  2&/3  +  d  =  0, 
so  wird  31)  reducirt  auf: 

a«»         8«»       a«» 

Nach  30)  würde  die  Lösung  dieser  Gleichung  sein : 
33)         p  =  «-•' ^1  {  c'^^P^i*-*  ^,  (y)  +  e-'  ^p^T^*  -^^  (y)  } , 
wenn 

Verwandelt  man  jeden  Factor  in  eine  unendliche  Reihe : 


^J"L  l.  miC»Ö    •   m   m   f» 

and  setzt: 

»i(y)  +  ^t  Cy) = f  (y) . 

j/p  2)»,  -  *  Iij,,  (y)  -  if;,  (»)]  ^F(tf), 
80  ergiebt  sich: 
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11  =  00 

.2« 


^   1.2... 2«^^    *         '   '^^  ^ 

Dass  in  der  That  dieser  Werth  die  allgemeine  Löunng  der  Gleichung 
32)  ist,  zeigt  seine  Einsetzung  in  dieselbe.   Man  hat  nämlich: 

In  diesen  Gliedern  geht  n  von  0  bis  od  ,  mit  Ansnahme  von 


3fl-l 


wo  n=0  nicht  mehr  zulässig  ist.  Vertauscht  man  deshalb  in  den  beiden 
ersten  dieser  Glieder —  im  letzten  ist  es  nicht  nothwendig ,  weil  sich  alle 
Glieder  dieser  Art  sogleich  aufheben  —  n  mit  (n+l),  so  hat  nunmehr  der 
Index  tiberall  dasselbe  Intervall.   Formt  man  also  um ; 
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*  ^  •^'•^  ^  ^  •^•^^■^  -^  ^  ^^-^  -^N^-r  ^  ^  ^  ^  ^^.^.^■^  •'«r'^rf   •  ^  ^-'i^-^-^.••■-rl^■•^^^.^.^^^•-^v 


i;r:S^^^^'*-*)'^(^— *) 


j 


-2  fTTÜ  «'*''-')**'''<»-'") 


-2 


a:»» 


u 

80  zeigt  die  nanmehrige  Einsetzung,   dass  der  Werth  34)  der  vorgelegten 
Gleichung  genügt. 

Die  Bednction  von  31)  anf  32)  geschah  nnr,  um  die  Ausdrücke  etwas 
zu  vereinfachen.  Man  hätte  auch  direct  von  81)  ausgehen  können.  Hierbei 
wäre  man  auf  Grössen  von  der  Form : 

e*''^^W+/iÜ>r+y .  y  (y) 
gestossen  und  hätte  nunmehr 

setzen  müssen. 

Wir  nehmen  als  Beispiel  die  Gleichung  zwischen  der  Temperatur  z, 
der  Zeit  y  und  der  Ordinate  x  ein^s  in  allen  Schnitten  winkelrecht  zur  d;- Axe 
gleichmässig  erwärmten  Körpers: 

d^z      1    ^z  _^ 

Die  allgemeine  Lösung  ist. 

t  =  e-l  ''^«  .  ^,  (y)  +  «-P^  ^. (y) 

oder  veno  man  die  Exponentialgrössen  in  Beijien  verwandelt  und  darauf: 

y^.[t<'t(»)-ifi(y)]  =  ny) 

setzt : 

Soll  z  für  sf=30  den  Werth  ^{x^  erhalten,  so  hat  man: 


woraus : 
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^r(y),=o  =  9"(*),=o.       ^  F"(»)9=0=1»'(*)«=0 


n.  B.  w.  folgt.   Nach  Fourier's  Satz  ist  aber: 

+  00 


da  I  dkfp(X)cosa(X'-x)f 


9 

0  —OD 

_ao         +» 


9)'(a:)  =  -    ida    f  dkq>{X)  sinct  {k-^x), 


0  — » 

00  +• 


gjr(x)  = I  da   I  dk<p{k)co8a{k  —  x) 


0  —00 


Man  erhält  demnach : 

00  +» 

0  — » 

00  +00 


=:2    /rfa   I dk^kcosake-^^ff 


0  — 00 

oder  wegen: 

iL 

r-""»  C05  /yz  rf2  =  4  7/  ÜL  e    4i» 

in 
0 

+  00 


/• 


1      r  j_ 

/•(y)=       •  _    I  dk  fp{k)  e^i^y. 

—  00 

Durch  ähnliche  Schlüsse  erhält  man ,  ausgehend  von : 

T  +• 

^'(a:)  =  —     Ida    j  dkq>  (k)cosa(k—x) 

U  —00 

+  00  +00 

1       /•  ^'  ♦        /•  i'    A 

F(y):^ -=       dkg>\X)e'i:?i^—~=       dkg>{X)e-i:ry  — 

OD  — OD 
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Verwandelt  man  endlich  e  iä^y  in  eine  Reihe  nnd  setet  darauf  die 
Werthe  von  f{y)  nnd  F{y)  in  36)  ein ,  so  ergieht  sich : 

/         1  4-00 

= 7=    /  9(A)  dl  e     i^y  . 

2aynyJ 

(Vergl.  Riemann's  Vorlesungen   über  partielle  Differentialgleichungen, 
S.  107— 109.) 

Soll  die  gesuchte  Function  zwei  Bedingtingen  genügen,  z.  B. : 

für  y=3  0  sei  2  =  9(0:), 
„     a:  =  0    „    »  =  0, 
80  kann  man  den  nunmehrigen  Werth*yon  z,  wie  folgt,  aus  37)  ableiten. 

Zunächst  ist : 

4-QD  0  +<» 

—7=  /9a)rfAe-4ä^= — -=  /  + — -==  / 

—  00  —  00  0  . 

Die  zweite  Bedingung  entstand  aber  hier,  indem  man  sich  den  Körper 
den  halben  unendlichen  Raum ,  von  der  yz- Ebene  aus  nach  Seite  der  po- 
sitiven X  etwa,  ausfüllend  dachte.  Es  kommen  also  nur  positive  x  in  Frage, 
weshalb  man  die  Function  9  {x)  auf  das  Gebiet  der  negativen  x  beliebig 
fortfuhren,  z.  B.  9(— a:)=^(+«)  oder  ^{ — a;)=— (p(+a?)  a.  s.  w.  setzen 
kann.  Geschieht  Letzteres  eben  wegen  der  zweiten  der  gegebenen  Be- 
dingungen, so  ergiebt  sich  sogleich  durch  Vertauschung  des  4~^  ™i^  "^ 
im  ersten  der  beiden  letzten  Integrale  rechter  Hand : 

1         /^  r     (^*)'       .(^^1 

«= 7=     lvi})dk\e      4«'»     —e       4a»y      L 

2aynyJ  L  J 

0 

(Riemann^s  Vorlesungen,  S.  124, 1.) 


XIL 

Heber  Linsen,   welche   von  einem  homogenes  Licht  aus- 
strahlenden Punkte  ein  mathematisch  genaues  Bild  geben. 

Von 

W.  Graffweg 

EU  Maria -Laach  bei  Niedermendi|^. 
(Hiersa  Taf.  V,  Fig,  1  u.  2.) 


Zur  näheren  Begrenzung  der  .vorgelegten  Aufgabe  werde  bemerkt, 
dass  hier  zunächst  nur  ein  einziger  Uebergang  von  Strahlen  ans  einem 
dioptrischen  Mittel  in  ein  zweites  behandelt  wird.  Mit  Hilfe  der  einzigen 
Oberfläche ,  die  also  gesucht  wird  and  der  brechenden  Substanz  die  Eigen- 
Schaft  ertheilt^  homogene,  von  einem  Punkte  ausgehende  Lichtstrahlen  oder 
ihre  Verlängerungen  genau  in  einen  Punkt  zusammenaulenken ,  lassen  sich 
alsdann  Linsen  bilden,  indem  das  Mittel  durch  eine  zweite  Fläche  ab- 
geschnitten wird,  welche  zu  den  in  ihm  sich  bewegenden  Strahlen  senk- 
recht steht.  Es  tritt  nun  ein  doppelter  Fall  ein,  je  nachdem  der  abzubil- 
dende Punkt  eine  endliche  oder  unendliche  Entfernung  von  seinem  Bilde 
hat.  Bei  Annahme  des  letzteren  ergiebt  sich  ein  Kesultat,  welches  au  leicht 
aus  rein  geometrischen  Betrachtungen  gewonnen  wird,  als  dass  es  nicht 
längst  gefunden  werden  musste.  Schon  Cartesius  fand,  dass  das  ge- 
streckte Rotationsellipsoid  und  das  zweischalige  Botationshyperboloid  die 
in  Rede  stehende  Eigenschaft  für  die  der  Aze  parallelen  Strahlen  besitzen. 

Auch  wenn  der  leuchtende  Punkt  im^Endlichen  liegt,  muss  die  Grenz- 
fläche des  Mittels  eine  Rotationsoberfläche  sein ,  Wovon  man  sich  unschwer 
überzeugt,  wenn  man  sich  die  Linse  um  die  den  Lichtpunkt  und  sein  Bild 
verbindende  Linie  gedreht  denkt.  Denn  das  Bild  behält  hierbei  immer  seine 
Lage;  diese  Unveränderlichkeit  aber  ist  nicht  möglich,  wenn  nicht  ein 
jeder  Strahl  bei  einer  beliebigen  Drehung  der  Linse  überall  dieselbe  Ab- 
rundung  der  Oberfläche  trifft,  d.  h.  wenn  nicht  diese  eine  Rotationsober- 
fläche ist.  Daher  führt  sich  unsere  Aufgabe  auf  die  viel  einfachere  zurück : 
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„eine  Linie  als  Grenze  eines  in  einer  Ebene  gelegenen  dioptrischen 
Mittels  zn  bestimmen ,  welches  die  in  derselben  Ebene  verlanfenden  homo- 
genen Lichtstrahlen,  die  von  einem  Punkte  im  Endlichen  oder  Unendlichen 
ausgehen ,  in  einen  mathematischen  reellen  oder  ideellen  Pnnkt  zasammen- 
lenkt."  • 

2.  J)er  leuchtende  Punkt  A  in  der  Axe  der  Xhabe  die  Abscisse  —  a 
und  es  sei  a  ein^  positive  Orösse ,  die  entweder  endlich  ist  oder  für  den 
Fall  paralleler  Strahlen  als  unendlich  angenommen  werden  soll.  (Fig.  1.) 
Der  Vereinigungspunkt  B  liege  gleichfalls  in  der  OX  in  der  Entfernung  6 
vom  Anfangspunkte  0,  in  den  wir  den  Scheitel  der  Curve  legen  wollen,  so 
dass  die  Lichtstrahlen  von  der  negativen  Richtung  der  X  sich  zur  positiven 
hin  bewegen,  und  in  B  ein  reelles  oder  ideelles  Bild  erhalten  wird,  je  nach- 

dem  die  Abscisse  dieses  Punktes  ^  0  angenommen  wird.   Ein  zweiter  von  A 

ausgehender  Strahl  i^P  bilde  mit  dem  Axenstrahle  ÄO  den  Winkel  o,  wel- 
chen wir ,  wie  alle  noch  vorkommenden  Winkel  in  der  Richtung  von  -^OX 
zur  '\'OY\i\ti  als  positiv  zählen  wollen.  Er  treffe  die  Curve  inP,  dessen  Co- 
ordinaten  x^y  seien.  Die  in  P  berührende  Linie  PT  schliesse  mit  der  OX 
den  Winkel  a  ein.  Dann  ist  auch  a  der  Winkel,  um  welchen  sich  die  Or- 
dinate PQ  nach  jener  soeben  bestimmten  Richtung  um  P  herumdrehen 
muss ,  um  mit  der  Normale  "NVld  zusammenzufallen.  Der  grösseren  Deut- 
lichkeit wegen  trennen  wir  jetzt  die  einzelnen  Fälle,  die  je  nach  der  Lage 
von  AyByT^O  vorkommen  können,  von  einander.  Es  sind  deren  drei.  Denn 
ist  i  die  Abscisse  von  J,  worin  die  Tangente  die  OX  trifft,  so  kann  zu- 
nächst i^x  sein,  um  den  Uebergangsfall  /=»a*,  der  die  Scheiteltangente 
für  2P=^=0  charakterisirt,  nicht  zu   berücksichtigen.     Ist  nun  i<^x^  so 

kann  noch  t^  —  a  sein,  wofern  a  endlich  bleibt.  Untersuchen  wir  nun  zu- 
erst, was  stattfindet,  wenn 

ist.  Da  bei  positiven  Ordinaten  sowohl  a  als  a>  kleiner  als  ein  Rechter  sind, 
so  ist  durch  die  positive  Grösse  a—co  der  Winkel  gegeben,  um  den  sich  der 
Strahl  AP  drehen  muss,  um  in  die  Tangente  zu  gelangen.  Daher  ist  der 
Einfallswinkel  t  von  der  Normale  zum  Strahl  hin  gerechnet: 

n 

2  ^ 

Wird  nun  noch  mit  ß  der  Brechungswinkel  von  der  Normale  PM  zam  ge- 
brochenen Strahle  PB  hin  bezeichnet ,  so  ist 

I)  n.  sinß=^m,sinis=mco8(^a—a})^ 

wenn  m  der  Brechnngsexponent  des  Mittels,  worin  der  leuchtende  Punkt  A 
liegt,  ist,  upd  n  der  des  zweiten  Mittels,  das  die  abgelenkten  Strahlen  in 
sich  enthält.  Weil  nun  ferner  der  Winkel  von  der  Ordinate  PQ  und  dem 
gebrochenen  Strahle  PB  eingeschlossen ,  aus  a  und  ß  sich  zusammensetzt, 
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^^MMOWfc'm 


so  ist  der  Abstand  QB  des  Vereinigungspanktes  vom  Fosspunkte  der  Ordi 
nate  durch  die  Beziehung 

II)  y'iang(a+ß)=:^QB 

gegeben.  Um  hieraus  die  Formeln  für  negative  Ordinalen  abzuleiten,  brau- 
chen wir  nur  die  ganze  Figur  um  die  OJC  als  ihre  feste  Aie  wieder  in  die 
Ebene  des  Papieres  umlegen,  was  analytisch  geschieht,  indem  wir  mit  Bei- 
behaltung des  Zeichens  von  QB  die  Zeichen  der  Winkel  und  Ordinate 
wechseln.    Es  kommt: 

—  n  sinß=smcos{a—m)  und  y.tow^(a+/?)=  ö^> 
oder  unter  der  Bestimmung,  dass  ß  immer  durch  I)  gegeben  sei, 

III)  yiang{a--ß)=^QB. 

Daher  gelten ,  wenn  et  und  a>  nur  von  0  bis  ^  --  gezählt  werden ,  so  dass 

cos  a  und  cos  a  immer  >0  bleiben,  die  Formeln  I),  II)  für  positive  Ordina 
ten ,  I) ,  III)  aber  für  negative ,  so  lange 

X  '^i^  —  a 
ist. 

3.  Suchen  wir  jetzt  die  Beziehungen  für  die  übrigen  Fälle.  Ist  zu- 
näclist  /^^,  so  haben  wir,  indem  wir  einstweilen  a  bis  n  wachsen  lassen, 

für  positive  Ordinalen  immer  dieFormelnl)  und  II),  auch  wenn  a — a>>  — 

wird.  Dann  ist  nämlich  bei  immer  wachsendem  a  die  Normale  durch  den 
Strahl  AP  gegangen  und  auf  dessen  untere  Seite  getreten,  so  dass  nun  t 
negativ  ausfällt.  Weil  es  aber  für  die  folgende  Rechnung  bequemer  ist, 
den  cosa  immer  positiv  zu  halten,  so  führen  wir  statt  a  seinen  Nebenwinkel 
ffg  ein,  indem  wir  n+a^  statt  a  setzen,  weil  Uq  nach  jener  unveränderlichen 
Kichtung  gemessen,  negativ  werden  muss.   Wir  haben 

n5in^  =  — m  C05  (of^— w)  und  y.to«(/(ao+/5)  =ö^, 
oder  mit  Beibehaltung  der  Formel  I) :  n  sinßs=  m  cos  (a  —  w)  ergiebt  sich  für 
QB  die  Formel  III):   ytang(a^-'ß)  =  QB^   so  lange  die  Ordinalen  positiv 
sind.    Hieraus  leiten  wir,  wie  früher,  für  negative  Ordinalen  die  Formeini) 
und  II)  ab. 

Der  dritte  Fall,  wo  (<^— a  ist,  ergänzt  diesen  zweiten.  Denn  da  aus 
n  sinß  =  m  cos{ct^fo)  dasselbe  ß  folgt,  auch  wenn  a  mit  co  vertauscht  wird, 
der  Einfallswinkel  i  aber  negativ  gerechnet  werden  muss ,   weil  er  kleiner 

als  —  bleiben  muss,  so  verschaffen  sich  I)  und  III)  für  positive,  I)  und  II) 

aber  für  negative  Ordinalen  Oeltung. 

Daher  ist  die  Abscisse  b  des  Punktes  B  durch  die  Gleichung 

IV)  x  +  yjang{a±ß)=:b 

gegeben,  worin  bei  positiven  y  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nach- 
dem T  zwischen  ^und  A  liegt  oder  nicht,  während  bei  negativen  Ordinalen 
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das  Umgek  ehrte  stattfindet.    Diese  Gleichung  wird  nun  mit  Hilfe  der  Be- 
ziehungen 

n,sinß  =  in. cos fa— co)  und  tang «  =  --- 

^  "^  dx 

in  die  Differentialgleichung  der  Cnrve  verwandelt. 

4.'  Setzen  wir  — -  =  y',   so  finden  wir,  da  rosa  immer  positiv  bleibt, 

dx 

die  Gleichungen: 

y 


cosa=  .,      5i;i  of  = 


Ferner  ist,  wenn  r  die  Länge  des  ursprünglichen  Strahles  -<4  P  bedeutet : 

x4-a  y 

rose»  = ,     ««(o  =  ~ 

r  r 

und  daher: 

.  ^     (a?  +  ö)  +  yy'  r 

w^nn  /  die  Ableitung  von  r  nach  o:  ist.    Hieraus  gewinnt  man 

'     mr 
und 

lang  {cc  +  ß)  =  -^A^^^^  ^    ^  , 

oder,  indem  wir  durch  Multiplication  von  Zähler  und  Nenner  mit 

die  Irrationalität  des  letzteren  entfernen : 


te«öf(o  +  iS)  = 


n*y+mr]/f^  (l  +y «)  —  w«/^ 


n'  —  m*  r'* 


Hieraus  leitet  man  unmittelbar  die  Formel  für  iang(a—ß)  ab,  indem  man 
der  Wurzel  das  Zeichen  —  giebt. 

Daher  ist  die  Differentialgleichung  der  Qurve: 

V)  a?  — 6+     ^^  -^ ^ 1  '2  =Qi 

worin  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  der  Funkt  T  zwischen 
A  und  0  liegt  oder  nicht,  mögen  nun  die  Ordinaten  positiv  oder  ne- 
gativ sein. 

Ist  00  beständig  =0,  so  wird 

sodass  die  Ableitung  r'  =  l  einzusetzen  ist,  um  aus  V)  die  Gleichung  für 
den  Fall  paralleler  Strahlen  zu  erhalten. 

Schaffen  wir  durch  Multiplication  der  beiden  Gleichungen  Y)  in  ein- 
ander die  Irrationalität  weg,  so  muss  das  resultirende  Product 
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zwei  Lösungen  geben,  weil  es  die  beiden  DiflPerentialglcicbnngen  in  sieb 
entbält.  Da  der  Zähler  des  letzten  Gliedes  dnrch  «* —  m^r*  dividirbar  ist, 
so  erhalten  wir  darch  diese  Aufhebung  und  nach  Multiplication  mit  dem 
Nenner,  der  übrig  bleibt: 

n«(ar-Ä)«+2n2(a:-6)yy+«2y«y2-m«r'«(x-6)«— m»r'2y«=0, 
oder 

,  {  (x  -  ft)  +  yy^  I«  _ 
{x-bf  +  y^     -""• 
oder  endlich 

»  —  b+yy        .      / 

■/{x^bY  +  y^     - 
Beide  Seiten  sind  vollständige  DiiTerentialqnotienten,  und  wenn  wir  die 

•Grösse  j/(ä:— 6)^  +  ^*,  das  bt  die  Länge  des  gebrochenen  Strahles,  mit  s 
bezeichnen ,  so  erhalten  wir : 

VI)  w(*-.6)=  +  m(r— «), 
oder,  wenn  r  c=  i  gesetzt  werden  soll : 

VII)  n{8''b)^±mx 

als  Gleichungen  der  gesuchten  Curven  mit  Bestimmung  solcher  Constanten, 
dass  dieselben  den  Anfangspunkt  0  aufnehmen. 

5.  Betrachten  wir  zuerst  den  Fall  paralleler  Strahlen.  Um  rein  ana- 
lytisch die  beiden  Zeichen  von  mo;  zu  unterscheiden,  setzen  wir  aus  der  ra- 
tionellen Gleichung  VII): 

nV  =  {nb  +  mxy^n^  (^-6)«  +  n^y^, 
oder: 

w2y»  +  (n^—m^)  a?«  —  2w6  {n  +  m)  o:  =  0 
und  ihrer  Ableitung 

n^yy  +  (»* — m^)  ^  —  nb  («Ipm)  =  0 
sowohl  y^,  als  auch  yy  in  die  Differentialgleichung  V)  ein.    Als  rationelles 
Glied  kommt : 

(a:  —  ft)  (««  —  m*)  +  nb  (n  +  ni)  —  (n*  —  m^x 

n^  —  m* 
oder 

OT(m1jrn)6 
n*  —  m* 
Das  irrationale' Glied  aber  ist: 


oder 


n« 


mb  {nJ^m) 

n^  —  w* 

22 


I 
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Daher  wird  mit  Weglassang  des  gemeinschaftlichen  Nenners  die  Gleichung 
V)  dnrch  Trennung  der  Zeichen  in  folgende  zwei  Beziehungen  zerlegt: 

mb(m^n)  +  »» ^  («  +  »»)  =  0,     mb(m1fn)  —  m6  («^m)  =  0. 
Der  ersteren  Gleichung  geschieht  nur  durch  die  oberen ,  der  zweiten  nur 
dnrch  die  unteren  Zeichen  Genüge.    Daher  entspricht  der  Kegelschnitt 

115=  mx  +  fi6 
der  Bedingung,  dass  die  Gurve  in  0  ihre  convexe  Seite  den  Lichtstrahlen 
aussetze,  die  Curve 

ns  =  nb  —  mx 
aber  der  Bedingung,  dass  sie  hier  ihre  concave  Seite  den  Strahlen  zuwende. 
Setzt  man  in  jenen  Gleichungen  der  Reihe  nach  m  und  n  gleich  1,  so  erhält 
man  bei  der  richtigen  Bestimmung  des  Zeichens  von  b  nach  der  Natur  der 
Sache  die  vier  Linsen,  welche  parallele  Strahlen  in  einen  reellen  oder 
ideellen  Vereinigungspunkt  zusammenlenken.  Wir  begnügen  uns,  hier  das 
leicht  zu  entwickelnde  und  bekannte  Resultat  beizufügen.  Das  gestreckte 
Rotationsellipsoid  mit  einem  Medium  gefüllt,  dessen  Brechungsexponent  der 
reciproken  Excentricität  desselben  gleich  ist,  vereinigt  die  der  Rotati onsaxe 
parallel  auffallenden  Strahlen  in  dem  von  dem  brechenden  Scheitel  entfern« 
ter  liegenden  Brennpunkte.  Wird  es  aber  zur  Hälfte  vou  jenem  Mittel  um- 
geben, so  divergirt  es  dieselben  Strahlen,  die  aus  dem  leeren  Räume  pa- 
rallel der  Axe  auffallen,  so  dass  die  Verlängerungen  derselben  alle  den 
entfernter  liegenden  Brennpunkt  aafnehmen.  Ferner  die  hohle  Schale  eines 
Rotationshjperboloids  von  einem  Mittel  erfüllt,  dessen  Brechungsexponent 
seiner  Excentricität  gleich  ist,  lenkt  die  im  Medium  verlaufenden  und  der 
Axe  parallelen  Strahlen  in  den  in  der  andern  Schale  gelegenen  Brennpunkt. 
Umhüllt  aber  das  gleiche  Mittel  die  Schale,  so  divergirt  es  jene  Strahlen, 
so  dass  ihre  Verlängerungen  durch  den  im  Mittel  sich  befindenden  Brenn- 
punkt gehen. 

6.    Kehren  wir  jetzt  zur  Gleichung  der  Curve  VI) : 

m{r — a)  = +^m  («  —  b) 
zurück,   welche  die  aus  dem  Endlichen  kommenden  Strahlen  wieder  ver- 
einigt.    Zur  Unterscheidung  der  beiden  Gurven  können  wir  wie  in  Nr.  5 
verfahren,  indem  wir  aus 

x  —  b  +  yy  x  +  a  +  yy 

n, =  "t"  fit , 

s  —  r 

und  aus 

s*  =  (a;  —  by  -|-  y* 

das  yy  und  y^  ziehen,  um  es  in  die  Differentialgleichung  V)  zu  substituiren. 

Wir  wollen  aber  hier  ein  bequemeres  Verfahren  einschlagen.     Ist  nämlich 

m^n  und^'6^0,  so  dass  die  gesuchte  Oberfläche  ein  reelles  Bild  in  dem 

Mittel  hervorbringen  muss ,  so  kann  ihre  Gleichung  nicht 

m  (r— a)  = -|- n  (5— ^) 

sein.    Denn  sie  würde  für  den  Fall,  dass  ma=^nb  wäre,  eine  Kugel 


Von  W.  Graffweo.  317 


mr  =  ns 
sein  müssen,  welches  bekanntlich  nnmöglich  ist.    Daher  kann  der  Gleich- 
ung V)  mit  dem  positiven  Wurzelzeichen  nnr  die  Lösung 

VIII)  mr'\-n8  =  ma-\-nb 

entsprechen.    Hieraus  aber  folgt,  dass  der  Gleichung  V)  mit  dem  negativen 
Wurzelzeichen  nur  durch  die  Formel: 

IX)  mr  —  ns  =  ma  —  nb 
GenUge  geschieht. 

Rechnen  wir  daher  die  Lange  des  wirklichen  ursprünglichen  Strahles 
von  seinem  Anfangspunkte  bis  zum  Brechungspunkte  und  von  diesem  wie- 
der bis  zum  reellen  Vereinigungspunkte  als  positive  Grössen,  während  der 
Abstand  des  Brechungspunktes  vom  ideellen  Vereinigungspunkte  als  nega- 
tive Länge  des  Strahles  eingeführt  wird,  so  gewinnen  wir  folgende  kurze 
Aussprache  des  gefundenen  Resultats.  Die  gesuchten  Oberflächen  sind  die 
geometrischen  Oerter  des  so  gelegenen  Punktes  P,  dass  die  algebraische 
Sumnne  der  Producte  der  Strahlenlängen  und  der  zugehörigen  Brechungs- 
exponenten der  Mittel,  worin  sie  sich  bewegen,  eine  constante  Grösse  bleibt: 

m.AP+n.BP=k. 
Beachten  wir  aber,  dass  in  einem  Mittel  der  Lichtstrahl  n.-mal  so  langsam 
sich  fortbewegt,  wenn  sein  Brechnngaexponent  n  ist;  als  im  leeren  Räume, 
wofür  der  Brechungsexponent  i  ist,  so  können  wir  die  Oberflächen  einfach 
als  solche  charakterisiren ,  welche  bewirken ,  dass  bei  convergirenden  Lin- 
sen die  gleichzeitig  ausgehenden  Strahlen  gleichzeitig  im  reellen  Vereini- 
gungspunkte ankommen,  und  dass  bei  Linsen,  welche  die  Strahlen  noch  di- 
vergent lassen,  die  Zeit,  welche  der  Strahl  braucht,  um  vom  Ausgangspunkt 
zur  brechenden  Fläche  zu  gelangen ,  vermindert  um  das  Zeitintervall ,  das 
di^  weitergehende  Welle  anwendet,  um  eine  ebenso  lange  Strecke  vom 
Anffallspunkte  an  zu  durchlaufen,  als  dieser  vom  ideellen  Vereinigungs- 
punkte  absteht,  immer  eine  und  dieselbe  Grösse  sein  muss. 

Der  erhaltene  Satz  erlaubt  zugleich,  sofort  zu  erkennen,  ob  und  inwie- 
weit ein  in  den  Gleichungen  VIII)  und  IX)  enthaltener  Curvenzweig  zu 
einer  Linse  tauglich  ist.  Ehe  wir  aber  zu  der  kurzen  Discussion  jener 
Gleichungen  übergehen,  sei  noch  bemerkt,  dass  wir  drei  ihrer  Natur  nach 
verschiedene  Oberflächen  aus  ihnen  gewinnen  müssen.  Denn  eine  Ober- 
fläche wird  von  der  Linse  in  Anspruch  genommen,  welche  ein  reelles  Bild 
geben  soll ,  und  zwar  nnr  eine ,  weil  es  gleichgiltig  ist,  ob  wir  den  leuchten- 
den Punkt  oder  sein  Bild  mit  der  optisch  dichteren  Masse  umgeben.  Die 
zweite  und  dritte  Linse  sind  Verkleinerungslinsen,  bei  deren  einer  der  ^ 
Lichtpunkt  im  dichteren  Medium  liegt,  während  bei  der  andern  dieses  nicht 
stattfindet.  Als  vierte  und  fünfte  Linse  kommen  nun  Vergrösserungslinsen, 
je  nachdem  der  Lichtpunkt  wieder  im  Medium  liegt  oder  nicht.  Nun  aber 
dient  die  Grenzfläche  der  ersten  Verkleinerungslinse  auch  als  Begrenzungs- 
fläche der  zweiten  Vergrösserungslinse ,  und  die  Oberfläche  der  zweiten 
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Verkleincrungslinse  ist  dieselbe,  wie  die  der  ersten  Vergrössernngslinse, 
so  dass  die  fünf  Linsen  nur  drei  verdcbiedene  Oberflächen  erbeiscben. 

Disoassion  der  erhaltenen  Gleichungen. 

7.  Machen  wir  die  erste  der  Gleichung  mr  + «*  =  ^  'n  Bezug  auf 
Parallelcoordinaten  rational,  so  erbalten  wir  eine  Gleichung  vierten  Gra- 
des, welche  in  unserem  eigenthümlichen  Doppelpolcoordinatensvstein,  das 
wir  beibehalten ,  die  Form  hat 

(mr  +  ns  —  A:)  (mr  — W5  — Ar)  (— mr  +  W5  — Ar)  (— mr— nj  — Ar)  =0. 
Die  rational  gemachte  Gleichung  von  VIII)  enthält  also  auch,  wie  schon  za 
errathen  war,  die  Gleichung  IX),  so  dass  wir  nur  eine  Gleichung  für  alle 
möglichen  Fälle  zu  erörtern  haben.  Da  ferner  dieselben  Gleichungen  blei- 
ben ,  wenn  — k  statt  -|-Ar  substituirt  wird,  so  haben  wir  diese  Constante  nur 
entweder  als  positiv  oder  negativ  anzusetzen.  Einen  zweiten  Hauptfall 
haben  wir,  wenn  A:=0  wird,  den  wir  später  betrachten  werden. 

Setzen  wir  ferner  m  beständig  gleich  1 ,  so  haben  wir,  weil  für  ein  po- 
sitives Ar,  wie  wir  es  annehmen  wollen,  die  Gleichung  — r — ns —  k  niemals 
geometrische  Bedeutung  gewinnt,  nur  die  drei  Formeln  zu  betrachten: 
X)  r  +  w^s^-Ar,     r  —  n8^=k^     ns  —  r  =  k, 

Sie  stellen  alle  Curven  dar,   auch  wenn  der  Brechungsexponent  n  immer 

1 

grösser  als  1  genommen  wird.     Denn  setzt  man  n  =  —  und  führt  nach  der 

Multiplication  mit  n  statt  der  Grosse  nk  wieder  k  ein,  so  erhält  man  Gleich- 
ungen, welche  sich  von  den  früheren  nur  durch  die  Vertauschung  von  r  mit 
s  unterscheiden.  Man  beachte  aber  noch,  dass  bei  unserer  Annahme,  dass 
«>1  sei,  die  Punkte  A  und  B  ihre  Rollen  wechseln,  und  dass  von  A  aus 
auch  nach  der  negativen  Richtung  der  x  die  Strahlen  sich  verbreiten  dür- 
fen. Die  Gestalt  der  Curven  hängt  daher  von  k  und  der  Entfernung  e  der 
beiden  Punkte  A  und  B  allein  ab.  Sie  charakterisirt  sich,  w\e  leicht  einzu- 
sehen ist,  nach  der  Lage  der  Scheitel.  Da  nun  der  zwischen  A  und  B  lie- 
gende Scheitel  durch  die  Beziehung: 

r  +  s  =  e, 
der  über  B  hinausliegende  durch 

r  —  s=!e 
und  endlich  der  vor  A  liegende  Scheitel  durch 

s  —  r=se 
bestimmt  wird,  so  ergiobt  die  Verbindung  einer  dieser  3  Gleichungen  mit  einer 
der  drei  Gleichungen  X)  augenblicklich,  ob  ein  Scheitel  reell  sei  oder  nicht. 
Denn  reell  ist  er  nur,  wenn  seine  beiden  Goordinaten  positiv  sind.    Die  all- 
gemeinen Formen  jener  Lösungen  sind  : 

.   k  +  e  .   ne  +  k 

—  w  +  l  —   n  +  l 
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woraus  erhellt,  dass  die  Scheitel  reell  oder  imaginär  werden,  je  naehdem 
eine  der  Bedingungen  k^e  mit  einer  der  drei  folgenden  ne^k  zusammen- 
trifft. Dieser  Combinationen,  wovon  eine  jede  eine  bestimmte  Art  der  Car- 
ven  specialisirt ,  und  zwei  der  Gleichungen  X)  mit  Ausschluss  der  dritten 
als  solche  bezeichnet |  denen  ein  geometrisches  Bild  entspricht,  sind  zwar 
neun,  werden  aber,  weil  n^i  bleiben  muss,  auf  fünf  zurückgeführt. 

8.    Als  erste  Gombination  heben  wir  hervor: 

ne^k  >^, 
durch  welche  Bedingungen  fi>l  bestimmt  wird.  Die  Gleichungen 

r  +  «^  =  Ä",     r  +  5=e 
ergeben  als  Coordinaten  des  zwischen  A  und  B  liegenden  Scheitels  0  die 
Grössen 

wß — k       ,^        -  Ä— ß       „_ 

Daher  wird,  indem  wir  diese  Werthe  in  r+«*=Ar  einsetzen,  die  Gleichung 

mit  der  Gleichung  VIII),  wie  vorauszusehen  war,  identisch,  und  kann  auf 

folgende  Form  gebracht  werden  r 

r  —  Tn               _       r  —  AO        4 
--    "  =  n    oder  -=-;: =«; 

(Fig.  2.)  Daraus  lesen  wir  folgenden  Satz:  Die  Oberflüche  der  in  0  be- 
ginnenden Linse,  welche  in  sich  bei  B  die  von  A  kommenden  Strahlenwer- 
einigt,  wird  durch  die  Durchschnittskreise  zweier  mit  A  und  B  concentri- 
scher  und  in  0  beim  Anfangszustande  sich  berührender  und  sich  so  ver- 
ändernder Kngoln  beschrieben,  dass  die  um  B  gelegte  ihren  Radius  >i- mal 
so  langsam  verkürzt,  als  die  um  A  gelegte  Kugel  ihren  liadius  ausdehnt. 
Man  erkennt  leicht,  dass  diese  Sphären  die  Lichtwellen  selber  enthalten. 
Die  so  erhaltene  Oberfläche  ist  zur  Strahlenvereinigung  brauchbar  von  0 
an  zu  beiden  Seiten  der  Axe  AW  bis  zu  den  Punkten,  worin  die  von  AD 
aus  gezogene  Tangente  die  Oberfläche  berührt.  Indem  die  Geometrie  aber 
von  dem  aus  dem  vorliegenden  Mittel  entstehenden  Hindernisse  vollständig 
absiebt,  giebt  sie  uns  noch  einen  zweiten  unbrauchbaren  Curventheil  DU, 
Wir  finden  den  zweiten  Scheitel  ü  aus  den  Gleichungen 

r-f-f)f=3Ar  und  r  — 5  =  c. 
Es  kommt: 

,      k  +  ne         .„        ,      Ar— e 
r= — - —  =  AU.     s  s= — ; —  =  BÜ, 
n+l  '  n+1 

Sehr  leicht  findet  man  auch  aus  jener  Eigenschaft  der  Curven  eine  geo- 
metrische Conslruction  der  Tangente  und  Normale.  Um  es  nur  anzudeuten : 
Ist  P  ein  beliebiger  Punkt,  PQ  das  Stück,  um  welches  der  Radius  r  zu- 
genommen hat,  PiS  aber  das,  um  welches  s  abgenommen  hat,  so  geht  die 
in  PTangirende  durch  den  Mittelpunkt  des  die  Punkte  PBS  aufnehmenden 
Kreises,  während  die  Normale  PM  denselben  Kreis  berührt.  Letztere  theilt 
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■*  ./'W/'»^  /•  V-  ^w'Ny"^^.^, 


den  Winkel  APB  in  zwei  solche  Theile  ÄPM  und  MPB y  deren  Sinus  sich 
wie  fi :  1  zu  einander  verhalten.  Hieraus  folgt  nach  einer  kleinen  Rechnung, 
dass  die  Länge  der  durch  A  gehenden  Tangente ,  von  Ä  bis  zum  Berüh- 
rungspunkte D  gemessen, 


V 


n^  e^  —  k^ 


ist,  und  dass  der  Sinus  des  Winkels  DB Ä^  den  der  äusserste  noch  nach  B 
kommende  Strahl  BB  mit  dem  unabgelenkten  Axenstrahl  AB  den  Werth 


sin(DBA)=^^ 

^  ne 

hat. 


Lassen  wir  nun  umgekehrt  den  Radius  des  mit  A  concentrischen  Krei- 
ses  n-mal  so  schnell  verkürzen,  als  der  um  B  gezeichnete  Kreis  sich  aus- 
dehnt, so  erhalten  wir  die  Gleichung  der  Curve 

ns  —  r  =  Ar, 
welche  die  eben  behandelte 

ns'\-r  5=  Ar 
zur  rationalen  Gleichutig  vierten  Grades  completirt;  deun  die  Gleichungen 

718  — r  =  k  und  5  +  r  =  ß 
ergeben  als  Coordinaten  eines  neuen  reellen  Scheitels  V: 

Si  =  — ^  =  ^  F  und  r.  =  — - —  =  AV, 

welche  Werthe  beide  positiv  sind.    Führen  wir  diese  Werthe  ein,  so  kommt 


als  Gleichung  der  Curve: 


r  —  AV 


S--BF 
oder,  um  die  Natur  des  Curvenzweiges  besser  hervortreten  zu  lassen: 

AV  —  r 

Bf^s^''' 
Dieser  Zweig  umgiebt  unsere  erste  Curve;  aber  sein  vorderer,  dem  leuch- 
tenden Funkte  A  zugewandter  Theil  ergiebt  uns  keine  Lösung  der  Aufgabe. 
Der  andere  Theil  ist  jedoch  für  zwei  Linsen  anwendbar.    Der  zweite  Schei- 
tel hat  nämlich  die  aus  den  Gleichungen 

««— r  =  A:  und  r  — *  =  p 
berechneten  Coordjnaten 

n  — 1  *  w— 1  ' 

durch   deren  Einführung  in  ns  —  r  =  k  diese  die  mit  der  Gleichung  IX) 
übereinstimmende  Form  erhält: 

n{s'-BW)^r-^A}F  oder  j^^=^n, 

oder  auch,  wenn  wir  die  Länge  A  T  der  durch  A  gehenden  und  die  Curve  in 
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T  berührenden  Linie  nnd  den  diesem  Radias  coordinirten  zweiten  Badias 
B  T  sabstitniren ,  die  'Form 


==». 


8— BT 

Dehnt  sich  daher  eine  mit  A  concentrische  Kugel  vom  Radins  ^T'  n-mal  so 
schnell  ans,  als  eine  zweite  um  B  als  Centram  gelegene  Kugel  vom  Radius 
BT  ebenfalls  ausdehnt,  so  beschreiben  die  Kugeln  durch  ihre  Durch- 
schnittskreise eine  Oberfläche,  welche  gefüllt  von  einem  Medium  mit  dem 
Brechungsexponenten  n  eine  Vergrösserungslinse  für  den  im  Mittel  Hegen- 
den Punkt  B  ist ,  und  dem  Auge  vor  W  denselben  in  A  erscheinen  lässt, 
und  welche,  von  demselben  brechenden  Mittel  umgeben,  als  Verkleinerungs- 
linse dient,  indem  die  aus  A  kommenden  Strahlen  so  abgelenkt  werden, 
dass  die  Verlängerungen  der  gebrochenen  Strahlen  den  Punkt  B  in  sich 
aufnehmen.    Eine  kleine  Rechnung  ergiebt  die  Länge  von  AT  als 


/ 


n»e*  — &« 


das  ist  dieselbe  Grösse,  die  wir  für  AD  fanden,   und  das  coordinirte  BD 
ist  gleich 


:t-/=^^-^!- 


9.  Von  den  Bedingungsgleichungen  n^^Ar^e  kann  man  nun  in  dop- 
pelter Weise  zu  den  Grenzfällen  übergehen,  indem  man  einmal  ne^=k  und 
dann  /:=e  werden  lässt.  Ein  dritter  denkbarer  Fall  wäre,  wenn  zugleich 
ne=ik  und  k^=:e  würde.  Da  aber  diese  Combination  der  Bedingnngsgleich- 
ungen  verlangt,  dass  n  =  l  sei,  so  kann  hierbei  von  einer  Ablenkung  der 
Strahlen  nicht  die  Rede  sein. 

Es  sei  nun  zunächst  Ar  =:e,  während  ne  noch  ^Ar  bleibt.    Wir  haben 

die  Pormen 

ns  +  r  =  Ar  =  «  und  ns  —  r  =  Ar  =  tf, 

deren  geometrisches  Bild  wir  also  ays  dem  Vorhergehenden  ableiten.    Für 

die  Scheitel  0  und  ü  galten  bei  der  früheren  Cnrve  die  Beziehungen 

,^      ne  —  k        ,       „      ne  +  k 

A0= und   Aü:=       ;. 

«  —  1  n  -f  1 

Wächst  nun  entweder  e  oder  nimmt  k  ab,  so  rücken  offenbar  die  Scheitel  0 
und  XJ  näher  nach  B  hin  und  fallen  endlich,  wenn  A:=e  wird,  ganz  mit  dem 
Punkte  B  zusammen ,  so  dass  von  dem  ganzen  inneren  Oval  nur  der  reelle 
Punkt  B  übrig  bleibt.  Die  Complementcurve  ns — r=e  aber  behält  ihre 
dioptrische  Natur  und  dient,  wie  die  frühere,  als  Vergrösserungs -  und  Ver- 
kleinerungslinse, und  unterscheidet  sich  von  jener  nur  dadurch,  dass  ihre 
Gestalt  von  zwei  Constanten  n  und  k  oder  e  allein  abhängig  ist. 

Bei  dem  zweiten  Grenzfalle,  wo  ne=k  wirdj  während  k>e  bleibt, 
fallen  die  Scheitel  der  verschiedenen  Ovale ,  nämlich  0  und  F,  in  einander 
zusammen ,  weil 
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.^      «e — k        ,      ,^     ne  —  k 

A0  = und    AV= — ; — , 

«  — l  n  +  1  ' 

beide   gleich  0  werden.     Die   Curve   bildet  also  in  dem  Punkte   J  eine 

Schlinge,    welche   die  beiden  früher  von  einander  geschiedenen  Ovale  zu 

einem  Curvenzuge  vereinigt.     Der  innere  Theil  ist  als  Grenzfläche  einer 

Linse  unbrauchbar ,  weil  die  von  A  aus  an  die  Curve  gezogene  Tangente 

zur  Länge  die  Null  bat;  das  ist  in  A  selbst  berührt.    Der  äussere  Curven- 

zweig  aber  gewinnt  an  Brauchbarkeit  über  die  ganze  Ausdehnung  hin  bis 

zu  dem  Punkte  A  der  Schlinge. 

10.    Die  vierte  Combination  der  Bedingungsgleichungen  ist: 

n  ß  <  Ar  >  e. 
Hierdurch  wird  das  n  nicht  bestimmt,  da  es  infolge  der  Ungleichheiten  noch 

^  1  sein  kann.    Den  mittleren  Fall  schliessen  wir  aus.    Die  beiden  übrigen 

Fälle  aber  geben  ein  und  dieselbe  Cnrve.   Denn  setzt  man,  wofern  /i  !>  1  ist, 

n=  ~,  so  gehen  jene  Bedingungen  in  folgende  über: 
tn  • 

welche  Beziehungen  dieselbe  Curve  erheischen,  welche  von  den  obigen  Be 
dingungen  verlangt  wird.    Nehmen  wir  daher  «>!  an.    Die  Curve 

ns  '\'r  =  k 
hat  zwischen  A  und  B  keinen  Scheitel  mehr,  weil  diese  Gleichung  mit 

5  +  r  =  e 
zuKsrnmengenommen  kein  positives  r  als  Coordinate  des  Scheitels  mehr  lie- 
fert.   Die  Scheitel  liegen  daher  ausserhalb  A  und  B  und  haben  die  Coordi- 
naten: 

^0= — .—    und    BO^     ; 
«  +  1  n  +  1 

für  den  Scheitel  0,  für  V  aber 

Aü==  —  --    und    BO^    7-, 

wie  sich  leicht  ergiebt.  Die  ganze  innere  Cnrve  ist  daher  unbrauchbar 
für  eine  Linse,  wie  die  herzustellenden  Gleichungen  sowohl,  als  die  Figur 
lehrt   Dafür  wird  aber  die  äussere  Curve ,  deren  Gleichung 

ns  —  r^=k 
ist,  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  anwendbar.   Mit  Hilfe  der  Gleichung 

r  —  5  =  e 
erhält  die  Curve  die  Form: 


(e+A:\      ne+k 
:  1 ;  » 
74— 1/           W—l 


wo  und  — ^^  die  Coordiuaten  BW  und  AW  des  Scheitels  W  sind, 

mit  Hilfe  der  Gleichung  s — r=«  aber  die  Form: 
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— ;  j r» 

n  —  l/       n  — 1 


wo  und         —  die  Coordinaten  B  V  und  A  V  des  Scheitels   V  sind« 

n  — 1  w~  1 

Wir  haben  daher  sowohl : 

AW—r  ,  ,     r-^AV 

jj^^-^n,    als  auch  ^—^-- =  «. 

Füllen  wir  daher  die  durch  Rotation  dieser  Curve  um  ^^ß  entstehende 
Fläche  mit  einem  Medium  vom  Brechungsexponenten  n,  so  bähen  wir,  wie 
aus  den  letzteren  Gleichungen  erbellt,  nach  dem  früher  Gesagten  eine 
Linse,  welche  dem  Auge  ausserhalb  derselben  überall  den  leuchtenden 
Punkt  B  in  A  erscheinen  lässt.  Ist  das  Auge  vor  W,  so  haben  wir  zum  vier- 
ten Male  ein  Mikroskop,  welches  den  Lichtpunkt  in  sich  einschliesst  und 
dem  Auge  seine  convexe  Fläche  zukehrt.  Schaut  das  Auge  von  Caus,  so 
erblickt  es  den  Punkt  B  nach  A  hin  seitlich  verschoben.  Liegt  das  Auge 
endlich  vor  F,  so  sieht  es  den  Gegenstand  verkleinert,  und  wir  haben  hier 
die  erste  und,  wie  wir  gleich  sehen  werden,  die  einzige  Verkleinerungslinse, 
die  den  Lichtpunkt  in  sich  enthält  und  ihre  concave  Seite  dem  Auge  zu- 
wendet. Umgeben  wir  aber  die  Oberfläche  mit  dem  Brechungsmittel,  so 
werden  durch  dieses  die  aus  A  kommenden  Lichtstrahlen  so  abgelenkt,  als 
wenn  sie  aus  B  kämen,  und  wir  haben  bei  fF  eine  Verkleinerungslinse,  die 
vierte  dieser  Art,  und  bei  F  die  erste  und  einzige  Vergrösserungslinse ,  die 
den  leuchtenden  Punkt  von  sich  ausschliesst  und  ihm  ihre  convexe  Seite 
zukehrt  y  während  endlich  für  das  Auge  im  Mittel  über  C  der  Punkt  A  seit- 
lich nach  B  verschoben  erscheint. 

11.  Hiermit  haben  wir  alle  fünf  Linsen  und  die  drei  verschiedenen 
Begrenzungsflächen,  welche  die  Gleichungen  VIII)  und  IX)  nach  Nr.  6  lie- 
fern mussten.  Da  wir  aber  erst  die  Fälle  für  k'>e  untersucht  haben,  so 
erübrigt  noch,  k<^e  zu  setzen.  Hiermit  ist  zugleich  A-<;}e  gegeben,  so 
dass  die  letzte  Combiuation  der  Bedingung.sgleichungen 

ist. 

Da  die  Gleichung 

mit  keiner  der  drei  Gleichungen 

r  +  5=:g,  r  —  5  =  e,  s  —  r  =  e 
einander  zugeordnete  Scheitelcoordinaten  ergiebt,  die  beide  zugleich  posi- 
tiv wären,  so  hat  diese  Gleichung  gar  kein  geometrisches  Gebilde,  und  es 
tritt  hier  statt  ihrer  zum  ersten  Male  die  dritte  der  Gleichungen  X)  ein, 
nämlich  r — «5=Ä",  um  mit  der  Form  ns  —  r=/r  den  ganzen  geometrischen 
Ort  der  rationalen  Gleichung  vierte«  Grade»  darzustellen.  Beide  Curven 
haben  für  r+^=ß  positive  Scheitelcoordinaten,  und  ihre  Gleichungen,  auf 
diese  bezogen,  sind 
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'■»•« 


und 


(eA-k\      ne  —  k 
— .      ) \ — 
n  +  l/       n+i 


ne4-k         e  —  k 
r  —  «  5  = . n 


n  +  l  n  +  l' 

woraus  man  ersieht,  dass  diese  zwischen  A  nnd  B  liegenden  Scheitel  keine 
Lösangen  unserer  Aufgabe  bieten.  Ferner  haben  beide  Curven  über  B 
hinaus  ihren  zweiten  Scheitel,  für  den  r — 5=e  ist.  Bezieht  man  auf  diese 
die  Gleichungen,  so  kommen : 

(e  +  Ar\      ne'\-k 
n^/        n  — l 
und 


ns 


ne  —  k         /e  —  k\ 

~  n  5  = n  ( i , 

n  —  1  \n  —  1/ 


welche  uns  lehren,  dass  wir  hier  zum  fünften  und  sechsten  Male  jene  frühe- 
ren Vergrössernngs •  und  Verkleinerungslinsen  erhalten,  je  nachdem  sie 
mit  dem  dioptrischen  Mittel  gefüllt  oder  davon  umgeben  werden. 

12.  Jetzt  erübrigt  nur  uoch,  den  zweiten  Hauptfall,  den  wir  in  Nr.  7 
erkannten  wo  k  verschwindet,  zu  betrachten.  Die  beiden  letzteren  Gleich- 
ungen X)  fallen  in  eine  und  dieselbe,  in 

n8=:r 
zusammen,  während  ns  +  r=:0  keine  Bedeutung  gewinnt.  Jene  Gleich- 
ung stellt  aber  einen  Kreis  dar,  auf  die  zwei  einander  zugeordneten  Pole^^ 
und  B  bezogen,  und  so  gelangen  wir  zu  dem  bekannten  Satze,  dass  auch 
Kugeln  als  Grenzflächen  für  Vergrössernngs-  und  Verkleinerungslinsen 
dienen. 


xni 

XTeber  die  Daratellung  der  einförmigen  symmetrischen 
Functionen  der  Simnitanwnrzeln  zweier  algebraischer 

Oleichnngen. 

Von 

Dr.  E,  Hess  , 

Privatdocent  an  der  Universität  Marbarg^. 


Die  sogenannten  einförmigen  symmetrischen  Functionen  derSimultan- 
warzeln  zweier  algebraischer  Gleichangen  mit  zwei  Unbekannten,  d.  h.  die- 
jenigen ganzen  homogenen  symmetrischen  Functionen  solcher  Wurzeln, 
welche  die  Form  haben: 

wo  p  und  q  ganze  Zahlen ,  ^i ,  ^i ;  ^t ,  ^t ; . . .  ^«v ,  y»  das  System  der  w  Si- 
mnltanwurzeln  der  beiden  gegebenen  Gleichungen 

bedeuten,  lassen  sich  in  sehr  tibersichtlicher  Weise  als  Summen  von  Pro- 
dncten  gewisser  Determinanten ,  deren  Elemente  aus  den  Coefficienten  der 
beiden  gegebenen  Gleichungen  gebildet  sind,  oder  auch  recurrirend  als 
Summen  von  Producten  solcher  Determinanten  in  gleiche  symmetrische 
Functionen  niederer  Ordnung  darstellen.  Die  Herleitung  einiger  solcher 
Relationen ,  welche  auch  zur  praktischen  Berechnung  jener  Functionen  ge- 
eignet sind,  soll  im  Folgenden  zunächst  für  einige  specielle  Fälle  und 
schliesslich  für  den  allgemeinsten  sich  hier  darbietenden  Fall  ausgeführt 
werden. 

Man  erhält  die  gesuchte  symmetrische  Function  l)  bekanntlich  als 
Glied  einer  Entwickelung  nach  der  von  Poisson  zuerst  angegebenen  Me- 
thode* auf  folgende  Weise: 

Sind  die  beiden  algebraischen  Gleichungen  2)  gegeben ,  so  setze  man : 


*   Vergl.  Serret^   Handbuch  der  höheren  Algebra.     Deutsch  von  Wertheim. 
Bd.  I,  S.  472  flgg. 
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3)  /  =  a:  +  «y  oder  x=-t — ay , 

wo  t  eine  nette  Veränderliche,  a  eine  unbestimmte  Constante  bedeutet. 
Hierdurch  erhält  man: 

i/;(<-ay,y)=0, 
aus  welchen  Gleichungen  durch  Elimination  von  y  eine  Endgleichung  in  tz 

4)  Za«)  =  0 
erhalten  wird,  deren  Wurzeln  sind: 

Um  nun  die  symmetrische  Function  £xVy9  zu  ünden,  suche  man  die 
Summe  der  p  +  y*®"  Potenzen  von  /,  welche  nach  bekannten  Regeln  rational 
durch  die  Coefficionten  der  Endgleichung  4),  in  welcher  ausser  den  Coeffi- 
cienten  der  beiden  gegebenen  Gleichungen  noch  die  unbestimmte  Grösse  er 
vorkommt,  ausgedrückt  wird,  so  erhält  man: 

5)  ^{x  +  ^y)'^-^^=I^o+^Uf^+M^^^+'''^^fq^+'+Mv'¥r''^^^ 
Hieraus  ergiebt  sich   durch  Vergleichung  der  Coefficienten   gleicher 

Potenzen  von  cc: 


•••C't02^'^'=^^—22''"''= 


M. 


p-hr 


Man  bekommt  also  für  die  gesuchte  symmetrische  Function  den  Werth  : 

wenn  Mq  der  Coefficient  des  a^  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  5)  ist. 
Die  Endglcichung  4)  in  i,  deren  Grad  w  im  Allgemeinen  m.n  ist,  wenn 
m  und  n  die  Grade  der  beiden  gegebenen  Gleichungen  sind,  wird  die  Form 
haben : 

worin : 


"  =^,  a:iXi,..Xn,+  ce ^  XiX^...x^^iy„+cc^ ^  .T,:r,... 

... x,^2ym-i  jfi»  + . . .  +  a«r ^  ytyt  •  •  •  y»« 
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In  diesen  Aasdriioken  sind  die  Grossen 

die  Coefficienten  der  Endgleichung  in  x  der  Gleichungen  2) ,  nnd  ebenso 

die  Coef&cienten  der  Endgleichung  in  y,  wenn  in  diesen  beiden  Gleich- 
ungen durch  den  Coefficienten  von  x**  und  y^ ^  welcher  gleich  ^^  ist,  dividirt 
worden  ist.  Die  Bedeutung  der  übrigen  Grössen  ^r-«,««  bei  welchen  beide 
Indices  von  Null  verschieden  sind,  ist  ebenfalls  leicht  zu  erkennen.  So  ist 
z.  6.: 

^i»i  =  ^  ^1  yt  =  ^1  Vi  +  ^1  ys  +  •  •  •  +  «'^i y»  +  ^tv^  +  •  •  •  +  ^w-w^ 

+  yti*^«  +  yi  ^8  +  •  •  •  +  yi  ^n»  +  yt^»  + .  •. + y.r-iar«,, 

d,  h.  die  Summe  aller  solcher  Combinationen  der  Simultanwurzeln  zu  je 
zweien,  bei  welchen  die  Indices  des  x  und  y  verschieden  sind.  All- 
gemein ist: 

_  V 


rwf 


d.  h.  gleich  der  Summe  aller  möglichen  Produete,  bei  welchen  r — s  Wur- 
zeln X  \n  s  Wurzeln  y  multiplicirt  sind  nnd  bei  welchen  die  Indices  sämmt- 
licher  Factoren  von  einander  verschieden  sind. 

Die  Grössen  Ar^s.s^  deren  Bezeichnung  durch  Indices  sich  hiernach 
rechtfertigt,  sind  nun  auf  bekannte  Weise  aus  den  Coefficienten  der  beiden 
gegebenen  Gleichungen  zusammengesetzt;  diejenigen,  deren  einer  Index 
Null  ist,  sind  die  Coefficienten  einer  der  beiden  Endgleichungen;  die  ande- 
ren sind  nach  einem  ähnlichen  Bildungsgesetze,  wie  die  ersteren,  aus  den 
Coefficienten  der  beiden  Gleichungen  zusammengesetzt.  Auf  die  Art  der 
Abhängigkeit  der  Grössen  ^r— «,«  von  den  gegebenen  Coefficienten  soll  jetzt 
nicht  näher  eingegangen ,  sondern  dieselben  als  bekannte  Functionen  jener 

Coefficienten  angesehen  werden.  * 

j"  ■ 
Die  gesuchte  «ymmetrieche  Function 

^xPy9 

ist,  wie  oben  gezeigt  wurde,  der  durch  (  j  dividirte  Coefficient  des  a9 

in  der  Entwickelung  des  Ausdinickes 

welcher  sich  bekanntlich  als  folgende  Determinante  der  Coefficienten  der 
Endgleichung  7)  in  /  darstellen  lässt: 


*  Vergl.  „Sitsungsberichte  der  Oesellschaft  zur  Befördernng  der  gesammten 
Natnrwissenschaften  zu  Marbnrg*',  Nr.  5,  Juli  1869,  an  welcher  Stelle  der  Zusam- 
menhang der  Grössen  ^^^g  ,  mit  den  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichungen  von 

mir  genauer  betrachtet  und  übersichtlieh  darzustellen  versucht  worden  ist. 
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.,  ^,-=(-i)- 


23(. 
3% 


St. 

0 

...  0    0    1 

31, 

3t. 

...  0    0 

«. 

3t. 

...  0   0 

3(^3,o+a-^2,i  +  a* -41,2+0* -^0,8 


-^1,0  +  «  ^0,1 


10)  2i^+^yr^ 

Ich  will  mit  den  einfachen  Fällen  beginnen  und  die  Coefficienten  von 

«',  «S  «*, 
welchen  resp.  die  Functionen 

entsprechen,  aus  der  Entwickelung  dieser  Determinanten  ableiten,  um  dann 
Bur  Aufstellung  des  allgemeinen  Ausdruckes  filr 

den  Coefficienten  des  o?,  überzugehen.     . 

Fttr  den  Coefficienten  des  a®  erhält  man  den  bekannten  Ausdruck: 


") 


'2^'+' =(-)'+« 


^1,0 

1 

0 

...     0      0 

2^2,0 

^l.O 

1 

...     0      0 

3-^3,0 

^2,0 

^1,0 

...     0      0 

w  p  w  ^    w    ^  w  w 

(P  +  9')-^|)4-7.0        '^p+g-l.O  >^p-i-j-t,0  •..  ^2,0^1,0 
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Setzt  man  hierin  für 
ihre  Werthe  ans  8)  ein ,  so  erhält  man 


('+')2.'^. 


wenn  man  den  Coefficienten  von  cfl  aus  der  Entwickelang  dieser  Determi- 
nante bestimmt.    Die  Determinante  9)  erhält  dann  folgende  Gestalt: 


0 
1 


0 
0 


0 

0 
0 


f,Hf^_8.o+«^lH-v-4,l  +  — +a'"*^^Ap-H-3  ...  ^1,0+ a -^0,1 


4p-f^u_2,o+«^|»-f-9--S,l  +  —  +  «'*^    *-^0,H^-2*--  >^2,0  +  a^l,l  +  a*'^0,2-^i,0  +  «-^0,! 


welcher     sich     direct    aas     der    Endgleichang     in     x    ergeben     haben 
würde. 

Der  Coefficient  des  o*  Iftsst  sich  auf  folgende  Weise  aas  der  Determi- 
nante 10)  erhalten : 


(P  +  ^)  2  ^'"^'"■' »  =  ^"^'^^  !  ^.t.5^+«-i,o  + 


^0,1    1- 


•  Om  mlmOmmm 


y +7-2,0 


+ 


...+ 


Ayt     ^1,0  1 

-^2,1-^2,0  -^1,0 
^1,1  -^1,0 


•"ipH-?— 3.0  "[■••• 


'2,1 


^2,0 


0  ...  0 

J  ...  0 

^1,0       •••  0 


•  ••      • 


... 


44ir-2, 1  4»-H-2,o -^p+^-s.  0  — ''i.o 


Äi,o  + 
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3^2,1 


1 


0 

1 


^1,0 


...  0 
...  0 
...     0 


.1 


(p  +  g)  4h^_i,i  ^^4^_i,o  iVhff-2,0  •••  -^1,0  I 

12)     =  (— )  P^  {  ^0, 1  •  'SIp+9— 1,0  +  5|,i  5^4-^—2,0  +  ^2, 1  ^Vh-3»o  +  •  •  • 

. . .  +  Ä|^4^_2,l  •  5t,0  +  ^H-^-1,1  I  > 

wenn  zur  Abkürznng  gesetzt  wird: 


13) 


-^011      1 


0 


'^i^i  -^a'o  -^po 


0 
0 
0 


■«Aril  "«AiO      *^— l'O  •  •  •   "^l'O 


=**M  ^nd 


2  ^j,  j  ^j,  0      1 
3^211  '^2»0     l'O 


0 
0 
0 


kAjc^<^  Afc^Q  A/g—i^Q  •••  -^xfo 


=^lr.  r 


Der  in  12)  in  der  Parenthese  stebende  Ausdruck  kann  aber  in  eine 
Determinante  znsammengefasst  werden,  welcbe  den  Factor  (p+9)  erhKit. 
Denn  wenn  man  sftmmtliche  Determinanten  Sk^i  nacb  den  Elementen  der 
ersten  Colonne  zerlegt  und  die  leicht  zu  beweisende  Relation  berück- 
sichtigt: 

wo 

0 
0 


s^o 


A       A 
2»0     l'O 


.  • 


60  erhält  man : 

+  ^l»0*P+^-2»0^  =  (/^  +  5^"^0  '^oii-Vf^-Vc 
^V  1  (^/»-H— 2»  0  ■!■  ^H-^-3»  0  •  ^1  0  "l"  ^H-^-4'  0  *«»  0  ■!■  •  •  • 


Addirt  man   diese  Ausdrücke  zu  den  entsprechenden,   welche  dnrch 
Zerlegung  der  Determinante  ^p-f9-.i>x  ^^^^  den  Elementen  der  ersten 
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•,^W«/\A^^V> 


Colonne  erhalten  werden,  so  resnltirt  eine  Determinante  «p4.,_j,j,  in  wel- 
cher alle  Elemente  der  ersten  Colonne  den  Factor  (p+9)  haben. 

Man  erhält  daher 

iP+g)  2  «'+«-»»=(-)'+»  {p+9) '  »p+,-1.1 


oder 


2*  «'+♦-•  y  =  (-)'+*  «p+,-1. 


15) 


=(-)'+' 


-«111 


1 


A 


0 
1 

1»0 


0 
0 
0 


Ap^q^i^i  Ap^g^i^Q  Ap^q^2,o»-*  A^j 


Die  einförmigen  symmetrischen  Functionen  der  Sironltanwnrseln 
zweier  algebraischer  Gleichungen,  bei  welchen  der  Exponent  der  einen 
Wurzel  gleich  1  ist,  lassen  sich  hiernach  immer  durch  eine  Determinante 
darstellen,  so  dass 

^,  a;*y  =(—)*+*  «jt,i    und  ebenso  ^  a?y'  =  (— y+^*i,/. 

Es  kommt  diesen  symmetrischen  Functionen  eine  besondere  Wichtig- 
keit in  der  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekann- 
ten zu»  indem  dieselben  z.  B.  mit  den  Summen  der  gleichen  Potenzen  der 
einen  Unbekannten  die  Elemente  derjenigen  Determinanten  bilden,  welche, 
ähnlich  wie  die  Glieder  einer  Stürmischen  Reihe  für  eine  Gleichung  mit 
einer  Unbekannten ,  zur  Erkenntniss  der  Anzahl  reeller  Bimultanl5sungen 
dienen  können ,  welche  in  einem  gewissen  Gebiete  liegen.  Die  Ausdrücke, 
welche  eine  solche  Reihe  bilden,  sind  zuerst  von  Her  mite  angegeben,  und 
in  ihnen  sind  diese  symmetrischen  Functionen  durch  T  mit  entsprechenden 
Indices  bezeichnet.* 

Der  Coefficient  des  a'  in  der  Entwickelung  der  Determinante  10),  wel- 
cher die  Function 


('*+^)2'«'+'-v 


liefert,  wird  durch  ein  ganz  ähnliches  Verfahren,  wie  das  oben  angewandte, 
snnächst  in  folgender  Form  erhalten : 


^  VergL  Brioschi  in  dieser  Zeitschrift,  Bd.  II  S.  200. 


n 
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('V)2:-'^^-'y' 


•••+^V  +  «-3,2  5l,0  +  ^'p  +  9-2,2 


WO 


«i,2=  — 


-^»2 

1 

0 

...     0 

0 

^112 

-«ro 

1 

...     0 

0 

^2^2 

-^»0 

^vo 

...     0 

0 

-^1— 1,2 -^t- 1,0  ^i 


—  2,0  ••  •  -^i»! 


-^^,2  -^£,0  -^t-1,0  •••  ^2*0  ^V 


nnd 


2^0»  2 

1 

0 

...     0 

0 

^^Vi 

-^no 

J 

...     0 

0 

4  ^2»  2 

-^2*0 

•^i»o 

•  .  .           . 

• 

^V  +  «-2,2  =  — 


(P  +  Ö')^p  +  9-2,2  ^p  +  9-2,0  ^p  +  y-3,0  ...  ^2»0^1i0 

Von  den  in  16)  in  der  Parenthese  stehenden  Gliedern  lassen  sich  zu- 
nächst die  beiden  letzten  Glieder  der  beiden  Reihen  zu  einer  Determinante 
zusammenfassen,  so  dass 

5rf+5-2,l  •  *0M  +  ^P  +  »-2,2  =  S'p+,_2,2 


•o«i 


2-«o»2 
3-^1»  2 


1 

-^1»! 


0 

1 

^1»0 


0 
0 

1 


•  «  • 


0 
0 
0 


0 
0 
0 


(P  +  S'—  0  ^P  +  g--^2  ^p  +  ^~3,l  ^p  +  7-3,0  >^p  +  7-4,0  • .  •  ^i»o    1 
(P  +  ^)^/^  +  7-.2,2^p  +  7-2,l  ^p  +  9-2,0^/»  +  7-3,o'...^2t0^1'0 

Diese  Determinante  liefert  alsdann  mit  den  übrigen  Gliedern  der  zweiten 
nnd  dem  ersten  Gliede  der  ersten  Reihe  in  16)  zusammengenommen,  wie 
durch  Zerlegen  der  Determinanten  /,;2  nach  den  Elementen  der  ersten  Co- 
lonne  sofort  zu  erkennen  ist,  wieder  analog,  wie  oben: 
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=  {P+9) 


^V9 


"0»l 
<1U 


0  0 

1  0 


'1»0 


...    0      0 

0      0 
0      0 


•  ■  • 


.'^p^.5_2,2-'^p  +  j— 2,1  ^p-f  9-2,0  ^p  +  9'8,0  ••.  >^2'0  -^l'O 

SO  dass  schliesslicb,  wenn  noch  von  den  übrigen  Gliedern  der  ersten  Reihe 
in  16)  je  zwei,  welche  gleichweit  von  der  Mitte  abstehen,  znsammen- 
gefasst  werden,  sich  ergiebt: 


17) 


i'V)2 


a^H-«-2y« 


t=p4-tf— 8 
=  (-y+9  (p  +  f/)  {^p+g-2,2  +  i         ^      *#»+ff-2-^.l  ^ä,l 


Nach  dieser  Formel  ist  z.  B. : 


und 


^1  ^  y    —  C     )    30  i  *7»  2  "T  *6U  •  *1»  1  t"  ^5»  1  *«»  1  "H  ^4U  •  *3»  1  / 


und  analog 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  einförmigen  symmetrischen  Functionen, 
bei  welchen  die  Exponenten  beider  Wurzeln  grösser  als  1  sind,  nicht' mehr 
durch  eine  Determinante  derCoefficienten  i^r-«,«»  wohl  aber  als  eine  Summe 
von  Producten  solcher  Determinanten  Si^j  dargestellt  werden  können. 

Um  nun  die  allgemeine  Formel  für 

herleiten  zu  können ,  sollen  zuvor  noch ,  entsprechend  den  oben  angewen- 
deten Abktlrzungen ,  folgende  symbolische  Bezeichnungen  eingeführt  wer- 
den*: * 
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18)  V,= 


'0.1 
^0,2 
^0,3 


A 


U 


A 


0,1 
^0,2 


0 
1 

^0,1 


\q      "^0,^—1     \q-i 


Xqr-\     ^i,?-2 


•■• 


0 
0 
0 


•  ••   Al 


0 


^2w      ^ä,«-— 1      ^2,^—2      —  ^: 


0 
0 
0 


^1,0 


A, 


2.0 


0 
0 
0 


0 
0 
0 


0 
0 
0 


0 

••• 

0 

0 

1 

••• 

0 

0 

A 

••• 

0 

0 

^p— l,y  ^p-  \,q—\  ^p— l,y— 2  — ^p— 1,1  ''p— 1,0  ^p— 2,0  —  ^1,0     1 
-^p,y        ^p,j— 1        ^P,S'-2       —^PjI        -^pfi       -^p— 1,0 "--^2,0  ^1,0 


Durch  SL  ^  werde  eine  ganz  analog  gebildete  Determinante  bezeich- 
net ,  in  welcher  nur  die  Elemente  der  ersten  Colonne  mit  den  entsprechen- 
den Factoren 


1,2,3...  <?,(?  +  !,  ö^+2...p+g—l,p+^ 


multiplicirt  sind« 


Ferner  sei : 


s 


p>q 


-(-)^-* 


19  a> 


^0,y 
^\,q 
^2,(7 


1 

0 

..      0 

0 

^1,0 

1 

..      0 

0 

^2,0 

^1,0 

..      0 

0 

•  .  •    ^n 


ll=P 


1.0 


"^P— l.^'^P-l^O^p— 2.0 

^p,q        ^pfi         ^p— 1, 0  •  •  •  ^2,0  -^1 ,0 


.2  (-)'*+*-•  ^^,.»p_M 

^=0 


and  ebenso: 
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m 


k» =(-)'"' 


qJOg  1  0  ...0      0 

(1+«)^1^        ^,,0  1  ...     0      0 

(2+p)><2,j        ^2.0        ^1,0        •••     0      0 


•  • 


•  • 


(P  +  Ö')  ^p,q         ^pfi        ^p— 1,0  •  •  •  ^2,0  ^1,0 


Alsdann  ist 


V?"" 


1 


*M-Vy-i  +  *'M 


und 


Z=l 


Darch  Zerlegen  der  Determinanten  s^g  und  Sp^  nach  dem  Laplace- 
schen  Determinantensatze  leitet  man  femer  leicht  folgende  Belationen  her : 


20) 


V?"~ 


\q-l''pA+'^\,q^^Kq-l^''p.^ 


l=i 


l=<y-i 


21) 


^p*9""^'p.q  + 


^(),g  —  X'^p,l » 


=  1 


wobei  in  Formel  20) ,  wie  auch  in  10) 

*0,0  =  ^ 
angenommen  ist. 

Ausserdem  ergiebf  sich  durch  Anwendung  der  bereits  oben  gebrauch- 
ten Formel  14)  leicht  folgende: 

1  =  0 

sowie  die  Formel  14)  die  ganz  analoge : 

y=y— l 

22«)  ^    ^O.j-y.*0,ir  =  ^-*0,y 

liefert. 


n 
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'••"••./■v  y^ ^^^ y^'-  * 


Endlich  soll  noch  zur  Abkürzung: 


23) 


(-)"+«  (''^^)2'^'y'=^l''V 


gesetzt  werden,  so  dass  sich  aus  T^^^  sofort  die  symmetrische  Function 


ergiebt,  wenn  erstere  durch 


dividirt  wird. 

Wenn  man  nun  die  Determinante  10),  von  der  letzten  Colonne  an- 
fangend,  in  Summen  von  Determinanten,  diese  einzeln  wieder  nach  dem 
Laplace* sehen  Determinantensatze  zerlegt,  so  erhält  man  für  den  Coeffi- 
cienten  des  a?  folgenden  An8drnck: 


t^    1=0 

wobei  zu  beachten  ist,  dass  für  die  beiden  gleichzeitigen  Grenzwerthe  i=/>, 
y=^  der  Summand  T^^^^ .  /p,,  den  Werth  S\^^  erhält. 

Fasst  man  sämmtliche  Summanden,  die  dem  Werthe  f=p  entsprechen, 
zusammen ,  so  erhält  man ,  gemäss  der  Formel  21) : 

25)  r^^^  =  s^^^  +  y     y   Tp^i^ ,_^ .  /,-, j. 


J=l      1=1 

Durch  Absonderung  der  den  Werthen  f=0  und  j'=q  entsprechenden 
Summen  nimmt  der  Ausdruck  folgende  Gestalt  an: 

25a)      \  !=p--i  i==i-i   «=p-i 

Wenn  man  nun  hierin  successive  für 

die  Werthe  einsetzt,  wie  sie  sich  aus  dieser  allgemeinen  Recursionsformel 
ergeben,  so  gelangt  man^  indem  man  fortwährend  die  Relation  20)  berück- 
sichtigt, zu  folgender  Formel,  in  welcher  statt  der  Grössen  s'tj  jetzt  die 
Grössen  s^j  und  ebenso  statt  der  Tp^q-.j  die  Sp^q-.j  vorkommen: 

i=a--l 


i=p-l  i=3y-t  «=P'7l 


oder 
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w'  — ^.^*^v 


^P,7~ 


26) 


Die  beiden  ersten  Summen  lassen  sicL  nun  endlich  noch  zusammen- 
fassen in  (p+<7)*p,g.  Denn  setzt  man  für  Sp^g^j  und  für  5/,,  die  aus  den 
Formeln  21)  und  20)  sich  ergebenden  Ausdrücke,  so  erhält  man  für  die  bei- 
den ersten  Summen  in  26) : 


1  =  0       ^  3=^1 


Dieser  Ausdruck  lässt  sich  in  folgenden  umformen: 


Der  erste  Summand  dieses  Binoms  liefert  nach  Formel  22) : 

der  zweite  lässt  sich,  indem 'man  die  Glieder  der  Summe  nach  den  wach- 
senden Werthen  von  X  ordnet,  offenbar  schreiben: 

und  liefert  vermöge  Formel  22  a) : 

X=i 
wofür  auch 

^Sp^X{q—k).S^g.X 

geschrieben  werden  kann,  da  der  dem  Werthe  X=^q  entsprechende  Sum 
mand  gleich  Null  wird. 

Die  beiden  ersten  Summen  in  26)  liefern  also  hiernach : 


x=\ 


A  =  i 


X=: 


nach  Formel  20),  wie  zu  beweisen  war. 


=  (P  +  5r)>,  ^0,q-X'S'pA={P+Q)Sp,g 
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rf  ^^ .^^- ^- 


^    ^  i.rf'    V  . 


Hiernaph  erhält  man  also  die  Relation: 

27)  3/^.5  =  (P+^)  ^1^,5+  ^       y,   ^P-uq-J^'iJ^ 

also  z.  B.: 

^6'  4  ^^  ^  •  *6> 4    I    "^V  8  •  *1»  1    I    ^8»8  '  *»>  1    i    ^«»  8  •  'S'  1    i    M»  8  *  *4'  1 

+  i4>2  •  ^1*2    »        8»2  •  *2> 8    I    *V  l  •  *4>  8    i    ^2»1  '  *3»S 
•     '8»  1  •  *2i  8    I    ^4'  1  •  *1»  8  T  'i»  8  •  *4»  2    I    ^2>  2  •  *2»  2* 

Es  liegt  nun  nahe,  für  die  T  anf  der  rechten  Seite  wieder  ihre  Werthe 
einzusetzen  und  so  schliesslich  eine  Formel  herzuleiten,  in  welcher  nur  die 
Determinanten  s  vorkommen.   Dieselbe  wird  in  dem  gewählten  Beispiele : 

^6»  4    •"  ^4»  8  •  *1»  X    •"  *8»  8  •  '2»  l    I    *2»  8  •  *8»  1 

(Q\    <^^  1  +*ii8**4U  T  *4»2*  *1»2  "t"'8»2  •  *2»2 

-   )   y<,  ^V    =  9    J  +  *8» 2  •  *1> X    I    2*2, 2  *2, 1  *i,  i 

4-  2  ^j,  2  *3»  1  ^1»  1  +  'o  2  «^an 
+  »21 1  •  ^1»  1 

Die  allgemeine  Formel  lässt  sich  durch  folgende  Betrachtungen  er- 
halten : 

Man  setze  in  die  Gleichung  27)  für  T^^i^q^j  den  Werth,  der  sich  aus 
dieser  allgemeinen  Formel  ergiebt,  ein,  nämlich: 

so  erhält  man 

Nun  ist  aber 

iP—i+g—J)  «P-.-,5-i-*<./  ={p+9)i  ^  ^  ^p-i,  q-j  •  ^.Ji 

da  sich  4mmer  je  zwei  der  Summanden,  deren  Gesammtzahl  (p^l)  {q — 1) 
beträgt,  nämlich 

und 

0'+y)»<,j-^P-i',f-i» 
zu 

zusammenfassen   lassen  und  nach  Heraussetzung  des  gemeinschaftlichen 
P+^ 


28) 


Factors 


die  einzelnen  Summanden  sämmtliche  Combinationen 


^p-i»9-J'^Ui 
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darstellen,  die  erhalten  werden,  wenn  man  die  beiden  Zahlen« p  und  q  in 
alle  möglichen  (positiven)  Summanden  zu  je  zweien  (die  Null  ausgenom- 
men) zerlegt,  und  von  denen  immer  zwei  gleichweit  von  der  Mitte  ab- 
stehende  einander  gleich  werden. 

Die  vierfache  Summe  in  28)  lässt  sich ,  wenn  man  die  einseinen  Sum- 
manden nach  den  aufeinanderfolgenden  Werthen  von  r  und  i  ordnet,  auf 
folgende  Form  bringen: 


f=o-.2  r=p-aj=£--2  i=p— 2 


f=I         F^I        jr^l        1^1 
wofür  wir  der  Einfachheit  wegen  schreiben  wollen: 

i=9— 2  t  =  p~2 

Die  einzelnen  Glieder  dieser  Summe  werden  erhalten ,  indem  man  die 
beiden  ZaHlenp  und  q  in  alle  möglichen  Summanden  zu  je  dreien, 

P  —  «1  —  h,  hy  h  und  q  — /,  —Jt.Ji  iJt 
zerlegt  und  die  sämmtlichen  Combinationen 

bildet,  von  denen  natürlich  immer  diejenigen,   bei  denen  f|  und  t,  oder^i 
und  j\  verschieden  sind ,  doppelt  vorkommen  und  deren  Gesammtzahl 

beträgt. 

» 

Hierdurch  ist  also  für  Tp^^  folgender  Ausdruck  erhalten : 
^^,«  =  (P+!?)<  ^f'.^  +  i    ^     ^  ^P-i^q-J'^iJ 

J=«--2  »=P=2 


29) 


Setzt  man  nun  für 

wieder  den  Werth,  wie  er  sich  aus  der  Formel  27)  ergiebt,  ein,  so  er- 
hält man : 

i=^-2<=:p-2 
i=y-2  i=p~2 


■  A  •  1 
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Denu  von  sämmtlichen  Summanden  der  ersten  Summe  lassen  sieb  im  AH- 

« 

gemeinen  immer  drei  Paare  zusammenfassen,  nämlich: 

{p-*t-ü+q—Ji-Jt)  Sp-i,-it,t-Ji-Jf''it,h\  g.  . 
+  ih+Jt)  *it,yj  •  'p-i,-it,i-ri-Vt  )    '"^* 

deren  Summe  giebt 

2  {p  +  q)  Sp^i^^i^^-j^^j^ .  Sij^ .  5i,  j, ; 
falls  zwei  Factoren  einander  gleich  werden,  so  erhält  man 

als  die  Summe  der  drei  Glieder 

und  endlich  wenn  alle  drei  Factoren  einander  gleich  werden,  welcher  Fall 
nur  dann  eintritt,  wenn  p  und  q  beide  durch  3  theiibar  sind,  das  eine  Glied 

P  +  Q  ^ 

^       »  r 

Setzt  man  also  den  Factor  -     -  der  Summe  voraus ,  so  erhält  man : 

3 

3     ^    St 
wobei  die  einzelnen  Glieder  der  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Summe  die 

sämmtlichen  Combinationen  ^p— fi— la,?— Ji— J«**'i.ii"'«2,A  darstellen,  die  erhal- 
ten werden,  wenn  die  Zahlen  p  und  q  auf  alle  Arten  in  Summanden  zu  je 
dreien  zerlegt  werden  und  welche  anf  die  oben  angegebene  Art  zu  je  6 
oder  je  3  zusammengefasst  werden  können.* 

Der  oben  zur  Abkürzung  durch  Q  bezeichnete  Ausdruck  stellt  eine  sechs- 
fache Summe  dar,  die  auf  folgende  Form  gebracht  werden  kann: 

ö  =  ^,        ^,    ^P-ii-ir-i»,  q-h-h-h ' ^hJi   ^hjt  ^'»»^8  i 

so  dass  man  für  Tp^^  jetzt  den  Ausdruck  hat: 


'*'   Die  Gesammtsumme  der  Coefficienten  aller  Glieder  des  Summenausdracks 
beträgt,  wie  leicht  nachzuweisen: 

e)('7')-^(i)('T')=*(,-...er')e7')- 
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•  «   ^  *  ^  • 


30) 


[ 


+i 


^H-i,^^h-h'KJi'^k,3t  \ 


Man  sieht  leicht,  wie  diese  Schlüsse  fortzusetzen  sind,  und  findet  bei 
fortgesetzter  Anwendung  dieses  Verfahrens,  dass  das  letzte  Glied  der 
Summe,  die  auf  diese  Weise  für  Tp^q  erhalten  wird,  falls  p'^q  ist,  sein 
wird: 


S=zQ^^\)i==p>^Mr\) 


p  +  q 
q 


oder  einfacher: 


p  +  q 
q 


*p-<i  <«  4- — ',-.i,i**«in-*<.M**'.u  •••%-„»• 


Man  hat  also  schliesslich  folgende  allgemeine  Formel : 
^p,«  =  {p  +  q)  \  *p.<  +  i  /J'    ^  ^P-'^f-i  •  ^iJ 


Sp^i,^i^  ...-',«1,  ^  •  «t„t  •  «f.,1  -  %. 


iffi 


oder,  wenn  für  Tp^q  sein  Werth 


{-)P+*(^  +  '')y^y^ 


q    )^ 


gesetzt  wird: 


^P»« 


31) 


fi=ir  £i=«_Jf*-')  f=prlf*-^) 


*p  -  'i-  <i- ...  .-/^  _i ,  f  ii  ->»-.. .  -^^-i 


fi=2      »        7^1  7=1 


z.  B.: 
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+  *6»2  *1»8    i    *4»2'^2»«    •"  5*^8» 2J 
*    l*4»2^  1»1    •"  *'*3»1*2»1  *1»1    •"  ^^2'2*8»1*1»1  *T  *2>2'^2>  1 
+  2^112  *4»1  *1»1   •■*'*1'2  ^8»l'*2»lJ       9 

Der  Factor  irgend  eines  der  in  der  Parenthese  stehenden  Terme  laset 
sich  nach  dem  Obigen  und  nach  den  Regeln  der  Combinatorik  sofort  an- 
geben; so  ist  in  dem  Beispiele  der  Factor  .von  ^9ii*^'i>i  gleich 

1.2.8  _  8_ 
1.2,1.2""  2* 

dagegen  würde  z.  B.  der  Factor  von 

gleich 

1.2.3.4.6      _ 

=10 

1.2.3.1.2 

sein,  indem  natürlich  der  in  den  obigen  Formeln  der  symbolischen  Schreib- 
weise wegen  heransgesetzte  Factor  —  von  vornherein  mit  den  entsprechen- 
den Gliedern  verbanden  und  aufgehoben  werden  kann. 

Die  abgeleiteten  Formeln  24) ,  25) ,  27)  und  31)  geben  Anlass  zu  vielen 
interessanten  Betrachtungen  und  weiteren  Entwickelungen ,  die  aber  jetzt 
nicht  verfolgt  werden  sollen,  sondern  einer  andern  Gelegenheit  vorbehalten 
bleiben  mögen.  Nur  das  Eine  sei  noch  bemerkt,  dasa  die  Summe  der 
sämmtlichen  Factoren  aller  in  der  Parenthese  in  31)  vorkommenden  Glieder 
(mit  Einschluss  von  Sp^q)  immer  gleich 

P 

q        ' 

also  gleich  dem  reciproken  Werthe  des  vor  der  Parenthese  stehenden  Co- 
efficienten  sein  muss.  [So  wird  in  dem  obigen  Beispiele,  in  welchem  ;>=:6, 
^=4  war,  diese  Summe  gleich  21.]  Der  Beweis  für  diese  Behauptung  er- 
giebt  sich  sofort,  da 


rr) 


+«e7')e7')+*e7')('7')+- 

^l\q-'2/\q  —  2)'^g\q  —  lJ\q  —  \) 


••+,- 
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-(0^(0e7>(0e7'K-+Ci.)(::D+(;:;) 

cr-T') 

ist,  and  es  kann  dieser  Satz,  abgesehen  von  anderen  Folgerungen,  die  sich 
ans  ihm  ergeben,  auch  immer  zn  einer  leichten  Controle  für  die  Richtigkeit 
der  Rechnung  bei  Anwendung  der  Formel  31)  benutzt  werden. 


XIV. 
Ueber  Punktsysteme  auf  Corven  dritter  Ordnung. 

Von 

Dr.  Emil  Weyr  in  Prag. 


1.  Wenn  C/  eine  Curve  dritter  Ordnung  ist,  welche  in  8  einen  Dop- 
pelpunkt besitzt,  so  kann  man  bekanntlich  vom  Doppelverhältniss  von  vier 
Punkten  der  Curve  sprechen.  Unter  dem  Doppelverhältniss  von  vier  Punk- 
ten a,  6,  c,  d  der  Curve  verstehen  wir  das  Doppelverhältniss  jener  vier 
Strahlen,  welche  den  Doppelpunkt  der  Curve  mit  den  vier  Punkten  ver- 
binden. 

Ist  einmal  der  Begriff  des  Doppel  Verhältnisses  von  vier  Punkten  einer 
C/  in  dieser  Art  festgestellt,  so  kann  man  auch  projectivische  Punktsysteme 
auf  der  Curve  C^  betrachten. 

Zwei  Systeme  von  einander  entsprechenden  Punkten  der  Curve  C^ 
heissen  projectivisch ,  wenn  das  Doppelverhältniss  von  vier  Punkten  des 
einen  Systemes  gleich  ist  dem  Doppelverhältnisse  der  entsprechenden  vier 
Punkte  des  andern. 

Hieraus  erhellt  sofort,  dass  auch  zwei  projectivische  Punktsysteme  auf 
einer  C^  durch  die  Feststellung  dreier  Paare  entsprechender  Punkte  be- 
stimmt  sind ,  und  dass  man  aus  diesen  zu  jedem  Punkte  des  einen  Systems 
den  entsprechenden  des  andern  Systemes  unter  Zuhilfenahme  des  Strahlen- 
büschels 8  construiren  könne. 

Befinden  sich  zwei  projectivische  Punktsysteme  auf  der  Curve  C^', 
welche  die  besondere  Eigenschaft  besitzen,  dass  in  ihnen  Vertauschungs- 
fähigkeit  herrscht,  d.  h.  dass  jedem  Punkte  der  Curve  immer  derselbe 
Punkt  entspricht,  ob  man  ihn  nun  zu  dem  einen  oder  dem  andern  Systeme 
rechnet,  so  bilden  die  beiden  Punktsysteme  eine  quadratische  Involution 
von  Punkten  der  Curve  C/.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  sich  eine 
quadratische  Involution  (welche  wir  unter  der  Bezeichnung  „Involution** 
immer  verstehen  wollen)  aus  dem  Doppelpunkte  8  durch  eine  Strahlen involu- 
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tion  projiciren  wird.    Hieraus  Folgt  aber  sofort,  dass  eine  Punktinvolution 
auf  C^  durcli  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  bestimmt  ist. 

2.  Nachdem  wir  die  Begriife  projectivischer  und  involutorischer 
Punktsysteme  »uf  einer  Cnrve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte 
festgestellt  haben,  müssen  wir,  ehe  zur  weiteren  Betrachtung  solcher 
Systeme  geschritten  werden  kann,  die  einzelnen  Punkte  der  Curve  C^  — 
des  Trägers  der  Punktsysteme  —  näher  untersuchen. 

Sämmtliche  Punkte  der  Curve  C^  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Doppel- 
punktes d  sind  einfache  Punkte  der  Curve,  d.  h.  jeder  von  ihnen  besitzt  nur 
eine  einzige  Tangente,  welche  die  Curve  in  einem,  dem  betrachteten  Punkte 
unendlich  nahen  Punkte  —  seinem  Nachbarpunkte  —  schneidet. 

Durch  den  Doppelpunkt  8  gehen  jedoch  zwei  Zweige  der  Curve, 
welche  in  6  von  je  einer  Geraden  berührt  werden.  Der  Doppelpunkt  be- 
sitzt zwei  Tangenten  —  die  Doppelpunktstangenten,  welche  wir  kurz  mit 
Gx ,  ^t  bezeichnen  wollen  —  und  somit  auch  zwei  Nachbarpunkte, 

Die  Doppelpunktstangenten  verbinden  den  Doppelpunkt  mit  seinen  bei- 
den Nachbarpunkten. 

Aus  dem  Doppelpunkte  d  geht  nach  jedem  Punkte  a^  der  Curve  ein 
vollkommen  bestimmter  Strahl  d(7|=^,  —  der  unserem  Punkte  a^  ent- 
sprechende Doppelpunktsstrahl  —  und  die  nach  den  beiden  Nachbarpunk- 
ten von  6  gehenden  Strahlen  sind  die  beiden  Doppelpunktstangenten  £?,,  G^, 

3.  Befinden  sich  auf  einer  Curve  C^  zwei  projectivische  oder  involu« 
torische  Punktsysteme,  so  kann  man  jeden  Punkt  der  Curve  zu  einem  der 
Systeme  einmal  rechnen;  den  Doppelpunkt  6  jedoch  zweimal,  indem  man 
ihm  entweder  den  einen  oder  den  andern  seiner  Nachbarpunkte  substituirt. 
Befinden  sich  also  auf  (7^'  zwei  projectivische  Punktsysteme,  so  werden  dem 
Doppelpunkte  in  jedem  derselben  zwei  Punkte  entsprechen.  Befindet  sich 
auf  C^  eine  Punktinvolution ,  so  werden  dem  Doppelpunkte  zwei  Punkte 
entsprechen. 

4.  Indem  wir  uns  vor  Allem  speciell  zur  Betrachtung  von  involutori- 
schen  Punktsystemen  auf  C^  wenden,  möge  zunächst  bemerkt  werden,  dass 
man  die  auftretenden  Involutionen  in  zwei  Arten  eintheilen  könne ,  nämlich 
in  die  „centralen"  und  die  „allgemeinen".*  J)ie  centralen  Involutionen 
entstehen  dadurch,  dass  man  durch  einen  festen  Punkt  o  der  Cnrve  C^ 
Strahlen  A,  B .,.  zieht,  welche  auf  der  Curve  die  Punktenpaare  Ot^ty^t^t  ••• 
resp.  bestimmen. 

Diese  Punktenpaare  bilden,  weil  sie  sich  aus  dem  Doppelpunkte  ö  in 
einer  Strahl eninvolution  A^  A^^  B^B^.,,  projiciren,  eine  Punktinvolution 
auf  C^». 

,, Schneiden  sich   die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  in 
einem  und  demselben  auf  der  Cnrve  C^  liegenden  Punkte  o ,  so  ist  die 


*   Theorie  niehrdentiger  Elementargebilde  etc. ,  I.  Theil ,  Art.  1 1 . 
Zeitschrift  f.  Maihcmalik  u.  Physik  XV,  5.  24 
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Involntion  eine  centrale.    Den  Punkt  o  nennen  wir  das  Centrum  der  In 
volution.** 

Hieraus  folgt  unmittelbar : 

„Eine  centrale  Involntion  auf  C^  ist  bestimmt ,  sobald  man  ein  Paar 
entsprechender  Punkte  oder  das  Centrum  der  Involution  kennt/^ 

Im  letzten  Falle  schneidet  jede  durch  das  Centrnm  gelegte  Gerade  die 
Curve  C/in  einem  Punktenpaare  der  Involution,  und  im  ersten  Falle  ist  der 
dritte  Schnittpunkt  der  Verbindungslinie  des  Paares  entsprechender  Punkte 
und  der  Curve  das  Centrum  der  Involution ,  wodurch  dieser  Fall  auf  den 
letzteren  zurückgeführt  ist. 

Man  erkennt  sofort,  dass  man  jeden  Punkt  der  Curve  C^  als  das  Cen- 
trum einer  derartigen  Involution  betrachten  kann ,  welche  wir  als  die  dem 
Punkte  zugeordnete  centrale  Involution  bezeichnen. 

Die  Strahleninvolution,  in  welcher  sich  eine  centrale  Punktinvolution 
vom  Doppelpunkte  8  aus  projicirt,  soll  als  die  dem  Centrum  zugeordnete 
Strahleninvolution  am  Doppelpunkte  bezeichnet  werden. 

Diese  Strahleninvolution  liegt  mit  der  besprochenen  centralen  Punkt- 
involution perspectivisch. 

5.  Betrachten  wir  nun  eine  centrale  Punktinvolution  auf  einer  Curve 
C/  etwas  näher. 

Ist  0  das  Centrum  der  Involution ,  so  findet  man  den,  einem  beliebigen 
Punkte  Xj^  von  C^*  entsprechenden  Punkt  a:,  als  dritten  Schnittpunkt  des 
von  0  nach  a?i  gezogenen  Strahles  X  mit  der  Curve. 

Hieraus  erkennt  man  augenblicklich,  dass  die  beiden  Nachbarpunkte 
des  Doppelpunktes  6  ein  Paar  entsprechender  Punkte  vorstellen ;  denn  legt 
man  durch  o  einen  bei  d  unendlich  nahe  vorbeigehenden  Strahl  g,  so  wird 
er  die  Curve  in  diesen  beiden  Nachbarpunkten  schneiden. 

„Alle  centralen  Involutionen  auf  einer  C^  besitzen  ein  gemeinschaft- 
liches Pnnktenpaar,  nftmlich  die  beiden  Nachbarpunkte  des  Doppel- 
punktes.** 

Hieraus  erklärt  sich,  warum  eine  centrale  Involution  durch  ein  einziges 
Punktenpaar  bestimmt  erscheint. 

Projicirt  man  alle  centralen  Involutionen  aus  dem  Doppelpunkte  6 
durch  Strahleninvolutionen,  so  werden  diese  nothwendigerweise  die  beiden 
Doppelpunktstangenten  £^j,  Gf  zum  gemeinschaftlichen  Strablenpaare  be- 
sitzen. 

„Alle  Strahleninvolutionen  am  Doppelpunkte,  welche  die  auf  C/  auf- 
tretenden centralen  Involutionen  projiciren,  enthalten  die  beiden  Doppel- 
punktbtangenten  als  ein  Paar  entsprechender  Strahlen.'* 

Legt  man  durch  das  Centrum  o  der  betrachteten  Involution  den  schnei- 
denden Strahl  so,  dass  er  die  Curve  C^  in  o  tangirt,  so  schneidet  er  sie  in 
einem  unendlich  nahe  zu  o  fallenden  Punkte  und  dann  noch  in  dem  diesem 
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enteprechenden  Ponkte  o\  welcher  bekanntlich  (als  Durchschnitt  der  Tan- 
gente von  0  mit  der  Cnrve)  der  Tangentialpnnkt  von  o  genannt  wird. 

„Dem  Centram  einer  centralen  Involntion  entspricht  dessen  Tan- 
gentialpnnkt/* 

Die  centrale  Involution,  deren  Centram  o  ist,  wird,  wie  jede  Involntion 
zweiten  Grades,  zwei  (reelle  oder  imaginäre)  Doppelpunkte  Vjt,  n^j,  be- 
sitzen. Es  wird  somit  zwei  dnrch  o  gehende  Strahlen  F,  ^ geben,  welche 
C^  in  znsammenfallenden  Pnnkten  schneiden ,  d.  h.  in  denselben  berühren. 
Es  werden  somit  Fand  W  die  beiden  von  o  ans  an  dieCurve  gehenden 
Tangenten  sein. 

„Dnrch  jeden  Punkt  o  der  Cnrve  lassen  sich  an  dieselbe  zwei  Tan- 
genten V,  W  legen,  deren  Berührangspankte  Vit,  w^^  die  Doppelpunkte 
der  centralen  Involution  sind,  deren  Centram  o  ist.'* 

Die  beiden  nach  v^^  und  w^^  ans  ^  gehenden  Strahlen  Fi,  and  W^^  sind 
daher  die  beiden  Doppelstrahlen  derStrahleninvolntion,  in  welcher  sich  die 
centrale  Punktinvolntion  ans  6  projicirt. 

Es  sind  somit  F,,  ^„  A^  ^, ,  F„  W^^  B^  B^ ,  F«  W^«  C^i  <r, . . .  lauter  Grup- 
pen harmonischer  Strahlen. 

Ebenso  theilt  das  Strahlenpaar  do,  ho  den  Winkel  von  F,t  und  W^^ 
harmonisch. 

6.  Die  Betrachtung  des  vorhergehenden  Artikels  liefert  die  einfache 
Lösung  einiger  Aufgaben,  die  wir  hier  in  aller  Kftrze  behandeln  wollen. 

Aufgabe:  „Eine  Curve  C^  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt  h 
ist  gegeben;  man  soll  in  einem  ihrer  Punkte  o  die  Tangente  construiren/* 

Man  lege  durch  0  zwei  beliebige,  die  Curve  in  den  Punktenpaaren 
AiOf,  5|^,  resp.  schneidenden  Strahlen  A^  B  und  projicire  diese  Punkten- 
paare  ans  dem  Doppelpunkte  h  durch  die  Strahlenpaare  ^i^ti  -^j^tt  ^iose 
zwei  Strahlenpaare  fixiren  die  Strahleninvolution,  in  welcher  sich  die  dem 
0  zugeordnete  centrale  Punktinvolution  projicirt. 

Nach  Art.  5  wird  der  dem  Strahle  ho  involutorisch  entsprechende 
Strahl  die  Curve  im  Tangential  punkte  o  von  o  schneiden ,.  dessen  Verbin- 
dungslinie o'  die  Tangente  in  diesem  Punkte  ist. 

Den  h  o  involutorisch  entsprechenden  Strahl  üudet  man  am  bequemsten 
mittels  des  Satzes  vom  vollständigen  Vierseit.  ^ 

Zieht  man  die  Verbindungslinie  von  {A  B^)  mit  (BA^)  und  jene  von 
{AAt)  mit  {BB^)  [unter  {XY)  verstehe  ich  im  Allgemeinen  den  Schnittpunkt 
der  Geraden  X  und  7],  so  wird  der  von  h  nach  dem  Schnittpunkte  dieser 
Verbindungslinien  gezogene  Strahl  die  Curve  C^*  im  Tangentialpnnkte  o' 

von  0  schneiden  und  Ts=oo'  ist  die  verlangte  Tangente  des  Punktes  o. 


•  Verbindet  man  die  drei  Gegeneckenpaare  eines  vollständigen  Vierseits  mit 
einem  willkürlichen  Punkte  Feiner  Ebene,  so  erhält  man  drei  Strahlenpaare  in  Invo- 
latioD. 

24* 
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Das  vollständige  Vierseit  ist  hier  gebildet  aus  den  Strahlen  A^  B  und 
den  erwähnten  zwei  Verbindungslinien. 

Hiermit  haben  wir  gleichzeitig  die  Anfgabe  gelöst:  den  Tangential- 
punkt  eines  Punktes  der  Curve  zu  construiren. 

Aufgabe :  „Die  beiden  von  einem  Punkte  o  der  Curve  C^  an  dieselbe 
gehenden  Tangenten  zu  construiren/* 

Der  Punkt  o  bestimmt  als  Centrum  auf  der  Curve  eine  centrale  Involu- 
tion, von  welcher  wir  aus  der  vorhergehenden  Aufgabe  bereits  zwei  Punk- 
tenpaare  ^idt,  h^a^  und  die  sie  projicirenden  Strahlenpaare  AiAf^  B^B^  be* 
sitzen.  Die  Doppelstrahlen  Fj^,  W^t  der  Strahleninvolution,  welcher  diese 
beiden  Strahlenpaare  angehören,  gehen,  wie  aus  dem  vorigen  Artikel  noch 
erinnerlich  sein  dürfte,  durch  die  Berührungspunkte  &„ ,  n^,t  der  beiden  von 
0  aus  an  (7/  gezogenen  Tangenten  V,  W  und  sind  zugleich  die  Doppel- 
punkte der  betrachteten  centralen  Involution, 

Die  beiden  Doppelstrahlen  F,,,  W^^  erhält  man  einfach  mittels  eines 
beliebigen,  durch  den  Doppelpunkt  ^  gehenden  Constructionskreises  K.  Die 
beiden  Strahlenpaare  A^A^y  ^\^%  bestimmen  auf  diesem  Kreise  zwei  Punk- 
lenpaare,  resp.  crtOt,  ^x^t  einer  Punktinvolution,  so  dass  der  Schnittpunkt/? 

von  a|Qr,  mit  j^ijS,  das  Centrum  dieser  auf  K  entstehenden  Punktinvolution 
darstellt. 

Die  von  p  an  üf  gezogenen  beiden  Tangenten  berühren  den  Kreis  in 
zwei  Punkten  ViatCOi,,  welche  mit  h  verbunden,  die  Doppelstrahlen  F,,,  W^^ 
liefern;  diese  schneiden  C^  in  den  Berührungspunkten  ^lu^it  der  verlangten 

Tangenten.     Man  hat  nunmehr  die  Geraden  ov,2=  F  und  on'it^  W  zu 
ziehen,  um  die  verlangten  Tangenten  zu  erhalten. 

Die  Aufgabe -hat  zwei  reelle  oder  imaginäre  Auflösungen,  je  nachdem 
sich  nämlich  von  p  aus  an  den  Kreis  K  zwei  reelle  oder  imaginäre  Tangen- 
ten ziehen  lassen.  Es  giebt  nur  zwei  Lagen  des  Punktes  o,  für  welche  die 
beiden  von  ihm  an  C^  gezogenen  Tangenten  zusammenfallen ,  und  dies  ge- 
schieht nur  für  die  beiden  Nachbarpunkte  des  Doppelpunktes«  In  der 
That,  liegt  der  Punkt  o  unendlich  nahe  bei  j  auf  der  Tangente  Q^  i  ^^  fallen 
die  von  ihm  an  C^  gehenden  Tangenten  mit  der  zweiten  Doppelpnnktstan- 
gente  Q^^  zusammen,  während  ^i  als  die  im  Punkte  o  an  die  Curve  gezogene 
Tangente  anzusehen  ist.  Ebenso  fallen  die  beiden  von  dem  auf  Q^  liegenden 
Nachbarpunkte  des  Doppelpunktes  an  C^  gehenden  Tangenten  mit  Q^  zu- 
sammen ,  während  Q^  die  in  diesem  Nachbarpunkte  an  C^  gezogene  Tan- 
gente darstellt. 

7.  Aus  dem  zu  Ende  des  vorhergehenden  Artikels  Gesagten  geht  so- 
fort hervor,  dass  die  beiden  Nachbarpunkte  des  Doppelpunktes  (resp.  der 
Doppelpunkt  selbst)  solche  Punkte ,  für  welche  die  beiden  an  die  Curve 
gehenden  Tangenten  reell  sind,  von  solchen  trennt,  für  welche  diese  Tan- 
genten imaginär  sind« 
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Dnrch  den  Punkt  S  wird  also-  die  Curve  C^*  in  zwei  Theile  zerlegt. 

Der  eine  Theil  enthält  lauter  solche  Punkte,  ans  denen  sich  an  die 
Curve  zwei  reelle  Tangenten  legen  lassen,  während  der  andere  Theil  — 
die  Schleife  —  solche  Punkte  enthält,  für  welche  die  heiden  durch  sie 
gehenden  Tangenten  imaginär  sind. 

8.  Der  Doppelpunkt  8  einer  Curve  C/  kann  von  zweierlei  wesentlich 
verschiedener  Art  sein.  Erstens  er  ist  ein  eigentlicher  Doppelpunkt,  d.  h. 
die  Curve  C^  geht  zweimal  mit  reellen  Zweigen  durch  denselben.  Dies 
wird  dann  eintreten,  wenn  die  beiden  Doppelpunktstangenten  G^  G^  reell  sind. 
Zweitens:  Er  ist  ein  isolirter  Doppelpunkt,  dann  nämlich,  wenn  das  Tan- 
geutenpaar  ^i  G2  desselben  imaginär  ist.  In  diesem  Falle  liegt  der  Punkt  t 
vereinzelt  (als  Einsiedler)  abseits  des  reellen  Curventheiles. 

Ist  S  ein  eigentlicher  Doppelpunkt,  so  werden  wir  beide  in  Artikel  7 
erwähnten  Theilo  der  Curve  antreffen. 

Wenn  dagegen  der  Doppelpunkt  isolirt  ist,  so  wird  keine  Schleife  der 
Curve  existiren  und  es  werden  sich  von  jedem  Punkte  der  Curve  an  die* 
selbe  zwei  Tangeuten  ziehen  lassen. 

9.  Als  einen  Zwischenfall  kann  man  jenen  auffassen,  in  welchem  die 
beiden  Tangenten  des  Doppelpunktes  zusammenfallen.  Hierdurch  wird  er 
zu  einem  Rückkehrpunkte  oder  zu  einer  Spitze. 

In  diesem  Falle  besitzt  somit  die  Curve  in  d  eine  Spitze. 

10.  Wir  haben  ganz  allgemein  gezeigt,  dass  sich  ans  jedem  Punkte  0 
einer  Curve  C^^  ein  reelles  oder  imaginäres  Tangentenpaar  ziehen  lässt, 
dessen  Berührungspunkte  wir  als  Schnittpunkte  der  Curve  mit  den  Doppel- 
strahlen der  dem  Punkte  0  zugeordneten  Strahleninvolution  am  Doppel- 
punkte erhielten. 

Da  die  im  Punkte  0  an  die  Curve  gezogene  Tangente  für  zwei  zusam- 
menfallende Tangenten  gilt,  so  erkennt  man,  dass  (wie  es  des  Doppelpunk- 
tes wegen  auch  sein  muss)  die  Curve  C^  von  der  vierten  Classe  ist,  d.  h. 
es  werden  sich  von  einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene  an  sie  vier  Tangen- 
ten legen  lassen.  Wie  wir  gezeigt  haben,  besitzen  die  sämmtlichen  den 
einzelnen  Punkten  der  Curve  C^  zugeordneten  Strahlen  Involutionen  am 
Doppelpunkte  8  die  beiden  Tangenten  C,  Gj^  desselben  zu  gemeinschaftlichen 
Strahlenpaaren.  Wenn  diese  beiden  Tangenten  zusammenfallen,  so  werden 
sie  einen  allen  diesen  Involutionen  gemeinsamen  Doppelstrahl  darstellen. 
Jede  dieser  Involutionen  wird  ausser  diesem  Doppelstrahle  noch  einen 
zweiten  besitzen. 

Hieraus  schliesst  man,  dass  in  diesem  Falle  eine  von  den  beiden,  ans 
einem  Punkte  der  Curve  an  sie  gezogenen  Tangenten  dnrch  die  Verbin- 
dungsUnie  des  Punktes  mit  dem  Doppelpunkte,  welcher  hier  in  einen  Bück- 
kehrpunkt übergegangen  ist,  ersetzt  wird. 
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Von  den  vier  Tangenten ,  die  durch  den  betrachteten  Punkt  gehen, 
wird  eine  durch  diese  Verbindungslinie  ersetzt  und  es  bleiben  somit  nur 
drei  eigentliche  Tangenten  zurück. 

Ans  diesem  Grunde  ist  eine  Curve  dritter  Ordnung,  welche  einen 
Bückkehrpunkt  besitzt,  nur  von  der  dritten  Classe. 

1 1.  Zieht  man  von  einem  Funkte  o  der  Curve  C^  an  dieselbe  die  bei- 
den  Tangenten  Fund  JFf  welche  sie  resp.  in  t;^  und  w^^  berühren,  so  sind 
Vi2  tind  fVif  zwei  Punkte,  welche  den  Punkt  o  zum  gemeinschaftlichen  Tan* 
gentialpunkt  besitzen.  Zwei  solche  Punkte  nennen  wir  zwei  harmonisch 
zugeordnete  oder  conjugirte  Punkte  der  Curve.* 

Jedem  Punkte  der  Curve  ist  ein  anderer  Punkt  derselben  harmonisch 
zugeordnet,  welchen  man  erhält,  wenn  man  aus  dem  Tangentialpunkte  des 
ersteren  an  die  Curve  die  zweite  Tangente  legt. 

Nach  Früherem  sind  aber  zwei  conjugirte  Punkte  t^i,,  n^i,  die  Doppel- 
punkte der  centralen  Involution,  welche  der  gemeinschaftliche  Tangential- 
punkt  der  beiden  Punkte  auf  der  Curve  bestimmt.  Wir  erkennen  daher 
leicht  die  Bichtigkeit  folgenden  Satzes: 

„Zwei  conjugirte  Punkte  der  Curve  C^'  sind  die  Doppelpunkte  jener 
centralen  Involution ,  welche  der  gemeinschaftliche  Tangentialpunkt  der 
beiden  Funkte  auf  der  Curve  bestimmt.*' 

Die  von  S  nach  zwei  conjugirten  Punkten  &,t,  w^t  gehenden  Strahlen 
Fj2»  ^it  8^°^  ^i^  Doppelstrahlen  der  Strahleninvolution ,  in  der  sich  die 
zum  Centrum  o  gehörige  centrale  Involution  aus  ö  projicirt.  Zu  dieser 
Strahleninvolution  gehören,  wie  bekannt,  die  beiden  Doppelpunktstangen- 
ten ^j ,  G^  als  ein  Paar  entsprechender  Strahlen ,  weshalb  die  vier  Strahlen 
^i>  ^t)  ^ui  ^ts  ▼^^f  harmonische  Strahlen  sein  müssen. 

„Verbindet  man  zwei  conjugirte  Punkte  der  Curve  C^^  mit  dem  Dop- 
pelpunkte, so  erhält  man  zwei  Strahlen,  welche  den  Winkel  der  Doppel- 
punktstangenten harmonisch  theilen.^^** 

Hieraus  folgt  aber  sofort,  dass  die  nach  den  conjugirten Punk^enpaaren 
der  Curve  gehenden  Strahlen  aus  dem  Doppelpunkte  eine  Strahleninvolu- 
tion bilden,'  deren  DoppeUtrahlen  die  beiden  Doppelpunktstangenten  sind. 
Folglich  bilden  die  conjugirten  Funktenpaare  der  Curve  eine  Punktinvolu- 
tion, deren  Doppelpunkte  die  beiden  Nachbarpunkte  des  Doppelpunk- 
tes sind. 

,)Die  Paare  conjugirter  Punkte  einer  Curve  C^  bilden  eine  quadra- 
tische Involution,  deren  Doppelpunkte  die  beiden  Nachbarpunkte  des 
Doppelpunktes  sind." 

,,Zwei  conjugirte  Punkte  bilden  mit  den  beiden  Nachbarpunkten  des 
Doppelpunktes  ein  System  von  vier  harmonischen  Punkten.*/ 


*  Hesse,  Grelle,  Bd.  3(5. 
**  Hesse  ,  Grelle  ibid. 
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12.  Ist  der  Doppelpunkt  Ö  der  Carve  ein  eigentlicher,  d.  h.  sind  die 
beiden  Doppelstrablen  Gi ,  Gf  der  eben  betrachteten  Strahleninvolation 
reell,  so  wird  von  den  zwei  Strahlen  eines  Paares  dieser  Involution  der  eine 
in  der  einen  der  beiden,  von  den  Doppelpunktstangeuten  gebildeten  Win- 
kelflächen liegen ,  während  sein  zugeordneter  Strahl  in  der  andern  Winkel- 
fläche sich  befinden  muss. 

Dasselbe  gilt  dann  von  zwei  conjagirten  Punkten  der  Curve.    Somit: 
„Besitzt  eine  Curve  C^^  einen  eigentlichen  Doppelpunkt ,  so  befindet 
sich  der  eine  von  zwei  conjugirten  Punkten  allemal  auf  der  Schleife  der 
Curve ,  während  der  zweite  sich  am  andern  Theile  der  Curve  befindet^', 
oder: 

„Zieht  man  von  einem  Punkte  einer  Curve  C^  mit  eigentlichem  Dop- 
pelpunkte die  beiden  Tangenten  an  die  Curve ,  so  liegt  der  Berührungs- 
punkt einer  derselben  immer  auf  der  Schleife,  während  der  zweite  dem 
übrigen  Tlieile  der  Curve  angehört/^ 

Da  sich  aus  einem  Punkte  der  Schleife  an  die  Curve  Keine  reelle  Tan- 
gente legen  lässt,  so  folgt  unmittelbar,  dass  kein  Punkt  der  Schleife  als 
Tangentialpunkt  auftreten  könne. 

13.  Aufgabe:  „Eine  Curve  dritter  Ordnung  C^  mit  einem  Doppel- 
punkte d  ist  gegeben;  man  soll  die  beiden  Doppelpunktstangenten  6,,  G^ 
constrniren/*  Die  Auflösung  ist  in  den  Betrachtungen  des  Artikels  11  ent- 
halten. 

Nimmt  man  zwei  Punkte  o,  o'  der  Curve  (welche  nicht  auf  der  Schleife 
liegen)  und  legt  durch  sie  au  die  Curve  resp.  die  Tangentenpaare 
F,  W:  V\  W'  (nach  Art.  6),  so  liefern  deren  Berührungspunktenpaare  die 
Strahlen  Fj,  ^j,,  V\^  ^\t-  Diese  zwei  Strahlenpaare  bestimmen  eine  In- 
volution, deren  Doppelstrahlen  die  gesuchten  Doppelpunktstangenten  6^,  G^ 
sind. 

Diese  erhält' man  in  bekannter  Weise  mittels  eines  durch  8  gelegten 
Constructionskreises  K» 

14.  Die  Betrachtung  der  an  dem  in  vorigem  Artikel  verwendeten  Con- 
structionskreise  entstehenden  Figur  führt  zu  einer  Lösung  folgender  Auf- 
gabe: 

„Eine  Curve  dritter  Ordnung  C^  mit  einem  Doppelpunkte  ist  ge- 
geben; man  soll  ihre  Inflexionspunkte  construiren.'^ 

Nimmt  man  zu  den  zwei  Punkten  o,  o'  des  vorigen  Artikels  einen  drit- 
ten Punkt  o",  so  liefert  dieser  zwei  neue  Tangenten  F",  ^',  welche  man 
von  ihm  an  C^  legen  kann,  und  die  Verbindungslinien  r"i2,  ^"n  ihrer  Be- 
rührungspunkte mit  dem  Doppelpunkte  ö  liefern  ein  drittes  Strahlenpaar 
der  im  vorigen  Artikel  betrachteten  Strahleninvolution,  deren  Doppelstrah- 
len die  Doppelpunktstangenten  G^ ,  G^  sind. 

Ordnet  man  nun  den  von  6  nach  o,  o'  nach  o''  gehenden  Strahlen 
Äo  =  Ö,Äo'  =  0',Äo"  =  0"  die  Strahlenpaare  Fl,  fTi, ,  F'«  ^'„,  F''^^"» 
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resp.  ZU,  SO  wird  das  Strahlenbüscbel  OO'O"  mit  der  Strableninvolution 
^i%  ^\t .  •  •  iu  projectivische  Beziehung  gesetzt. 

Die  Strahlenpaare  dieser  Involution  bestimmen  auf  dem  Constructions- 
kreise  i^  eine  Punktinvolution  ViatOit«  t'',,n;',2)  ^'u^'iti  ^^  zwar,  dass  die 
Verbindungslinien    entsprechender  Punkte    durch    einen    festen   Punkt  p 

gehen.  Es  werden  also  die  Strahlen  t^ji^i,  =  ö,,  v\^^u)\^=s  0\,  v\^rü\^^=^0'\ 
durch  einen  und  denselben  Punkt,  durch  das  perspectivische  Centrum  p  der 
auf  K  entstehenden  Involution  hindurchgehen. 

Jedem  Strahlenpaare  der  Involution  ^  ist  in  dieser  Weise  ein  Strahl 
des  Bfischelsp  projectivisch  zugeordnet.  Es  werden  daher  mittels  der  Invo- 
lution d  die  beiden  Büschel  p  und  OO'O''...  in  projectivische  Beziehung 
gesetzt;  den  Strahlen  ö,  ö\  0"  resp.  entsprechen  die  Strahlen  0,,  0',,  (j'\ 
und  jedem  vierten  Strahle  ö"'  des  ersten  Buscheis  wird  jener  Strahl  0"\ 
des  zweiten  Buscheis  p  entsprechen,  welcher  mit  ersterem  demselben  Strah- 
lenpaare der  Involution  6  zugeordnet  ist.  Da  G^, ,  G^  die  Doppelstrahlen  der 
Involution  d  sind,  so  ist  klar,  dass  ihre  Schnitte  ^] ,  g^  mit  K  die  Doppel- 
punkte der  auf  A^  entstehenden  Punktinvolution  sind,  so  dass />  als  Schnitt- 
punkt der  beiden  in  g^^  gf  an  iT  gelegten  Tangenten  erscheint.  Den  Strah- 
len (r|,  Gi  entsprechen,    wenn    man  sie  zum  Büschel  00'.,,  rechnet,   im 

Büschel  p  resp.  die  Strahlen  pg^,  pg^. 

Die  beiden  projecti vischen  Büschel  j9,£  erzeugen  einen  Kegelschnitt  21, 
welcher  durch /),d  und  die  drei  Punkte  (ÖO,),  {O'O^)^  (0"  0'\)  bestimmt 
ist.  Der  Kegelschnitt  2  wird  den  Kreis  A"  ausser  in  ö  noch  in  drei  weite- 
ren Punkten  f|,  s^^  s^  schneiden,  und  es  lädst  sich  leicht  zeigen,  dass  die 

^^^^^v  ^.a*M^B  a^p^i^^ 

drei  aus  ö  nach  diesen  Punkten  geführten  Strahlen  d^, ,  Ös^y  $s^  die  Curvo 
C^  in  den  drei  Inflexionspunkten  t , ,  f2,  ig  schneiden. 

Wenn  man  unter  einem  Inflcxionspunkte  der  Curve  C^^  einen  Punkt  f'i 
derselben  versteht,  für  welchen  eine  von  den  beiden  aus  ihm  an  die  Curve 
gehenden  Tangenten  mit  der  in  ihm  an  C^  gelegten  Taugente  zusammen- 
fällt, so  ist  klar,  dass  einer  von  den  beiden  dem  Strahle  di'i  in  der  Involu- 
tion   auf  ö  entsprechenden  Strahlen  mit    öi^  zusammenfällt,    und  folglich 

wird  das  dem  Öi^  entsprechende  Strahlenpaar  der  Involution  den  Kreis  £ 
in  einem  Punktenpaare  treffen,  von  dem  ein  Punkt  der  Schnittpunkt  von  if 

mit  dt'i  ist.    Daraus  geht  jedoch  sofort  hervor,  dass  der  dem  Si^  im  Büschel 

p  projectivisch  entsprechende  Strahl  sich  mit  dt'i  auf  JiT  schneiden  müsse, 
wodurch  unsere  Behauptung  erwiesen  ist» 

Da  nun  der  Kegelschnitt  S  den  Kreis  K  ausser  in  6  nur  noch  dreimal 
schneiden  kann ,  so  ist  klar ,  dass  eine  Curve  C^  nur  drei  Inflexionspunkte 
besitzen  kann. 
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Dieselben  sind  dann  sämmtlich  reell ,  wenn  der  Doppelpunkt  6  ein  iso- 
lirter  ist,  nnd  es  sind  zwei  imaginäre,  wenn  ö  ein  eigentlicher  Doppel- 
pnäkt  ist. 

Die  angegebene  Construction  wird  einfacher  gestaltet  werden  können, 
wenn  d  ein  eigentlicher  Doppelpunkt  ist.  Denn  in  diesem  Falle  stellen  seine 
beiden  Tangenten  Gi  Q^  die  Doppelstrablen  der  verwandten  Involution  auf  d 
vor  und  schneiden  den  Constructionskreis  K  in  den  Doppelpunkten  </, ,  Qt 
der  auf  K  entstehenden  Punktinvolution.  Die  beiden  Kreistangenten  in 
^1 ,  g^  schneiden  sich  im  Scheitel  p  und  entsprechen  projectiviseh  den  bei- 
.  den  Strahlen  G^^  G^,  so  dass  man,  um  die  Projectivität  festzusetzen,  nur 
noch  eines  Punktes  o  der  Curve  C^  bedarf. 

15.  Das  Hauptmerkmal  einer  auf  C^  befindlichen  centralen  Punkt- 
involution ist,  dass  die  beiden  Nachbarpunkte  des  Doppelpunktes  sich  ent- 
sprechen. Umgekehrt  muss  jede  auf  C^^  liegende  Involution  eine  centrale 
sein,  wenn  für  sie  die  Nachbarpunkte  des  Doppelpunktes  ein  Paar  ent- 
sprechender Punkte  bilden.  Denn  in  der  That  wird  eine  derartige  Involu- 
tion bestimmt  sein,   sobald  man  noch  ein  Punktenpaar,   etwa  ai^s,  kennt. 

Die  Yerbindungsgerade  a^a^  trifft  C^  in  einem  dritten  Punkte  0,  den  man 
als  Gentium  einer  Involution  betrachten  kann ,  welche  mit  der  gegebenen 
offenbar  das  Punktenpaar  a^  a^  und  ferner  das  Nachbarpunktenpaar  des 
Doppelpunktes  gemeinschaftlich  hat  und  daher  mit  ihr  identisch  sein  muss. 
Wir  werden  von  dieser  Betrachtung  eine  mehrfache  Anwendung  zu 
machen  haben. 

16.  Betrachtet  man  den  Fall,  wo  einer  der  drei  Inflexionspunkte,  z.  B. 
f'i ,  das  Centrum  einer  Involution  ist,  so  folgt  aus  dem  Artikel  5  sofort,  dass 
derselbe  zugleich  ein  Doppelpunkt  der  Involution  sein  muss.  Denn  im 
Allgemeinen  entspricht  dem  Centrum  einer  Involution  der  Tangentialpunkt 
desselben;  da  aber  die  Tangente  eines  Infloxionspunktes  in  diesem  die 
Curve  in  drei  unendlich  nahen  Punkten  schneidet,  so  ist  ein  Inflexionspunkt 
sein  eigener  Tangentialpunkt  und  folglich,  als  Centrum  einer  Involution  be* 
trachtet,  zugleich  ein  Doppelpunkt  derselben. 

Deshalb  kann  man  vom  Inflexionspunkte  f|  nur  eine  einzige  Tangente 
0i  an  die  Curve  C^^  legen,  deren  Berührungspunkt  /i  der  zweite  Doppelpunkt 
der  betrachteten  Involution  ist. 

Die  von  8  nach  t]  und  /|  gezogenen  Strahlen  sind  demnach  die  Doppel- 
strahlen der  Involution ,  in  welcher  sich  die  Punktinvolution  aus  dem  Dop- 
pelpunkte projicirt,  und  hieraus  folgt  dann  sofort,  dass,  wenn  eine  durch  t| 
willkürlich  gezogene  Gerade  6^  die  Curve  in  den  beiden  Punkten  aj^a,,  den 

Doppelstrahl  d^t  im  Punkte  t^  schneidet,  der  letztere  dem  Inflexionspunkte 
conjugirt  harmonisch  ist  bezüglich  des  Punktenpaares  aj  a^. 

Dies  giebt  den  für  Curven  dritter  Ordnung  im  Allgemeinen  bekannten 
Satz: 
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„Legt  man  durch  einen  Inflexionspunkt  der  Curve  C^  Transversalen 
und  construirt  die  ihm  conjugirten  harmonischen  Punkte  bezüglich  der 
auf  den  lYansversalen  durch  die  Curve  bestimmten  Strecken ,  so  liegen 
sie  in  einer  und  derselben  durch  den  Doppelpunkt  gebenden  Geraden 
(Ä/,),  welche  die  Curve  C^'  im  Berübrungspunkte  der  vom  Inflexions- 
punkte  an  dieselbe  gelegten  Tangente  schneiden.^' 

Die  Gerade  d/j  ist  bekanntlich  die  harmonische  Polare  des  Inflexions- 
punktes  i|. 

Ebenso  erkennt  man  aus  dem  Vorhergehenden ,  dass  die  harmonische 
Polare  eines  Inflezionspunktes  conjugirt  harmonisch  zu  dem  aus  i  nach  ihm 
gehenden  Strahle  bezüglich  des  Paares  der  Doppelpnnktstangenten  ist. 

17.  Jeder  Kegelschnitt  C^  wird  die  Curve  C^  in  sechs  Punkten  schnei- 
den, Nimmt  man  daher  vier  Punkte  der  Curve  C^  zu  Scheiteln  eines  Ke- 
gelschnittsbüfichels,  so  wird  jeder  Kegelschnitt  desselben  die  Curve  C^  in 
einem  Punktenpaare  schneiden,  und  es  werden  die  Punkte  von  C^  in  dieser 
Weise  eindeutig  und  offenbar  zugleich  vertauschungsfähig,  d.  h.  involuto- 
risch  auf  einander  bezogen.  Jedem  Punkte  der  Curve  C^  entspricht  jener 
Punkt,  in  welchem  der  durch  erstere  gehende  Kegelschnitt  des  Büschels  die 
Curve  C^  zum  sechsten  Male  schneidet. 

Noch  mehr:  diese  entstehende  Punktinvolution  ist  eine  centrale,  denn 
ein  Kegelschnitt  des  betrachteten  Büschels  wird  durch  den  Doppelpunkt 
(resp.  unendlich  nahe  vorüber)  gehen  und  daselbst  die  Curve  C^  in  den  bei- 
den Nachbarpunkten  des  Doppelpunktes  schneiden,  welche  daher  als  ehi 
Paar  entsprechender  Punkte  der  Involution  angehören*  Wir  erhalten  daher 
folgenden  Satz: 

„Die  Kegelschnitte  eines  Büschels,  dessen  vier  Scheitel  auf  der 
Curve  C^  liegen,  bestimmen  auf  der  Curve  Punktenpaare  einer  centralen 
Involution,  d.  h.  Punktdnpaare,  deren  Verbindungslinien  durch  einen 
festen  Punkt  der  Curve  gehen/* 

Bekanntlich  ist  dieser  Satz  ganz  allgemein  für  Curven  dritter  Ordnung 
giltig  und  wurde  der  feste  Punkt  der  Gegenpunkt  des  Büschelvierecks  ge- 
nannt. Wir  sind  zu  dem  Satze  durch  eine  besondere  Betrachtung  gelangt. 
Unter  den  Curven  des  Büschels  zweiter  Ordnung  giebt  es  drei  Grenz- 
fälle, welche  durch  Geradenpaare  dargestellt  werden;  wenn  wir  diese  ins 
Auge  fassen  und  festhalten,  dass  man  die  vier  Scheitel  eines  solchen  Bü- 
schels auf  C^  beliebig  wählen  darf,  so  ergiebt  sich  der  Satz : 

„Liegen  vier  Punkte  s, ,  5,,  ^j,  5^  auf  einer  Curve  C^  dritter  Ord- 
nung und  man  zieht  die  drei  Gegenseitenpaare  des  durch  sie  gebildeten 
vollständigen  Vierecks,  so  bestimmt  jedes  Seitenpaar  auf  C^  ein  Punkten- 
paar und  es  gehen  dann  die  drei  Geraden,  welche  die  Punkte  dieser  drei 
Punktenpaare  verbinden,  durch  einen  und  denselben  Punkt  der  Curve 

/^  B  it 
^4- 
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Wenn  man  also  die  Geradenpaare  f|f, ,  h^i^  h^sy  ^1^49  'i^s)  't^4  ssieht, 
so  werden  sie  die  Carve  in  den  Punktenpaaren  aa|,  ^j3, ,  yy,  resp.  schnei- 
den, und  dann  treffen  sieb  die  drei  Geraden  aofi ,  ßß^,  yyi  i°  einem  und 
demselben  Punkte  0  der  Carve  C^, 

Der  Punkt  0  ist  das  Centrum  der  Involution,  welche  das  Kegelschnitts- 
büschel {SiS^s^s^)  auf  der  Curve  C^'  bestimmt.  Ks  ist  nicht  schwer  einzu- 
sehen, dass  es  der  Punkt  sein  wird,  in  welchem  die  Tangenten  des  Kegel- 
schnittes {stS^s^s^S)  im  Punkte  d  die  Curve  C^*  schneiden. 

18.  Aus  dem  Satze  des  vorigen  Artikels  lassen  sich  ohne  Mühe  die 
wichtigsten,  gewöhnlich  bei  Curven  dritter  Ordnung  angeführten  Sätze 
nachweisen. 

Wir  wollen  in  aller  Kürze  einzelne  folgen  lassen: 

,,Legt  man  durch  die  drei  Punkte,  welche  eine  Gerade  G  mit  der 
Curve  C^  gemein  hat ,  drei  willkürliche  Transversalen ,  so  schneidet  jede 
die  Curve  in  zwei  Punkten;  die  so  erhaltenen  sechs  Punkte  liegen  alle- 
mal auf  einem  und  demselben  Kegelschnitte.*^ 

Seien  aa^o  die  Schnitte  von  G  und  6'^*,  C, ,  G,,  G^  die  durch  sie  ge- 
führten Transversalen,  und  SiS^,  s^s^,  a^a^  deren  resp.  Schnittpunkte  mit 
der  Curve.  Betrachten  wir  das  Curvenbüschel  zweiter  Ordnung,  welches 
die  vier  Punkte  #|,  $s>  ^s*  ^4  ^^  Scheiteln  hat,  zu  welchem  offenbar  das 
Geradenpaar  G^  G^  als  Grenzfall  gehört.  Das  Büschel  wird  auf  C^  eine  cen- 
trale Involution  bestimmen,  für  welche  offenbar  o  das  Centrum  sein  wird, 
denn  der  Grenzkegelschnitt  (C,  C,)  trifft  C^  im  Punktenpaare  ora, ,  und  folg- 
lich ist  der  dritte  Schnitt  o  der  Geraden  aa,  das  Centrum  der  Involution. 
Die  durch  0  gehende  Gerade  G^  sehneidet  (7/  im  Punktenpaare  a^a^  der  In- 
volution, woraus  folgt,  dass  der  durch  s^s^s^s^  und  einen  dieser  Punkte 
gehende  Kegelschnitt  auch  den  zweiten  enthalten  muss.  Es  liegen  also 
wirklich  die  sechs  Punkte  ^j ,  j.,  «3,  5^,  aj,  a^  auf  einem  und  demselben 
Kegelschnitte,  wie  behauptet  wurde. 

In  derselben  Weise  erledigt  sich  der  umgekehrte  Satz: 

„Verbindet  man  die  sechs  Schnittpunkte  der  Curve  C^  mit  einem 
Kegelschnitt  paarweise  durch  drei  Gerade,  so  treffen  diese  die  Curve  in 
drei  Punkten,  welche  auf  einer  und  derselben  Geraden  liegen.*' 

Specielle  Fälle  der  beiden  vorhergehenden  Sätze  sind  folgende : 
„Zieht  man   aus  den   drei  Schnittpunkten   einer  Geraden  mit  der 
Curve  C^  an  letztere  je  eine  Tangente,  so  wfrd  die  Curve  in  den  drei  Be- 
rührungspunkten von  einem  und  demselben  Kegelschnitte  berührt." 

„Zwei  Gerade  schneiden  die  Curve  C^  in  sechs  Punkten;  verbindet 
man  jeden  Schnittpunkt  der  einen  Geraden  mit  einem  der  andern ,  so  er- 
hält man  drei  Gerade,  welche  die  Curve  in  drei  weiteren,  auf  einer  und 
derselben  Geraden  liegenden  Punkten  treffen/* 
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In  diesem  Falle  ist  der  Kegelschnitt  ($i^t^i^4Ai^)  iz^  ^^  verwandte 
Geradenpaar  übergegangen. 

Wenn  die  beiden  Geraden  unendlich  nahe  bei  einander  liegen  und 
man  vorbindet  einen  Schnittpunkt  der  einen  mit  dem  unendlich  nahen 
Schnittpunkte  der  andern,  so  erhält  man  offenbar  die  Tangente  der  Curve 
Cl  in  dem  betrachteten  Punkte. 

Der  letzte  Satz  lautet  dann  folgendermassen: 

,, Zieht  man  in  den  drei  Schnittpunkten   einer  Geraden  G  mit  der 
Curve  C^  die  drei  Tangenton,  so  schneiden  diese  die  Curve  in  drei  auf 
einer  und  derselben  Geraden*  liegenden  Punkten**, 
oder : 

„Liegen  drei  Punkte  der  Curve  C^  auf  einer  und  derselben  Geraden, 
so  liegen  auch  ihre  drei  Tangentialpunkte  auf  einer  und  derselben  Ge- 
raden.** 

Aus  diesem  Satze  fol»:t  unmittelbar  der  nachstehende: 

„Die  drei  Inflexionspunkte  einer  Curve  C^  liegen  in  einer  und  der- 
selben Geraden.** 

Denn  da  ein  Inflexionspunkt  sein  eigener  Tangentialpunkt  ist,  so  niuss 
die  Verbindungb'linie  zweier  Inflcxionspunkte  die  Curve  noch  in  einem 
Puukte  schneiden,  welcher  sein  eigener  Tangentialpunkt,  also  ebenfalls  ein 
luflcxionspunkt  ist. 

Wird  die  Gerade  G  des  ersten  Satzes  in  diesem  Artikel  eine  von  den 
Inflcxionstangenten ,  so  erhält  man  folgenden  Satz : 

„Legt  man  durch  einen  Infiexionspunkt  der  Curve  C^  drei  willkür- 
liche Transversalen,  so  liegen  die  sechs  Schnittpunkte  derselben  mit  der 
Curve  auf  einem  und  demselben  Kegelschnitt.** 

Werden  diese  drei  Transversalen  unendlich  nahe  an  einander  genom- 
men, so  erhält  man  nachstehenden  Satz: 

„Legt  man  durch  einen  Infiexionspunkt  der  Curve  C^  eine  Transver- 
sale, so  schneidet  sie  die  Curve  in  zwei  Punkten,  in  denen  letztere  von 
einem  und  demselben  Kegelschnitt  dreipunktig  berührt  wird.**** 

Wird  die  durch  den  Infiexionspunkt  gezogene  Transversale  eine  Tan- 
gente der  Curve,  so  ergiebt  sich: 

„In  dem  Berührungspunkte  der  von  einem  Inflexionspunkte  an  die 
Curve  C^  gezogenen  Tangente  wird  die  Curve  von  einem  Kegelschnitte 
in  sechs  unendlich  nahen  Punkten  geschnitten.*' 
Dieser  Satz  rührt  von  Plücker  her. 

Wenn  der  Curve  C^  ein  vollständiges  Vierseit  a 6 crfc/"  eingeschrieben 
ist,  so  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass  die  Tangenten  der  Curve  in  zwei 


*  Retla  sattelUe  nach  C  r  e  m  o  n  a. 

**  Poncclet,  Analyse  des  Trattsversates,    Grelle ,  Bd.  8. 


Von  Dr.  E.  Wetr.  357 


Oegenecken,  z.B.  in  e  und  /*,  sich  in  (7/  schneiden  müssen,  d.h.  dass  je  zwei 
Gegenecken  ein  Paar  conjugirter  Punkte  sind. 

Wenn  man  nämlich  die  übrigen  vier  Ecken  ah  cd  zu  Scheiteln  eines 
Kegelschnittsbüschels  nimmt,  so  ist  klar,  dass  die  Geradenpaare  {ad^  cb) 
{aby  cd)  als  zwei  Orenzfälle  dem  Büschel  angehören,  und  da  sie  C^^  in  Paa- 
ren zusammenfallender  Punkte  resp.  in  /'und  e  schneiden,  so  sind  e  und  f 
die  Doppelpunkte  der  centralen  Involution,  welche  das  Kegelschnittsbüschol 
{ab cd)  auf  C^  bestimmt.  Das  Centrum  der  Involution  ist  dann  der  Schnitt- 
punkt der  Curventangenten  in  e  und  /*,  welcher  deshalb  auf  C^  liegen  muss. 
Daher  der  bekannte  Satz:  * 

„Ist  ein  vollständiges  Vierseit  der  Curve  C/  eingeschrieben,  so  sind 
seine  drei  Gegeneckenpaare  drei  Paare  conjugirter  Punkte." 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  beiden  Doppelpunktstangenten  die 
zwei  durch  d  gehenden,  dem  vollständigen  Vierseit  eingeschriebenen  KcgeK 
schnitte  berühren. 

Man  kann  auf  diese  Art  je  zwei  conjugirte  Punkte  e  und  f  zu  Gegen - 
ecken  einer  unendlichen  Menge  von  der  Curve  C^'  eingeschriebener  voll- 
ständiger Vierseite  nehmen.  Die  durch  diese  zwei  Punkte  gebenden  Sei- 
tenpaare solcher  Vierseite  bilden  zwei  projectivische  Involutionen,  deren 
Erzeugniss  die  Curve  C^  ist.  Die  nach  dem  Doppelpunkte  6  gehenden  Strah- 
len sind  Doppelstrahlen,  welche  einander  projectivisch  entsprechen. 

19.  Die  sämmtlichen  bereits  bekannten,  für  alle  Curven  dritter  Ord- 
nung geltenden  Sätze,  welche  wir  im  vorigen  «Artikel  aus  einem  einzigen 
Satze  abgeleitet  hatten,  lassen  sich  auf  verschiedene  andere  Arten  nach- 
weisen und  oft  in  bestimmtere  Fassung  bringen. 

Betrachten  wir  zunächst  ein  Kegelschnittsbüschel,  dessen  Curven  die 
Linie  C/  in  zwei  Punkten  ^,  p  berühren.  Jeder  Kegelschnitt  wird  demnach 
die  Curve  noch  in  einem  Punktenpaare  schneiden,  und  wir  wissen  bereits, 
dass  die  so  entstehenden  Punktenpaare  eine  centrale  Punktinvolution  auf 
C^  bilden.  Das  Centrum  o  der  Involution  lässt  sich  leicht  finden,  wenn  man 
einen  der   beiden  Grenzfälle  des  Kegelschnittsbüschels   betrachtet ,    und 

zwar  jenen,   welcher  durch  die  doppelt  zählende  Gerade  qp  dargestellt  ist. 

Offenbar  wird  der  dritte' Schnittpunkt  r  von  qp  mit  C^  ein  Doppelpunkt 
der  Involution  sein ,  und  daher  ist  der  Tangentialpunkt  r ,  wenn  r  das  Cen- 
trum  der  Involution. 

Ein  zweiter  Grenzfall  des  Kegelschnittsbüschels  wird  durch  das  Paar 
von  Tangenten  dargestellt,  welche  man  in  p^  an  C^  legen  kann.  Diese 
Tangenten  schneiden  C^  resp.  in  den  Tangentialpunkten  p\  q  von  p  und  ^, 
und  es  folgt  dann  sofort  wieder  der  Satz,  dass  p\  q\  r  in  einer  Geraden 
liegen. 


*  Cremona,  ebene  Curven,  S.  245. 
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Die  betrachtete  Involution  wird  ausser  r  noch  einen  zweiten  Doppel- 
punkt haben,  nämlich  den  Berührungspunkt  der  zweiten,  von  r  an  C^ 
gehenden  Tangente.  Es  wird  somit  einen  Kegelschnitt  geben,  welcher  die 
Curve  C^  in  jo,  q  und  dann  in  diesem  Berührungspunkte  tangirt. 

Man  kann  fragen:  welche  Lage  müssen  die  beiden  Punkte  p,  q  be- 
sitzen, damit  sich  ein  Kegelschnitt  beschreiben  lässt,  welcher  die  Curve  C^ 
in  beiden  gleichzeitig  oscnlirt.  Es  wird  dies  offenbar  dann  eintreten,  wenn 
p  und  q  ein  entsprechendes  Punktenpaar  der  verwendeten  Involution  sind, 
oder  wenn  p,  q  und  /  in  derselben  Geraden  liegen,  d.  h.  mit  anderen  Wor- 
ten, wenn  r  ein  Inflexionspunkt  der  Curve  ist.  Dies  giebt  also  abermals 
den  vorletzten  Satz  des  18.  Artikels. 

Es  ist  auch  der  Fall  erwähnenswerth ,  in  welchem  p  und  q  zwei  con- 
jjigirte  Punkte  der  Curve  sind,  daher  zwei  Punkte,  welche  denselben  Tan- 
gentialpunkt  besitzen. 

In  diesem  Falle  wird  p'  mit  /  zusammenfallen  und  daher  wird  der 
Tangentialpunkt  von  p  und  q  ebenfalls  ein  Doppelpunkt  werden. 

Hieraus  folgt  aber,  dass  die  Tangente  in  diesem  Tangentialpunkte  und 
die  Tangente  im  Punkte  r  sich  in  einem  und  demselben  Punkte  r  vor  C^ 
sehneiden  müssen ,  oder  dass  r  der  zweite  Tangentialpunkt  von  p  und  q 
sein  muss. 

In  Form  eines  Satzes  kann  man  das  letzte  Ergebniss  folgendermassen 
bringen :  * 

„Zieht  man  aus  einem  Punkte -(p"^^')  der  Curve  C^  an  dieselbe  die 
in  p  und  q  berührenden  Tangenten,  so  ist  der  Tangentialpunkt  r  von 
(p  q')  zugleich  der  Tangentialpunkt  des  dritten  Schnittpunktes  r  von  C^ 

mitp^." 

20.  Rücken  die  beiden  Punkte  p  und  q  unendlich  nahe  zu  einander, 
80  wird  das  Kegelschnittsbüschel  solche  Kegelschnitte  enthalten ,  welche  in 
p  die  Curve  C^  vierpnnktig  berühren.  Die  durch  solche  Kegelschnitte  anf 
Cj^  bestimmte  centrale  Involution  muss  dann  offenbar  den  zweiten  Tangen- 
tialpunkt p"  von  p  zum  Centrum  haben,  weil  dej*  erste  Tangentialpunkt  p' 
einen  Doppelpunkt  der  Involution  darstellt. 

„Die  Kegelschnitte,  welche  in  einem  Punkte  p  die  Curve  C^*  vier- 
pnnktig berühren ,  bestimmen  auf  derselben  eine  centrale  Involution, 
deren  Centrum  der  zweite  Tangentialpunkt  p''  von  p  ist." 

Unter  allen  solchen  Kegelschnitten  wird  es  somit  einen  geben,  welcher 
die  Curve  (7/  überdies  in  einem  Punkte  einfach  (zweipunktig)  berührt,  und 
zwar  wird  der  Berührungspunkt  der  zum  ersten  Tangentialpunkte  p  con- 
jugirte  Punkt  von  C^  sein.  Ferner  wird  es  einen  Kegelschnitt  geben ,  wel- 
cher C^  in  p  fünfpunktig  berührt,  d.  h.  daselbst  fünf  aufeinander  folgende 
Punkte  mit  C^  gemein  hat.    Seinen  sechsten  Schnittpunkt  mit  C^  wird  man 
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daher  finden,  wenn  man  p' p  zieht  und  deo  dritten  Schnittpunkt  dieser  Ge- 
raden mit  C^  bestimmt. 

„Den  Schnittpunkt  des  die  Curve  C^  in  einem  ihrer  Punkte  p  fünf- 
punktig  berührenden  Kegelschnittes  mit  der  Curve  findet  man  als  dritten 
Schnittpitnkt  der  Verbindungslinie  von  p  mit  dem  zweiten  Tangential- 
punkte  p"  von  /?.** 

Soll  es  einen  Kegelschnitt  geben,  welcher  CJ  in  p  sechspunktig  be- 
rührt, so  muss  p  mit  dem  zweiten  Doppelpunkte  der  Involution  zusammen- 
fallen, d.  h.  der  dem  ersten  Tangentialpunkte  p  von  p  conjugirte  Punkt 
muss  p  sein,  woraus  folgt ,  dass  dann  p'  ein  Inflexionspnnkt  der  Curve  sein 
müsse.    Dies  liefert  wieder  den  letzten  Satz  des  18.  Artikels. 

21.  Wenn  von  den  neun  Scheiteln  eines  Curvenbtischels  dritter  Ord- 
nung sieben  auf  unserer  Curve  C^  liegen,  so  werden  ofifenbar  die  Curve  des 
Büschels  auf  C^  Punktenpaare  einer  Involution  bestimmen,  welche  central 
sein  muss,  da  die  beiden  Nachbarpunkte  des  Doppelpunktes  ein  Paar  ent- 
sprechender Punkte  vorstellen.  Diese  Involution  ist  insofern  bemerkens- 
werth,  als  sie  von  dem  achten  ausserhalb  C^  liegenden  Scheitel  des  Bü- 
schels unabhängig  ist  und  durch  Annahme  der  auf  C^  liegenden  sieben 
Scheitel  vollkommen  bestimmt  erscheint. 

Seien  1,2,3,  4,  5,  6,  7  die  sieben  auf  C^  willkürlich  angenommenen 
Scheitel  des  Curvenbüschels,  so  gehen  bekanntlich  alle  Curven  dritter  Ord- 
nung, welche  auch  durch  einen  achten,  beliebig  auf  C^  angenommenen 
Punkt  a^  gehen,  noch  durch  einen  neunten  Punkt  a,,  -welcher,  weil  C^  eine 
von  den  Curven  ist,  auf  C^  liegen  biuss.  Es  ist  nun  klar,  dass  die  beiden 
Punkte  ^1,  a,  ein  Punktenpaar  der  obenerwähnten  Involution  bilden,  wo- 
durch gleichzeitig  gezeigt  ist,  dass  die  Involution  wirklich  durch  die  sieben 
Scheitel  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7  bestimmt  erscheint  und  vom  achten  Scheitel  des 
Curvenbüschels  ganz  unabhängig  ist. 

Wir  können  daher  folgenden  Satz  aussprechen : 

„Alle  Curven  dritter  Ordnung,  welche  durch  sieben  auf  C^  willkür- 
lich angenommene  Punkte  hindurchgehen,  bestimmen  auf  C^  eine  cen- 
trale Punktinvolution,  d.  h.  solche  Punktenpaare,  deren  Verbindungs- 
linien durch  einen  festen  Punkt  der  Curve  gehen." 

Durch  die  gegebenen  sieben  Punkte  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7  kann  man  nun  21 
Grenzfalle  von  Curven  dritter  Ordnung  legen,  d.h.  Curven  dritter  Ordnung, 
welche  in  eine  Gerade  und  einen  Kegelschnitt  zerfallen.  Legt  man  nämlich 
durch  zwei  der  sieben  Punkte  eine  Gerade  und  durch  die  fünf  anderen 
einen  Kegelschnitt,  so  stellen  beide  zusammen  eine  durch  die  sieben  Punkte 

6.7 
gehende  Curve  dritter  Ordnung  vor.     Dies  kann   man  -^  =  21  mal  vor- 

nehmen. 

Die  durch  zwei  Punkte  gelegte  Gerade  schneidet  C^  in  einem  dritten 
Punkte,  welcher  mit  dem  sechsten  Schnittpunkte  des  durch  die  fünf  übrigen 
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Punkte  gelegten  Kegelschnittes  ein  Punktenpaar  der  betrachteten  centralen 
Involution  bildet.  Man  wird  daher  aus  den  sieben  Punkten  einundzwanzig 
Punktenpaare  der  centralen  Involution  ableiten  können. 

Offenbar  kann  man  das  Ergebniss  der  vorhergehenden  Betrachtung  in 
folgender  Form  aussprechen :  . 

,,Ist  ein  Siebeneck  einer  Cnrve  C^  eingeschrieben,  so  schneidet  jede 
seiner  einundzwanzig  Seiten  die  Curve  in  einem  Punkte,  welcher  mit  dem 
sechsten  Schnittpunkte  des  durch^die  ausserhalb  der  Seite  gelegenen  fünf 
Ecken  gehenden  Kegelschnittes  ein  Punktenpaar  einer  centralen  Involu- 
tion  bildet. 

Jede  dem  Siebeneck  umschriebene  Curve  dritter  Ordnung  schneidet 
C^  in  einem  Punktenpaare  derselben  Involution.** 

Wir  können  das  Centrum  o  dieser  Involution  als  den  Gegenpunkt  der 
sieben  Punkte,  aus  denen  die  Involution  fliesst,  bezeichnen. 

22.  Wenn  die  sieben  Punkte  unendlich  nahe  in  die  Lage  1  rücken,  so 
erhält  man  ein  Curvennetz  dritter  Ordnung,  dessen  Curven  mit  C^  in  1  eine 
siebenpunktige  Berührung  eingehen.  Diese  Curven  bestimmen  auf  C^  eine 
centrale  Punktinvolution,  deren  Centrum  o  man  leicht  findet.  Der  in  l  fünf- 
punktig  berührende  Kegelschnitt  und  die  Tangente  von  1  repräsentiren  of- 
fenbar zusammen  eine  Curve  des  Netzes.  Der  Kegelschnitt  schneidet  nun 
nach  Artikel  20  C^  auf  der  Verbindungslinie  von  1  und  die  Tangente  schnei- 
det C^  im  ersten  Tangentialpunkte  von  1. 

Die  Verbindungslinie  dieser  beiden  Schnittpunkte  trifft  Cj^  im  erwähn- 
ten Centrum  o. 

Alle  Curven  dritter  Ordnung,  welche  C^  in  1  achtpunktig  berühren, 
werden   durch  einen  festen  Punkt  von  o  gehen,  den  man  als  den  dritten 

Schnittpunkt  der  Curve  mit  ol  erhält  und  welcher  der  dritte  Tangential- 
punkt  von  1  ist. 


XV. 
Vier  oombinatorisohe  Probleme. 

Von 

Ernst  Scheöder 

.  in  Pforzheim. 


I  nnd  n. 

Bei  meiner  Beschäftigung  mit  Abfassung  eines  elementaren  Lehr- 
buches wurde  mir  die  Frage  von  Interesse:  auf  wie  viele  Arten  eine 
Summe  von  n  Gliedern  (oder  auch  ein  Product  von  n  Factoren)  sich 
eigentlich  schreiben  lasse?  Die  beiden  Fundamentaleigenschaften 
der  Addition,  welche  auch  der  Multiplicatiou  zukommen,  sind  bekanntlich: 
das  Commutationsgesetz,  welches  für  den  einfachsten  Fall  durch  die 
Formel  ausgedrückt  wird: 

und  allgemein  gefasst  aussagt,  dass  die  Eeihenfolge  oder  Anordnung  der 
Glieder  beliebig  ist;  ferner  das  Associationsgesetz,  welches  im  ein- 
fachsten Falle  durch  die  Formel  dargestellt  wird : 

a  +  {b  +  c):={a  +  b)  +  c, 
und  überhaupr  aussagt,  dass  die  Gruppirung  der  Glieder,  ihre  Zusam- 
menfassung oder  EinSchliessung  mittels  Klammern  ebenfalls  beliebig  ist. 
Wie  viele  Darstellungen  einer  Summe  sich  durch  verschiedene  Anord- 
nung der  Glieder  ergeben,  ist  nun  längst  untersucht,  und  führte  (bei  durch- 
weg verschiedenen  Gliedern)  auf  die  bekannte  Permutationszahl 

1.2.3. ..n  =  nl; 
hingegen  habe  ich  nirgends  die  entsprechende  Aufgabe  behandelt  gefunden, 
zu  untersuchen,  wieviel  verschiedene  Darstellungen  einer  Summe  sich 
dadurch  ergeben,  dass  man  die  Glieder  jedesmal  in  anderer  Weise  durch 
Parenthesen  verbindet,  ohne  übrigens  die  Reihenfolge  derselben  zu  ändern. 
Dieses  letztere  Problem  soll  nun  gelöst  werden.  Alle  möglichen  Darstel- 
lungen der  n-gliedrigen  Summe  überhaupt  erhält  man,  wenn  die  auf  alle 
Art«n  gruppirten  Glieder  noch  sämmtlich  permutirt  werden,  und  findet  sich 
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ihre  Anzahl ,  indem  man  die  von  uns  gesuchte  Anzahl  der  möglichen  Grup* 
pirungen  mit  der  Anzahl  n !  der  Anordnungen  multiplicirt. 

Es  liegt  jedoch  nahe,  die  Aufgabe  auf  zweierlei  Arten  zu  yersteben. 
Erstens  kann  man  nämlich  verlangen,  dass  eine  Summe  aus  mehreren 
Zahlen  durch  fortschreitende  (additive)  Verknüpfung  von  immer  nur  zwei 
Zahlen  ausgerechnet  werde,  so  etwa,  wie  dies  z.  B.  bei  einem  Producte  von 
n  Factoren  nothwendig  geschehen  mnss,  oder  man  kann  auch  zweitens 
das  gleichzeitige  Addiren  mehrerer  Zahlen  als  eine  neue,  von  der  eben- 
erwähnten verschiedene  Operation  zulassen.  Es  bieten  sich  also  zwei  Pro- 
bleme ,  welche  ich  der  Kürze  halber  zusammen  behandeln  und  durch  die 
ChifTren  I  und  II  unterscheiden  will.  Bei  dem  ersten  Problem  muss  jede 
Darstellung  der  n-gliedrigen  Summe  volle  n — 2  Parenthesen  enthalten;  bei 
dem  zweiten  Problem  dürfen  von  diesen  Parenthesen^  noch  beliebig  viele 
in  Wegfall  kommen.  In  beiden  Fällen  bezeichne  ich  mit  o«  die  gesnchte 
Anzahl  der  möglichen  Gruppirungen  oder  Xssociationen  der  n  in  bestimm- 
ter Ordnung  aufeinanderfolgenden  Glieder. 
Es  ist  dann 

a,  =  1 ,     cf,  =  a»,  =  1 , 
ferner 

ad  I.     of8  =  2Ä,ft,,     «4  =  2 cf ,  «3  +  of,*,     «-  =  2  a,a^  + 2a, or,  etc., 
ad  11.     of,  t=  cf,»  -f  2  a,  ft, ,     a^  =  «/  +  Za^^a^  +  2a,  a,  +  a,'  etc. , 
und  man  findet,  dass  allgemein  die  Recursion  besteht: 


a  f 


I.  «5  +  1  =  ^^  «««n-f  1- 

1)      <  i^\ 


TT  Cl(«l    +    0«    +    •••    +    «fl)    J 

Ol !  a, ! . . .  On  I 


«• 


wo  die  Summe  S  sich  erstreckt  über  alle  positiven  ganzzahligen  Wurzeln 
(incl.  0)  der  Gleichung: 

2)  La,  +2.a, +  3. a,  +  ... +  «•««  =  «  +  l. 

Die  Gleichung  l)II.  gilt  auch  für  den  ersten  Fall^  wenn  man  noch  die 
Forderung 

3)  fli  +  «Tf  +a^  +  .. .  +  fln  =  2 

hinzunimmt,  indem  sich  alsdann  die  Gleichung  1)1.  in  etwas  anderer  Dar- 
stellung ergiebt. 

Um  diese  Recursionen  zunächst  einzusehen,  bedenke  man  ad  I,  daas 
die  ft  +  I-gliedrige  Summe  jedenfalls  in  letzter  Instanz  durch  Zusammen- 
fassung der  Glieder  zu  einer  zweigliedrigen  gemacht  sein  muss;  dies  kann 
aber  nur  geschehen  durch  Zusammenfassung  der  a- ersten,  desgleichen  der 
w+1 — «-letzten  Glieder,  wo  a=l,  2...n  ist.  Die  erste  Gliedergruppe 
lässt  sich  aber  laut  Definition  der  a  auf  a«,  die  zweite  auf  a^^i^a  Arten 
durch  verschiedenartige  Association  ihres  Inhalts  in  Untergruppen  einthei- 
len,  also  die  beiden  GHedergruppen  mit  einander  verbunden  aaf  a^.an^i.« 


Von  E.  ScHRÖDBR.  363 


Arten,  mithin  die  ganze  Summe  auf  soviel  Arten,  als  diese  für  as=I,  2...n 
gebildeten  Producte  zusammengenommen  angeben. 

Ad  II  wird  die  ganze  Summe  in  letzter  Instanz  zerlegt  erscheinen  in 
a|,a,...aa,  beziehungsweise  1,  2  ..»fi-gliedrige  Summen,  wobei  aber,  da 
die  Gliederzahl  im  Ganzen  n-j-l  betragen  muss,  die  Relation  2)  besteht. 
Diese  Partialsummen  sind  resp.  otj  ,  or,  . . .  On  verschiedener  Darstellungen 
fähig,  genauer  gesagt:  eine  jede  der  a^  ^Tt-gliedrigen  Theilsummen  lässt 
sich  durch  verschiedenartige  Association  ihrer  Glieder  auf  am  Arten  dar* 
stellen;  sämmtliche  ^i -t~^t  +  •••  4~  ^n  Tbeilsummen  in  einer  bestimmten 
Ordnung  mit  einander  verknüpft,  lassen  sich  also  auf  otj^^  .  a^*^  ...  ctj«^»  Arten 
weiter  gliedern. 

Diese  Tbeilsummen  können  aber  in  ps=s^ *      "■ — .— — ver- 

^1 1  ^2  ^  ...  an ! 

schied enen  Anordnungen  mit  einander  verknüpft  werden,  wobei  indessen 
zu  beachten  ist,  dass  die  vorgeschriebene  Ordnung  der  Glieder  gewahrt 
werden  muss;  hat  man  sich  also  jene  Theilsumme  mitsammt  den  Parenthe 
sen,  welche  sie  enthalten,  permutirt  gedacht,  so  musste  die  ursprüngliche 
Beihenfolge  der  Glieder  durch  Versetzung  derselben  (ohne  Veränderung 
der  Parenthesen)  wiederhergestellt  sein.  Darnach  ist  die  Anzahl  der  mög- 
lichen Darstellungen  einer  letztinstanzlich  in  aj  eingliedrige,  a^  zweiglie- 
drige ...  und  Ofg  n-gliedrige  Theilsumm&n  zerlegten  Summe  gleich 

p  .  aj*»  «,*•  • . ,  «n**  , 
und  die  Anzahl  der  Darstellungen  dieser  Summe  Überhaupt  wird  gefunden, 
wenn  man  diese  Zahl  für  alle  Arten  letztinstanzlicher  Zerlegungen  bildet 
und  summirt. 

Mit  Hilfe  der  also  bewiesenen  Kecursionen  I)  kommt  es  jetzt  darauf 
an,  die  Zahlen  «„  independent  als  Functionen  von  n  darzustellen.  Auf  den 
ersten  Blick  scheint  dieses  sehr  schwierig,  da  die  Kecursionen  nicht  einmal 
linear  sind  und  schon  bei  linearen  Kecursionen  mit  ohne  Ende  wachsender 
Gliederzahl  die  Aufgabe  allgemein  noch  nicht  gelöst  ist. 

Ihre  Lösbarkeit  in  dem  gegenwärtigen  Falle  verdankt  die  Aufgabe 
einem  zufälligen  Umstände,  dem,  dass  die  Coefficienten p  eben  die  Permu- 
tationszahlen sind. 

Setzt  man  nämlich  für  eine  beliebige,  nur  hinreichend  kleine  Zahl  z: 

.4)  F(z)=  y  «„z», 


und  bezeichnet  mit  Jacobi  den  Coefficienten  von  z*  in  der  Entwickelung 
einer  Function  0{x)  nach  steigenden  Potenzen  von  z  mit  [^(2)]  n  t  so  zeigt 

sich  durch  Vergleichung  der  Recursion  l)I.  mit  dem  polynomischen  Satze, 
dass  dieselbe  auch,  wie  folgt,  geschrieben  werden  kann: 
5)1.  «i.+i  =  [^W3.»+i. 

25* 
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Desgleichen  ist  in  1)11.  rechter  Hand  die  Summe  aller  Glieder ,  f&r 
welche  «i  +  «f  +  .. .  +  o«  constant  =a  ist,  einerlei  mit  [^(^)*J,»i+i i  und  da 

a  alle  Werthe  von  2  bis  n  +  l  annehmen  kann,  so  schreibt  sich  1)11.  auch, 
wie  folgt: 

5)11.  ''"+^"'2  f^W'^«'^*- 

Zur  Vereinfachung  dieser  Formeln  5)  könnte  noch  n  für  n+ 1  geschrie- 
ben werden;  sie  würden  dann  aber  nur  für  n>l  Giltigkeit  haben.  Diese 
Darstellung  der  gesuchten  Zahlen  kann  nun  nebst  dem  Werthe  «1  =  1  in  die 
Gleichung4)  einsetzen,  durch  welche  man  ihre  erzeugende  Function  F(z)  de- 
finirt  ist.  Dadurch  ergiebt  sich  eine  Relation ,  aus  welcher  es  gelingt,  diese 
erzeugende  Function  selbst  zu  bestimmen;  zunächst  nämlich: 

II.  -^  c*) = ' + 2  S"  ^"  f^^*^'^'"  5 

nachdem  noch  bei  II  die  Summationtjordnung  umgekehrt  worden. 
Nach  der  Bedeutung  des  Symbols  [<P(2:)]  «  ist  aber 

wenn  die  in  eine  Mac  Laurin  'sehe  Reihe  entwickelte  Function  (2>(t)  mit 
der  a**"  Potanz  von  z  beginnt.  Da  in  der  That  F{z)  mit  dem  Gliede  a,  t, 
sowie  F{zy  mit  a^^z*'  beginnt,  so  wird  also: 

I.  F{z)^z+F(zy, 

^)  <II,  /'tz)  =  .  +  2^W'=^+i^^. 

In  bei^^en  Problemen  haben  wir  demnach  eine  beztiglich  F{z)  quadra- 
tische Gleichung  gewonnen,  aus  welcher  diese  Function  berechnet  werden 
kann.  Man  findet  jedesmal  zwei  Werthe  ,  von  welchen  der  eine  zu  verwer- 
fen ist,  weil  die  Reihenentwickelung  der  Function  mit  dem  Terme  z  begin- 
nen, also  die  0*®  Potenz  von  2  herausfallen  muss.  ^Di©  richtigen  Werthe 
sind  nach  Auf lösung  jener  quadratischen  Gleichungen: 

)  U.  Fiz)  =  l\l  +  z-[l-z((i-z)-]k\, 
wenn  unter  den  ^**"  Potenzen  diejenigen  Werthe  verstanden  werden,  welche 
die  Binomialreihe  liefert. 

Diese  beiden  Functionen  sind  nun  lediglich  noch  nach  Potenzen  von  z  zu 
entwickeln,  damit  der  Coefficient  von  z"  aus  ihnen  entnommen  werden 
könne.    Ad  1  bietet  dies  nicht  die  geringste  Schwierigheit,  und  erhalt  man: 
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8)1.  «„  =  (-l)''-*2^»-Mi)«, 

oder,  in  einer  für  die  Rechnung  bequemeren  Form  dargestellt: 

_2_    (.  +  l)(«  +  2)(n  +  3)...(2«-3)      ,^^ 

"      M  — 2  1.2.3...(n  — 3)  '  ' 

woraus  beiläufig  auch  die  Recursion 


2n  — 1 

Ofn+l  =2 — — -  a„ 


folgt. 


Ad  n  wird  man  zuerst  durch  Anwendung  des  Binomialtheorems  nach 
Potenzen  von  2(6 — z),  hierauf  die  einzelnen  Glieder  durch  abermalige  An- 
wendung desselben  nach  Potenzen  von  z  selbst  entwickeln.  Das  Ordnen 
nach  Potenzen  von  z  geht  bequemer  von  statten,  wenn  man  auch  die  ab- 
brechenden Binomialreihen  noch  ins  Unendliche  fortsetzt.    So  wird  nun : 

8)  IL  «» =  ^-T^        V  (i)a  («)«-a  6^-». 


Ordnet  man  die  durch  diesen  Suromenausdruck  dargestellte  Reihe 
nach  fallenden  Potenzen  von  6  an  und  setzt  sie  ins  Unendliche  fort,  so  con- 
vergirt  die  entstehende  Reihe,  so  lange  nicht  einzelne  Glieder  unendlich 
werden,  für  alle  möglichen  complexen  Werthe  von  it,  da  der  Quotient 
zweier  aufeinanderfolgenden   Glieder  mit  wachsendem   Stellenzeiger  der 

Grenze  — -  zustrebt.     Man  erhält  so  einen  analytischen  Ausdruck  für  eine 

Function,  durch  welche  nicht  nur  die  Reihe  der  Werthe  «1,  ce,,  or,..,  inter- 
polirt,  sondern  überhaupt  die  Grösse  a„  im  ganzen  Bereich  der  Zahlenebene 
als  Function  von  n  ezplicirt  wird.  Ist  jedoch  n  eine  natürliche  Zahl,  so  ver- 
einfacht sich  die  obige  Gleichung  wegen  (a)ii_a  =  0  für2a"<n,  und  zer- 
fällt in  die  beiden  folgenden :  ^ 

9)  IL 

deren  Glieder  auch  noch  nach  dem  Schema  (a)^  {ß)Y=^  (")y  ("  ""  y)ß-r  '*"*' 
geformt  werden  könnten.  Für  die  Berechnung  bequemer  sind  die  Aus- 
drücke : 

"2»~2*»^     (»  +  a-2)l(«-o)I(2a)I  '• 

10)  IL      <  *•=" 

—      ^  "     V  (-  1)""^  (»y»  +  2g  —  1) !  3^^  + ' 

a=0 
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in  welcben  jedocfa^n  >>  1 ,  resp.  >>0  seiD  muss.  Die  allgemeine  Ausführung 
der  Summation  ist  mir  nicbt  gelangen.  Nach  8)1  und  10)11  berechnet  man 
leicbt  die  ersten  Werthe  der  Coefficienten ,  etwa  von  oti  bis  ai^: 

I.  l)!)^,   5,    14,    42,    132,    429,    1430,     4802, 

II.  .     1,1,3,11 , /45,  197 ,  903 ,  4279 ,  20793 ,  103049. 

Eine  secbsgliedrige  Summe  z.  6.  lässt  sich  demnach ,  Alles  in  Allem 
genommen,  schon  auf  141840  Arten  überhaupt  anschreiben;  ersetzte  man  das 
-{-Zeichen  durch  irgend  ein  anderes,  weder  commutatives ,  noch  associa- 
tives  Functionszeichen,  so  würden  sich  ebenso  viele  verschiedene  Werthe 
des  Rechenergebnisses  herausstellen. 

Schliesslich  eine  Bemerkung  Über  die  Zulässigkeit  der  angestellten 
Betrachtungen.  Für  die  Giltigkeit  derselben  war  es  erforderlich ,  dass  die 
vorkommenden  Reihen  convergirten.  A  posteriori  lässt  sich  nun  leicht  ein- 
sehen, dass  ad  I:  morf2r<  J,  und  ad  II:  moflf«<; 3  — 2^/2  =  0,17157...  sein 
muss,  wenn  die  Reihe  für  F{z)  convergiren  soll,  da  dieses  die  kleinsten 
Werthe  von  z  sind,  für  welche  die  Derivirten  von  F{z)  unendlich  werden, 
nämlich  die  Grundzahl  der  ^^^  Potenz  in  7)  Verschwindet.  Wegen  6) 
musste  überdies  z  ad  II  so  klein  gedacht  werden,  dass  mod  F{z)^  1  warde. 
—  Das  Verhältniss  zweier  aufeinanderfolgender  Coefficienten  a  nähert  sich 
bei   wachsendem    Stellenzeiger   ad    I   der  Grenze  4,   ad   II   der  Grenze 

8  +  2/2"=:  5,828427  . . ..  Schwieriger  dürfte  ad  II  die  Aufgabe  sein ,  die  Art 
des  Unendlichwerdens  von  a^  selbst  für  lim  n  =  oo  zu  bestimmen. 

Es  ist  nebenbei  das  für  die  Zahlentheorie  nicht  uninteressante  Resultat 
gefunden,  dass  die  für  die  Coefficienten  a  angegebenen  Ausdrücke  8)  bis  10) 
stets  ganze  Zahlen  sein  müssen ,  was  namentlich  ad  II  schwer  direct  zu  be- 
weisen sein  dürfte. 

m  und  IV. 

Verwandt  mit  den  beiden  vorigen  Problemen  siifd  die  beiden  folgen- 
den, bei  denen  es  auf  die  Anordnung  der  Elemente  (Glieder) ,  die  bisher 
eine  vorgeschriebene  war,  nicht  ankommen  soll. 

III.  Es  sind  n  Elemente  gegeben,  z.  B.  körperliche,  im  Räume  beweg- 
liche Individuen,  die  ich  abermals  Glieder  nennen  will.  Von  diesen  kettet 
man  irgend  zwei  dadurch  an  einander,  dass  man  sie  mit  einer  geschlosse- 
nen ,  etwa  einfach  zusammenhängenden  und  sich  selbst  nicht  schneidenden 
Oberfläche  —  einer  Zelle  gleich  —  umhüllt.  Biese  Hülle  sammt  ihrem  In- 
halt wird  nun  als  neues  Glied  betrachtet  und  auf  die  neue  Menge  von  nun- 
mehr n  —  1  Efementen  die  nämliche  Operation  so  lange  fortgesetzt  an- 
gewendet, bis  der  ganze  Complex  schliesslich  zu  einem  zweigliedrigen 
geworden  ist.  Es  fragt  sich,  wievielerlei  Complezionen  durch  diesen  Pro- 
cess  erhältlich  sind,  d.h.  auf  wieviel  Arten  derselbe  vollzogen  werden  kann. 
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IV.  Man  tbeilt  die  n  Elemente  auf  beliebige  Weise  in  Gruppen ,  näm- 
lich eventuell  in  einige  eingliedrige  ,  einige  2,  3  ...  ngliedrige;  jede  Gruppe 
von  mehr  als  einem  Elemente  umscbliesst  man  durch  eine  geschlossene 
Oberfläche  und  lässt  die  letztere  sammt  ihrem  Inhalt  als  ein  den  übrigen 
coordinirtes  Element  gelten.  Die  neue  Menge  von  (selbstverständlich  we- 
niger als  n)  Elementen  wird  demselben  Process  wiederholt  unterworfen ,  so 
lange  es  beliebt,  beziehungsweise  so  lange  es  angeht,  indem  die  Einschlies- 
sung  analog  den  vorigen  Problemen  nur  so  weit  gehen  darf,  dass  der  resul- 
tirende  Complez  noch  ans  mehr  als  einem  Elemente  besteht.  Es  soll  die 
Anzahl  der  Complexionen  gefunden  werden,  welche  durch  diesen  Process 
gebildet  werden  können. 

In  den  beiden  Problemen  will  ich  die  gesuchte  Anzahl  der  möglichen 
associativen  Gliederungen  des  n-gliedrigen  Complezes  mit  /?«  bezeichnen 
und  unter  der  Annahme  aufsuchen,  dass  alle  Elemente  als  individuell  ver- 
schieden betrachtet  werden.  Den  Gegensatz  dieser  Probleme  mit  den  bei- 
den vorigen  wird  man  am  besten  kennzeichnen,  wenn  man  III  und  IV  als 
ein  Problem  der  freien  oder  ungeordneten,  hingegen  I  und  II  als  ein 
Problem  der  bedingten  oder  g  e ordneten  Association  hinstellt.  Es  ist 
auch  a  priori  ersichtlich,  dass  ßn'^f^m  aber  <C,n\  an  sein  wird;  denn  nimro,t 
man  die  Elemente  wie  die  Glieder  einer  Summe  in  eine  Reihe  geordnet  an 
und  lässt  die  Klammern  durch  geschlossene  Oberflächen  vertreten,  so  sieht 
man,  dass  die  a^  bedingten  Associationen  sich  sämmtlich  unter  den  ßu 
freien  vorfinden,  und  umgekehrt  auch  die  ßn  freien  unter  den  bedingten 
nach  Permutation  ihrer  Elemente;  dieses  gilt  sowohl,  wenn  man  die  Pro« 
bleme  I  und  III,  als  wenn  man  II  und  IV  unter  sich  vergleicht.  Aus  den 
für  die  Probleme  III  und  IV  angegebenen  Bestimmungen  geht  nämlich  her- 
vor, dass  eine  Permutation  der  Elemente  keine  Aenderung  bewirkt  und  zu 
keiner  neuen  Complexion  führt,  wenn  sie  nur  die  Wirkung  hat,  dass  die 
von  ein  und  derselben  Hülle  umschlossenen,  einander  coordinirten  Elemente 
unter  sich  vertauscht  werden;  zu  einer  neuen  Gliederung  führt  das  Permu- 
tiren  nur,  sofern  einzelne  Elemente  aus  der  gedachten  Hülle  heraus-  und 
andere  dafür  hereintreten. 

Selbstredend  durfte  keine  der  Hüllenflächen  eine  andere  schneiden. 
Wollte  man  auchEinschliessung  eines  einzelnen  Elementes  zulassen  (jedoch 
keine  mehrfache),  so  wäre  ^n  i^och  mit  2"  zu  multipliciren  und  bei  fernerer 
Zulassung  einer  Einschliessung  des  ganzen  Complezes  mit  2"+^ 

Die  Methode,  deren  ich  mich  nun  zur  Ermittelung  der  gesuchten  Zah- 
len bediene,  ist  der  vorigen  ähnlich,  wenngleich  sich  die  Ausführung  (na- 
mentlich ad  IV)  interessanter  gestaltet. 

Ich  stelle  zuerst  eine  Becursion  zur  Berechnung  der  Grössen  ßn  auf. 
Man  hat : 

|S,  =  i,    A  =  ^,*  =  i, 

ferner : 
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III.  i3,  =  3i3,ft,     A  =  4ftj5,  +  3ft%     ft  =  5iJt/3,  +  10ft/3,  etc., 

IV.  ß,  =  ß^  +  Zßtßt,     /3,  =  i3/  +  6ft'ft  +  4|3,^a  +  3^.'etc., 
und  allgemein: 

III.  ß,^i  =  :^^{n  +  l)aßkßni.l^ay 

IV.    ß^^^^S  _(-  +  0igi--ft---<3/- 

a,U,!  ...a„I  (ll)«»  (2!)«»  ...  (nl)*- 

wo  die  Summe  S  wieder  auszudehnen  ist  über  die  Wurzeln  der  Gleichung' 
2).  Auch  hier  geht  die  Gleichung  11)IV  in  11)111  über,  wenn  noch  die  For- 
derung III  hinzugezogen  wird,  welche  ausdrückt,  dass  ad  III  die  Elemente 
sich  nur  zu  weit  associiren  dürfen  Ich  kann  es  deshalb  unterlassen,  die 
Formel  11)111  zu  rechtfertigen,  was  leicht  wie  bei  I  geschehen  könnte, 
und  wende  mich  sogleich  zu  dem  Beweise  der  Recursion  11)  IV. 

Um  dieselbe  einzusehen,  bedenke  man  zunächst,  dass  der  oben  an- 
gegebene Umhüllungsprocess  auch  in  umgekehrter  Ordnung  ausgeführt 
werden  kann;  oben  dachten  wir  zuerst  die  innersten  Hüllen,  dann^uccessive 
die  äusseren,  sie  umschliesseuden  gebildet;  ofifenbar  resultirt  aber  die  näm> 
liehe  Complexion ,  wenn  man  zuerst  die  äussersten  und  dann  successive  die 
eingeschlossenen  Hüllen  ausbildet,  also  gewissermassenintussusception  statt 
Juxtnposition  anwendet ,  wenn  ich  mich  der  Ausdrücke  bedienen  darf, 
welche  bei  der  Frage  über  die  Anlagerung  organischer  Zellenschichten  ge- 
braucht werden.  Denken  wir  uns  also  die  n-|-l  ursprünglichen  Elemente 
zunächst  in  «i.+  ^t +  ••• +  ön  Gruppen  vertheilt,  nämlich  «j  isolirte  Ele- 
mente, ferner  a,  Gruppen  von  2  Elementen,  ebenso  a,  Gruppen  von  3..., 
endlich  a»  Gruppen  von  n Elementen,  und  jede  dieser  letzteren  Gruppe  von 
einer  einfachen  Hülle  umschlossen,  so  können  wir  die  sämmtlichen  Com- 
plexionen  offenbar  erhalten,  indem  wir  erstens  diese  Eintheilung  auf  alle 
möglichen  Arten  machen  —  was  auf  so  viele  Arten  geschehen  kann,  als 
wieviel  Systeme  von  Wurzeln  die  Gleichung  2)  besitzt  — ,  indem  wir  dann 
zweitens  für  eine  jede  dieser  Eintheilungen  alle  möglichen  Complexionen 
aufsuchen.  Für  eine  bestimmte  erstmalige  Eintheilung  ergeben  sich  nun 
aber  alle  zu  derselben  gehörigen  Complexionen,  indem  man  zuerst  die  In- 
halte der  Hüllen  ebenso  durch  associative  Gliederung  (Intussusception) 
weiter  behandelt,  was  sich  laut  Definition  der  ß  bei  den  a^  isolirten  Elemen- 
ten auf  je  j?|,  bei  den  a^  stets  zwei  Elemente  haltenden  Hüllen  auf  je  j^s... 
und  bei  den  On  immer  n  Elemente  umfassenden  Hüllen  auf  je  ßn  Arten  thun 
lässt,  bei  allen  Gliedern  zusammen  also  auf 

ßi"^  ft^  . . .  j5/" 
verschiedene  Arten,  indem  man  alsdann  sämratliche  von  einander  verschie- 
denen Complexionen   aufstellt,  die   sich  noch  durch  Permutation  der  ur- 
sprünglichen Elemente  aus  den  bisherigen  ergeben.  Durch  Permutation  der 
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Elemente  überhaupt  erhält  man  nun  (n+ 1)1  mal  so  viele  Complexionen  als 
bisher.  Von  diesen  stimmen  aber  alle  diejenigen  mit  einander  überein,  bei 
welchen  nur  der  Inhalt  einer  der  bisher  betrachteten  Hüllen  eine  Permuta- 
tion erlitten  hat,  ohne  dass  Elemente  aus  einer  Hülle  in  die  andere  über- 
gingen; es  fallen  also  je  Ü,  2!  ...  n!  Complexionen  zusammen,  was  be- 
ziehungsweise a^,  a,  ...  a^mal  vorkommt;   deshalb  ist  nun  die  obige,  mit 

{n  +  i)\  multiplicirte  Zahl  durch  (1 1)**  (2l)«» ...  («!)*'-  zu  dividiren.  Es  fallen 
aber  auch  noch  alle  diejenigen  Complexionen  zusammen,  bei  welchen  die 
Permutation  nur  die  Folge  hatte,  dass  eine  der  Hüllen  mit  einer  andern, 
ebensoviel  Elemente  umfassenden  Hülle,  oder  ein  isolirtes  Element  mit 
einem  andern  sich  vertauschte;  deshalb  ist  die  bisherige  Anzahl  noch  durch 
Ol  I  Qfl ...  an !  zu  dividiren. 

Nachdem  so  die  Recursion  11)  etablirt  ist,  schreite  ich  zur  independen- 
ten  Bestimmung  der  Zahlen  jS«*    Zu  dem  Ende  werde  allgemein 

12)  i3„  =  nla« 

gesetzt,  wodurch  die  Recursion  die  einfachere  Gestalt  annimmt: 

III.  o„^_j=:^^   «a«n  +  l-«» 

13)  {  «=1 

IV.   ««+,  =  Ä«!l^^-^, 

^1 !  (Zi !  ...  an ! 

und  werde  abermals  durch  die  Festsetzung  4)  eine  erzeugende  Function 
F(z)  der  Coefficienten  ccn  eingeführt.  Dass  die  Definition  dieser  Function 
jedenfalls  für  ein  hinreichend  kleines  z  einen  Sinn  besitzt,  ergiebt  sich  dar- 
aus, dass  ftn  &d  III,  IV  kleiner  ist  als  a^  ad  I,  resp.  II,  wonach  also  die 
Reihe  für  F(z)  bei  III  und  IV  mindestens  innerhalb  eines  ebenso  grossen 
Kreises  convergiren  muss,  als  die  bei  I,  resp.  IL 

Das  Problem  III  kann  nun  sogleich  vollständig  erledigt  werden,  denn 
ähnlich  wie  früher  kann  für  diesen  Fall  die  Gleichung  13)  geschrieben 
werden: 

und  geht  daraus  die  Relation  hervor: 

III.  F(.z)  =  z+^F{tY. 

Aus  dieser  quadratischen  Gleichung  berechnet  sich : 

III.  /'(r)  =  l-(l-.2  2)*, 

und  ist  folglich  (wenn  fnodz<^^  gedacht  wird): 

III.  an  =  (-l)»-Ui)n2« 

oder: 

IIL  /3„=(— l)'''-*H!(i)„2'»t=!l.l,3.5.7...(2«  — 3), 

wo  die  Anzahl  der  Factoren  gleich  n  gemacht  ist.  Dies  ist  die  Anzahl  der 
Arten ,  auf  welche  sich  auch  ein  Product  von  n  Factoren  ausrechnen  lässt, 
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wenn  die  BerechniiDg  von  a  •  b  für  einerlei  gilt  mit  der  von  b .  n.   Es  ist 
z.  B.: 

ft  =  l,     ft  =  3,     J34=15,     1^5  =  105  etc. 

Es  gelingt  aber,  auch  die  Aufgabe  IV  zu  lösen,  wenn  man  bemerkt, 
dass  nach  Herrn  Weierstrass  (Crelle's  Journal,  Bd.  51  S.  1  flgg.)  sich 
e^(*)  mindestens  innerhalb  desselben  Bereiches  nach  Potenzen  von  z  ent- 
wickeln lässt,  wie  die  (hierbei  beliebig  gedachte)  Function  jP(z)  selbst,  und 
zwar,  dass  ein  beliebiger  Coefficient  in  dieser  Entwickelung  ist: 

14)         [«'n«+i  =  2  -Vi — i-^f . 

wo  die  Summe  £  sich  erstreckt  über  alle  positiven  ganzen  Wurzeln  (incl.O) 
der  Gleichung 

15)  1  .ö|  +2.at  +  ...  +  n.ö«  +  (n  +  l)  .  ««  +  i  =  n+  I. 

Es  giebt  aber  nur  ein  einziges  Werthsystem  der  a,  in  welchem  an-fi 
von  0  verschieden  ist;  dieses  ist  dasjenige,  für  welches  a^^.!  =>  1  und  alle 
übrigen  a  gleich  0  sind.  Die  über  alle  Wurzeln  der  letzteren  Gleichung  15) 
erstreckte  Summe  £  in  14)  übertrifft  also  die  frühere  Summe  S  in  13)  IV,  er- 
streckt über  die  Wurzeln  der  Gleichung  2),  nur  um  das  Glied  a«^4.i;  in  den 

übrigen  Gliedern  stimmen  beide  Summen  wegen       '''  =»1   genau  überein, 

und  kann  man  also  die  Recnrsion  13)  IV  schreiben : 

16)  IV.  «^1  =  [(?^<*^].„+i  -  a«+i , 

■ 

oder  für  «  >  1 : 

17)  IV.  «.  =  i  [«''**].«• 

Einsetzung  dieses  Werthes  in  den  Ausdruck  4)  von  F{z)  lehrt,  dass 
diese  Function  die  Relation  befriedigt: 

18)  IV.  ^W  =  it«-l  +  ß''<'M» 

dass  sie  also  eine  Wurzel  der  transscendenten  Gleichung  ist: 

19)  2F+l'-e^  =  z. 

Es  handelt  sich  darum,  diese  Gleichung  aufzulösen,  wozu  man  das 
Theorem  von  Lag  ränge  oder  die  Burm  an  nasche  Reihe  benutzen  könnte. 
Diese  Reihe  liefert  gerade  diejenige  Wurzel  der  transcendenten  Gleichungt 
welche  den  Werth  F=0  in  sich  fasst  und  nach  Potenzen  von  z  —  mit  z* 
beginnend  ~  entwickelt  werden  kann,  welche  also  die  von  uns  gesuchte 
Wurzel  ist;  es  convergirt  die  gedachte  Reihe ;  beiläufig  gesagt,  für 

mod  2  <  2  log2  —  1  ==  0,386294  . . .. 

Die  Auflösung  der  Gleichung  19)  nach  der  Unbekannten  F  hat  übri- 
gens ein  allgemeineres  Interesse,  als  es  bei  einem  flüchtigen  Blicke  scheint, 
da  sich  auch  die  Gleichung 
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*^%^^^^^  w   -^^  ■»     Nt'N^v^w  W'  »^  ^ -^-^^^ t^^<^\^-\-'->.^^    w  V*^  y^>^  •»•  -^  ^»^•-•N^wfNi^«/  «^^ 


durch  eine  lineare  Sabstitation  für  %  nnd  Maltiplication  mit  einer  Constan- 
ten  auf  die  Form  19)  bringen  läset.  Ebenso  geht  die  Gleichung  10)  selbst 
darch  Einsetaung  Yon  F=^x  +  log  2  in  die  bequemere  Form  über: 

20)  /'(a:)  =  ar  +  y— e'  =  0, 

worin  y  =  /o^2-| eine  gegebene  Grösse  bedeutet;  in  dieser  letzteren 

/& 

Form  möge  die  Gleichung  nach  x  aufgelöst  werden* 

Statt  der  Burm  an  naschen  Reihe,  welche  stets  nur  eine  einzige  be- 
stimmte  Wurzel  der  Gleichung  darstellt,  ziehe  ich  Yor,  die  von  mir  (Mathe- 
matische Annalen,  Bd.  2  S.  330)  angegebene  Formel  23)  oder  24)  anzuwen- 
den, da  sie  bei  passender  Annahme  der  im  Convergenzbereich  willkürlichen 
Zahl  X  eine  jede  der  Wurzeln  liefert.  Stellt  x^  irgend  eine  dieser  Wurzeln 
vor,  so  kann  darnach  x  (noch  auf  unzählige  Arten)  so  angenommen  werden, 
dass 

wird,  worin 
oder 


yn-i  =  d^(^) .  X 


22)  VI  — '«'»  ^r^( ^ V 


bedeutet.  Hiernach* würde  die  directe  Bestimmung  der  Coefficienten  yn^i  un- 
serer Keiheneutwickelung  von  dp,  zwar  ausführbar  sein;  jedoch  ist  dieselbe  so- 
gar für  niedrige  Werthe  von  n  schon  mit  äusserst  mühsamen  Rechnungen  ver- 
knüpft. Wir  suchen  deshalb  jetzt  eine  Reihenentwickelung  für  diese  Coeffi- 
cienten  auf.  Zu  dem  Ende  möge  das  Ergebniss  22)  in  folgender  Form  ge- 
schrieben werden : 

indem  wir  zur  Abkürzung  6*  =  ^  setzen.  Da  nun 

lim  g^-  I  _ 

ist,  so  wird  man  unter  der  Annahme  mod  y  <  1  die  zu  differenzirende  Func- 
tion in  23)   für  hinreichend  kleine  «  nach  dem  binomischen  Satze  in  eine 

Reihe  nach  Potenzen  von  y entwickeln  können,  und  da  die  Differen- 

e 

tiation  einer  unbedingt  convergirenden  Potenzreihe  gliedweise  ausgeführt 
werden  kann,  so  wird 

a=0 
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^^^^»^s^^^^^>  , 


Die  in  dieser  Reihe  noch  auftretenden  Grenzwerthe  sind  aber  die  be- 
kannten, schon  von  Ubbo  Meyer  behandelten  Coefficienten  (Grunert^s 
Archiv,  Bd.  0  S.  101  flgg.),  welche  ich  in  einer  nur  wenig  abweichenden 
Weise  bezeichnen  will  nach  dem  Schema: 

«)      [('^u=:,.'^.^(^)'=*  ■ 

lieber  diese  Coefficienten ,  über  welche  ich  bald  einige  Mittheilangen 
zn  machen  gedenke,  kann  man  auch  Schlömilch^s  Compendium  der 
höheren  Analysis  (II.  Bd.  1.  Lief.)  vergleichen.  Dieselben  können  recnr- 
rent  berechnet  werden  nach  der  Differenzengleichung: 

25)  {n  +  a)  B^^^  =  a  j  1)':^'^  +  tf^U  \ , 

neben  welche  die   Anfangswerthe  Bq^'^^  =  Bq^^^  =  l   und    Bn^  =  0  za    stel- 
len sind. 

Beachtet  man  noch,  dass  (— n -— 1)«  =  (— l)*  («  +  a)a  ist,  so  hat 
man  nun: 

«  =  00 

26)  y^  =  n]y^  (n  +  a).  B^^'y' , 


a=l 


o^er  auch,  wenn  man  allgemein 

a\ 
setzt : 

28)  y-^^ffllrV- 

«=0 

Bekanntlich  ist  S3n  gleich  der  Summe  aller  Combinationen  mit  Wie* 
derholungen  zur  n^^"  Classe  aus  den  Elementen  1,  2,  3  ...  a,  wenn  diese 
Combinationen  als  Producte  aufgefasst  werden,  und  nimmt  die  Differenzen- 
gleichung 25)  für  die  letzteren  Grössen  die  einfachere  Form  an : 

Die  Convergenz  der  Reihen  26)  oder  28)  für  mod tf  ^l  kann  auch  di- 

rect  aus  dem  Umstände  geschlossen  werden,  dass  Bn    eine  ganze  rationale 
Function  n**'°  Grades  von  a  ist ,  z.  B. : 

30)  }  ^  \  ''  ^ 

=  ^(i5a'  +  30a'  +  5a>-2) 

*  5760  ' 

dass  also  das  Verhältniss  B^^^^ :  Bn^  für  a=  oo  sich  der  Grenze  1  nähert. 

Die  gefundene  Reihe  für  yn  gestattet  noch  eine  Umformung,  welche 
sehr  merkwürdig  scheint.  Bekanntlich  ist  nämlich  für  einen  ganzen  positi- 
ven Exponenten  a: 
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(-.l)r      «=« 


»-h» 


(' 


und  wird  dieser  Ausdruck  in  26)  eingesetzt,  alsdann  (nach  Auflösung  der 
Binomialcoefficienten  in  Facultätenquotienten)  reducirt,  so  lässt  sich  (be- 
dingungsweise) die  Ordnung  der  Summation  umkehren  und  die  zweite  8um- 
ination  nach  dem  Vorbilde  der  Exponentialreihe  ausführen.  Man  erhält 
schliesslich: 

Diese  Reihe  behält  für  complexe,  wie  für  reelle  Werthe  von  n  einen 
Sinn.   Da  der  Quotient  zweier  aufeinanderfolgenden  Glieder: 

sich  für  c=  00  der  Grenze  e  .  ^  nähert,  so  convergirt  die  Reihe  überhaupt, 

so  lange 

iworf(ye~y)<e~^ 

ist;  für  y^=l  diyergirt  dieselbe  noch.  Aber  nicht  für  alle  innerhalb  dieses 
Convergenzgebietes  liegenden  Werthe  von  y  ist  die  Reihe  äquivalent  mit 
der  bisherigen ,  durch  28)  dargestellten  Function  yn  i  sondern  nur  für  die- 
jenigen Punkte  y  dieses  Gebietes,  in  welche  der  Punkt  y=0  stetig  über- 
gehen kann,  ohne  die  Curve 

mod{yer'9)=:er-^ 

zu  überschreiten.  Diese  Curve,  als  deren  Gleichung  sich,  wenn  y=U'\'iv 
gesetzt  wird,  in  rechtwinkligen  Coordinaten  UyV  ergiebt: 

M»  +  £;*  =  e2f«-«), 

besitzt  einen  Doppelpunkt  in  y=l]  sie  hat  die  Gestalt  einer  einfachen 
Schleife,  welche  in  Bezug  auf  die  ti- Achse  symmetrisch  verläuft.  Der 
Scheitel  dieser  Schleife  ist  der  Punkt  y=^  0,28153 ...;  der  geschlossene, 
durchaus  convexeTheil  derselben  liegt  ganz  innerhalb  des  mit  dem  Radius  1 
um  den  Punkt  2^  =  0  beschriebenen  Kreises,  und  erreicht  die  Ordinate  v 
ihren  Maximal  werth  0;40237...  für  t/ = 0,20319 ...;  von  dem  Knotenpunkte 
y=:l  an  gabelt  sich  die  Curve  in  zwei  immer  steiler  ansteigende  unendliche 

Aeste,  welche  dortselbst  den  stampfen  Winkel  2arc/^^2  einschliessen. 
Convergenzgebiet  ist  nun  die  von  dem  geschlossenen  Theile  der  Schleife 
eingeschlossene  Fläche  (für  welche  stets  «<!  ist)  nebst  dem  scheitelrecht 
gegenüberstehenden  unendlichen  Flächenraum  zwischen  den  gabelförmigen 
Aesten  (für  den  überall  t/>l  ist);  jedoch  ist  zur  Giltigkeit  der  Gleichung 
82)  die  Bedingung  real,  y  <,l  erforderlich.  Nur  unter  dieser  Voraussetzung 
bezüglich  y  bestehen  auch  die  späteren  Transformationen. 

Es  gelingt  nämlich  auch ,  die  Reihen  32)  oder  28)  durch  eine  rationale 
Function  von  y  zu  summiren ,  wie  ich  jetzt  zeigen  will. 
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Da  meine  scbon  citirte  Formel  23)  (Math.  Annalen,  Bd.  2  S.  330)  anch 
in  der  Form  21)  {ibid,)  geschrieben  werden  kann,  und  da  die  Derivirten 

/•n)(a?)  =  l-e'=l-y,     /•(2)(a:)=/(3)(a:)  =  ...=-y 

Bämmtlich  lineare  Functionen  von  y  sind,  so  muss  der  Entwickelungscoeffi- 
cient  yn^  auf  den  Nenner  {/*(^)(a:)P"+i  gebracht,  beziehungsweise  mit 
(l — y)^*+*  multiplicirt,  eine  ganze  rationale  Function  w*""  Grades  von  y 
werden,  was  auch  schon  aus  22)  gefolgert  werden  könnte.  Entwickelt  man 
aber  (1—  ^)^'^^  nach  dem  binomischen  Satze,  multiplicirt  damit  die  Gleich- 
uug  28)  und  ordnet  rechts  nach  Potenzen  von  y  an,  so  ergiebt  sich  erstens 
aus  der  Forderung,  dass  die  Coefficienten  der  höheren  Potenzen,  als  y", 
verschwinden  müssen,  eine  neue  Relation  der  Combinationssummen  33» 
nämlich : 

33)  y'(-l)*(2n  +  l)e35lr~''^«0  für  a>n, 

und  zweitens  bleibt  übrig: 

(1  _  y)2-+J  .  y„  =  "'V  r    '5?  (-  l)'  (2«  +  l).  33?"'" 


34)         i  'Jll       '     <,=,^. 

c=:0  a=0 

womit  die  Reihen  28)  oder  32)  summirt  sind.  Darnach  lässt  sich  auch  für 
einen  Werth  y'  von  y,  dessen  reeller  Theil  real.y  >1  ist,  die  Summe  der 
Reihe  32)  angeben;  man  braucht  nämlich  nur  in  34)  für  das  ezplicite  er- 
scheinende y  denjenigen  innerhalb  des  Convergenzgebietes  liegenden  Werth 
zu  nehmen ,  welcher  durch  die  Bedingungen 

y  c" »  =  ye^y'  und  real .  y  <  l 
bestimmt  ist.    Bezeichnet  man  den  Coefficienten  von  y^  in  der  ersten  Reihe 

34)  zur  Abkürzung  mit  d^\  so  dass  also  nach  33)  dn  =  0  ist,  so  lassen 
sich  unter  Benutzung  der  aus  27)  nebst  31)  hervorgehenden  Werthe : 

a5j;)  =  l,     SBL'^  =  2»+1-1,     SBl?^  =  i(3-+2_2H-3+i)etc. 

auch  die  ersten  Coefficienten  ^^  für  jedes  n  berechnen ,  und  findet  man 
z.  B.: 

#i,"  =  ^  |3"+» _  (2«  +  3)  2"+2  +  2ii  i2n  +  2)  +  8}  etc. ; 
auch  bemerkt  man,  dass  allgemein  Q\^  =  n\  ist. 

Um  nun  zu  unserem  ursprünglichen  Problem  zurückzukehren,  haben 
wir  nur  jP=0,  also  x=—log2  odery=:^  anzunehmen,  damit  a?j=jF(«) 

nach  Potenzen  von  z  entwickelt  erscheine.    Da  alsdann  f(z)  •= wird, 

so  ergiebt  sich  als  Coefficient  von  z"  in  21) : 
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"'^l^v  *''°  ^«=iy-" 


und  darnach  sind  für  die  gesuchte  Zahl  der  Complezionen  die  Ausdrücke 
gefunden  [vergl.  28) ,  32)  und  34)] : 

35)IV.  (3.^.,=  j2'^-.. 


«=1 


c\ 

37)  IV.  i5„+i  =  ^  SSlf'^' '(-  O''  (2«  +  i)a  2»-^-. 

Die  erste  Reihe  35)  convergirt  wie  eine  geometrische,  deren  Quotient  \ 
ist;  jedoch  nehmen  anfangs  die  Glieder  eine  Zeit  lang  zu.   Es  ist  z.  B.  für 

eine  Reihe,  von  der  man  schon  24  Glieder  berücksichtigen  muss,  um  die 
Summe  auf  eine  ganze  Einheit  genau  zu  finden. 

Bedeutend   schlechter  convergirt  die  zweite  Reihe  36),   nämlich  wie 

eine  geometrische,  deren  Quotient  ^^7=0,96414...  ist;  dieselbe  hat  jedoch 
den  Vorzug,  für  alle,  auch  für  complexe  Werthe  von  n  einen  Sinn  zu  behal- 
ten und  also  zur  vollständigen  Ezplication  von  ß„j^\  als  Function  von  n 
dienlich  zu  sein.    Setzt  man  für 


(i)= 


^log% 


die  Exponentialreihe  ein ,  so  lässt  sich  diese  Function  nach  Potenzen  von  n 
entwickeln,  nämlich: 

38)  /5.^.i  =  ^'  — p,   wo  d«=  \ 


c! 


Wird  der  Ausdruck  von  öa  (der,  beiläufig  gesagt,  wiederum  für  jedes  a 
einen  Sinn  besitzt  und  nach  Potenzen  von  a  entwickelt  werden  könnte)  mit 
dem  von  ßa^\  aus  36)  verglichen,  so  zeigt  sich  leicht,  dass  ^a<I/?a^-i)  ^nd 
folgt  daraus ,  dass  die  erste  Reihe  88)  mindestens  in  demselben  Bereiche 
für  n  convergiren  muss,  als  für  z  die  Reihe ^(z);  diese  Reihe  38)  convergirt 
aber  überhaupt  in  der  ganzen  Zahlenebene,  da  die  Function  ß,^\  in  36) 
nebst  ihren  Derivirten  für  kein  endliches  n  unendlich  werden  kann ,  da  sie 
also  eine  sogenannte  sjnektische  Function  ist.  Das  Gleiche  gilt  Yon  den 
Entwickelnngscoefficienten  j„  und  deren  ferneren  Entwickelungscoefficien- 
ten  ohne  Ende  fort,  welche  sämmtlich  als  Functionen  ihres  Stellenzeigers 


J 
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^^^■^^  ^  ^.r^^^^^^  ^^^.r^  rf 


völlig  explicirt  erhalfen  werden  und  in  den  Gliedern  ihrer  Hei henent Wicke- 
lung mit  Potenzen  höherer  (iterirter)  Logarithmen  der  halben  Summations- 

c  c 

variabeln  loglog— ^  logloglog  —  etc.  behaftet  sind. 

Die  Gleichung  37)  giebt  endlich  für  ganze  positive  Argumente  den 
Werth  derFunction  ^„^.i  in  geschlossener  Form,  als  ein  Aggregat  von  gan- 
zen Zahlen.   Darnach  ist  z.  B. 

/52  =  1,     i»8  =  4,     |3,  =  26,     ^5  =  236.... 
Der  Quotient  ßn-^i'ßn  nähert  sich  für  ;t  =  oo  der  seihst  unendlichen  Grenze 

n  (2/0^2  —  1). 
Beträchtlich  schwieriger  dürfte  die  Lösung  der  vorstehenden  Probleme 
für  den  Fall  sein,  dass  unter  den  ursprünglichen  Elementen  einzelne  ein- 
ander gleich  sind. 
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XXn.    Tangentialcürven  der  Kegelschnitte. 

(Hierzu  Taf.  V,  Fi^.  3-8.) 

An  einen  Kegelschnitt  seien  alle  möglichen  Tangenten  gezogen  nnd 
auf  jeder  Tangente  werde  nach  links  der  Punkt  markirt,  welcher  am  t  von 
der  der  Tangente  zugehörigen  Ordinate  entfernt  ist.  Der  geometrische  Ort 
aller  dieser  Punkte  auf  den  Tangenten  soll  hestimmt  werden. 

Das  Coordinatensy  Stern  sei  rechtwinklig,  die  Gleichung  des  gegebenen 
Kegelschnittes 

»=/"(x). 

Sind  xy  die  Coordinaten  eines  Punktes  des  Kegelschnittes,  so  sind  die 
des  entsprechenden  Punktes  des  geometrischen  Ortes: 

Durch  Elimination  von  x  und  y  aus  den  drei  vorhandenen  Gleichungen 
ergiebt  sich  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes. 

1.    Der  gegebene  Kegelschnitt  sei  eine  Parabel;  ihre  Gleichung: 

dann  ist  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes: 

rf|      -        41/1        ' 
rfS7  /pj25  +  30 

(Fig.  1.)  Die  Cnrve  besteht  aus  zwei  zur  a:- Axe  «tymiAetrigchei]  Thei- 
len,  welche  die  y-Axe  zur  gemeinschaftlichen  Asymptote  haben  and  sich 

im  Punkte  (  -  >  0  1  schneiden.    So  lange  x<^  —  ist,  kehren  beideTheile  der 

Zeitaclirift  f.  Mathematik  u.  Physik  XV,  i.  26 
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t 
X  •  Axe  die  coDvexe  Seite  zu;  wächst  x  über  —   hinaus,    so    wenden    beide 

derselben  die  concave  Seite  zu. 
Setzen  wir 

so  ist 

y)  ^  =  ^1  — •  fix- 

d)  ist  die  Gleichung  einer  Parabel ,  die  der  oben  gegebenen  congment, 
deren  Scheitel  aber  mit  dem  0- Punkte  zusammenfällt;  i/^  gleich  der  Ablei- 
tung von  1^1  multiplicirt  mit  t  repräsentirt  eine  Curve  (Fig.  2),  die  wir  die 
Ableitungscurye  nehnen  wollen;  sie  besteht  aus  zwei  zur  d?-Aze  symme- 
trischen Theilen,  die  ihr  die  convexe  Seite  zukehren  und  die  beiden  Axen 
zu  Asymptoten  haben. 

Construirt  man  demnach  die  Parabel  or)  und  die  zugehörige  Ableitongs- 
curve  jS)  und  trägt  immer  von  r/i  das  zugehörige  y\x  ^b,  so  ergiebt  sich  stets 
eine  Ordinate  des  geometrischen  Ortes. 

Aus  y)  folgt,  dass 

0  0  0 

d.  h.  die  Fläche,  welche  von  der  ^-Axe,  einer  Ordinate  17,  der  Abseiase  | 
und  den  dazwischenliegenden  Theilen  der  Curve  begrenzt  wird,  ist  gleich 
dem  Inhalt  eines  Theiles  der  Hilfsparabel,  der  über  der  Abscisse  |  liegt, 
vermindert  um  das  Kcchteck,  welches  die  Ordinate  i^i  der  Hilfsparabel  und 
die  Strecke  i  zu  Seiten  hat. 

2.    Die  gegebene  Curve  sei  eine  Ellipse,  ihre  Gleichung: 
dann  ist  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes: 


rf|       —  «     ) 


(2«|-r)"/' 

Die  Curve  besteht  aus  zwei  Theilen,  die  symmetrisch  zur  x-Aze  lie- 
gen zwischen  der  j^-Axe  und  der  Linie  x  =  2a  (Fig.  3),  welche  beide 
Asymptoten  derselben  sind.  Die  beiden  Theile  durchschneiden  sich  in  der 
X  -  Axe  in  dem  Punkte 
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bis  zti  diesem  wenden  beide  der  x- Axe  die  convexe  Seite,  darüber  hinaus 
die  concave  Seite  zu. 

Für  

bat  jeder  Theil  einen  Beugungspankt. 
Wir  setzen : 

«,)  ni  =  +  -/2«S-r. 

«^  -1./*     ("-^^ 

so  ist 

y\)  v  =  Vi  —  vt. 

aj)  ist  die  Gleichung  einer  Ellipse  (Fig.  4);  die  der  gegebenen  con- 
gruent  ist,  deren  linker  Scheitel  aber  im  0-  Punkte  liegt.  jS|)  ist  die  Gleich- 
ung der  zugehörigen  Ableitungscurve ;  diese  besteht  aus  zwei  Theilen, 
welche  sich  im  Punkte  (a,0)  schneiden  und  die  y-Axe,  sowie  die  Linie 
x^=2a  zu  Asymptoten  haben;  sie  kehren  der  a;-Axe  stets  die  convexe  Seite 
zu  und  jeder  besitzt  im  Punkte  (a,0)  einen  Beugungspunkt.  Construirt  man 
also  diese  beiden  Hilfscuryen  a,)  und  ßi)  und  subtrahirt  tj^  jedesmal  von 
dem  entsprechenden  fj^ ,  so  erhält  man  stets  eine  Ordinate  des  geometrischen 
Ortes. 

Aus  yj)  folgt  ferner : 

a  rt  a  a 

C'rid^^^  rritd^-   Crj^d^    und     Cridl=^^-tb. 

0  U  0  u 

Da  nun  für  i/,  ein  Zeichenwechsel  eintritt,  wenn  §==a  wird,  so  ist  der 
Flächenraum,  der  Ton  dem  geometrischen  Orte,  der  ^' Axe  und  der  Linie 
a;c=2a  eingeschlossen  wird,  unabhängig  von  der  Grösse  /• 

Alle  Tangentialcurven  der  Ellipse  schliessen  demnach  mit  den  beiden 
Geraden  einen  constanten Flächenraum  ein,  und  zwar  ist  dieser  gleich  ahn^ 
d.  h.  gleich  dem  Inhalte  der  Ellipse  selbst. 

Es  sei  a=5=r,  so  ist 

(r-l) 


,,=  +  j/2r|-|«-< 


die  Gleichung  fUr  die  Tangential  cur  ve  des  Kreises. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Hilfscurven  sind  in  diesem  Fälle : 
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Der  FlächeDraum  jeder  Tangentialcurve  des  Ereises  ist  =r'^  gleich 
dem  Inhalte  des  Kreises  selbst. 

3.    Die  Gleichung  der  gegebenen  Hyperbel  sei 
dann  ist  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes : 

(«  +  !) 


»J  =  ±{  ^/2« 


l+l*-/- 


d%      —  «"  "  (2a|  +  |V/» 

d^_  [r  +  l(2«  +  30  +  3af] 

Die  Cnrve  besteht  aus  vier  Theilen,  die  symmetrisch  zur  or- Axe  liegen. 
(Fig.  5.)  Zwei  davon  liegen  auf  der  rechten  Seite  der  2;-Axe  und  haben 
dieselbe  zur  Asymptote;  sie  kehren  bis  zu  dem  Punkte 


(_-^'+^i^'. ,), 


wo   sie  sich  schneiden,   der  a:-Axe  die  convexe  Seite,  dann  die  concave 

Seite  zu.     Die  beiden  Theile  auf  der  linken  Seite  der  y-Axe  haben  die 

Linie 

x  =  —'2a 

zur  Asymptote,  kehren  erst  der  a:- Axe  die  convexe  Seite  zu  bis 

!  =  -(«  + so -^^^"K. 

WO  beide  Beugungspunkte  haben. 

Zwischen  der  y- Axe  und  der  Linie  x= — 2a  befindet  sich  kein  Theil 
der  Curve. 

Es  sei 


also 

yt)  ^  =  »?i  —  ^t. 

Die  Hilfscnrven,  doren  man  sich  zur  Construction  bedienen  kann,  sind 
demnach  eine  der  gegebenen  congruente  Hyperbel  (Fig.  6),  deren  rechter 
Scheitel  mit  dem  Anfangspunkte  zusammenfällt,  ferner  die  Ableitungscurve 
derselben;  letztere  besteht  aus  vier  getrennten  Theilen,  deren  Asymptoten 


a'==0,     y  =  X~»     J?  =  — 2a 


sind. 
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Aus  7t)  folgt  endlich: 


0  ü  (i 


Magdeburg,  im  Mai  1869. 


Dr.  HOCHHEIH. 


ZXm    Bemerkung  über  die  algebraische  Lösbarkeit  der 

Oleichungen. 

Es  sei 
1)  /^'(^)=ir"  +  fl,a;"«-^  +  ...+a,„_ia;  +  (i„  =  0 

eine  algebraische  Gleicbang,  deren  Coefficienten  endliche,  Yon  einander 
ganz  unabhängige  Quantitäten  sind.  Die  Wurzeln  selbst  können  dann  nicht 
unendlich  werden. 

Anders  verhält  es  sich  i^it  ihren  partiellen  Ableitungen  nach  den  Co- 

efficienten  a,  etwa  nach  a^i  denn  wird  zur  Abkürzung  - — =z  gesetzt, 

und  eliminirt  man  x  aus  der  Gleichung  1)  und  der  folgenden: 

so  ergiebt  sich  für  z  die  folgende  Gleichung  m^^°  Grades: 


1 
0 


«1 
l 


a 


m 


ö| 


0 
a 


m 


0 

0 


0 


0 


1 


a. 


im{m  —  1)  flf,  z  .     .    rtm— 12  +  1  0 

0  mz         .     .  .  «ro-i^+l 


0 
0 


=  0, 


0  0  mz    .  .  .  «m-l  2+1  i 

die  durch 

2)  Dz'"  +  Ä,  2"—*  +  6,  z'«-^  +  . . .  +  b„,^i  2  +  1=0 

dargestellt  sein  möge,  wo  J)  die  Discriminante  der  Gleichung  1)  ist,  wäh- 
rend die  b  ganze  Functionen  der  a  sind,  {st  b^  der  erste  nicht  identisch 
verschwindende  Coefficient,  dann  werden,  wenn  sich  D  der  Null  nähert, 

r  der  Wurzeln  der  Gleichung  2)  unendlich,  und  zwar  wie  —  ^. 

Unter  der  Voraussetzung*,   dass  die  Gleichung  1)   eine  algebraische 

Wurzel  habe,  sei  nun  Wf  eine  in  irgend  eine|^  Term  des  Wurzelausdrucks 

eingehende  einfache  Irrationalität,  wobei  /  als  ganze  Function  der  a  vor- 
ausgesetzt werden  darf.    Dann  wird  ofiPenbar  bei.  der  Differentiirung  nach 

einem  der  a  diese  Irrationalität  reproducirt,  und  zwar  tritt/*  "^  im  Nen- 
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ner  auf.  Da  nun  z  nur  für  2>=0  unendlich  werden  kann,  so  muss  /"bis  anf 
einen  numerischen  Factor  mit  D  übereinstimmen,  ferner,  da  r  eine  ganze 
Zahl  ist,  fi=2  sein. 

Gestattet  also  die  Gleichung  ])  eine  al^braische  Lösung,  dann  muss 

die  Quadratwurzel  aus  ihrer  Discriminante  die  in  die  Lösung  eingehende 

einfache  Irrationalität  sein. 

dz 
Bildet  man  auf  ähnliche  Weise  eine  Gleichung  für  - —  wie   für   z, 

d^x  1 

dann  findet  man,  dass  .   ,     für  Z>=:0  unendlich  wird,  wie  --=-  u.  s.  f. 

Da  X  für  unendliche  Werthe  der  a  nicht  unendlich  wird,   kann  man 
der  algebraischen  Wurzel  die  Form  geben : 

3)  ^  =  '-o  +  j/^i+j/^t  +  ..., 

wo  Tg  eine  ganze  Function  ist,  und  die  A  irrationale  Functionen  irgendwel- 
cher Ordnung  bedeuten ,  in  denen  aber  gar  keine  Nenner  auftreten.  Sagt 
man  von  einer  Function  der  a,  sie  sei  vom  Gewichte  ^,  wenn  sie  die  Eigen- 
schaft hat,  durch  Substitution  von  k^a^^  für  a^  den  ^^- fachen  Werth  anzn- 

nehmen,  dann  muss  Xy  also  auch  jeder  der  Terme  r^,  i/.^i  ...  vom  Ge- 
wichte 1  sein,  wornach  z.  B.  r^  nur  ein  numerisches  Vielfaches  von  a,  sein 


kann.  Die  Discriminante  ist  vom  Gewichte  m  (m  —  1).  I«t  daher  y  P-^OyD 

l  — 
eine  in  yA  vorkommende  Irrationalität  zweiter  Ordnung,  dann  muss,  wenn 

sich  — ^ +  q  (wo  q  das  Gewicht  von  Q  bezeichnet)  in  v  Primfactoren 

X 

zerlegen  lässt,  yA  eine  Irrationalität  von  der  Ordnung  v  +  i  sein. 

Nach  2)  kann  man  dadurch  einen  Ausdruck  für  z  erhalten,  dass  man 
in  3)  üQ  durch  jr  (speciell  aj  durch  0)   ersetzt.     Dadurch  möge  ^  in  ^,  P 

in  P  u.  s,  w.,  D  in  />'=  j:^^^  übergehen.    Aus  ZyA'   müssen  sich  dann 

durch  Multiplication  mit  y/D  sämmtliche  negative  Potenzen  von  D  entfer- 
nen  lassen,  und  die  so  erhaltene  Function  muss  mit 

übereinstimmen.     Die  B  silfd  ähnlich  gebaut  wie  die  A\   nnr  werden  statt 
j/-P+P^/>...  in  i/ä  im  Allgemeinen  andere  Irrationalitäten  zweiter  Ord- 

n  — - 

nung,  y  R-^rSyD ,,,  vorkommen,  und   in  wenigstens  einer  der  letzteren 


z    von 
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darf  weder  Ä,  noch  S  dnrcli  D  theilbar  sein,    weil  dann  ^r-,-  nicht    wie 

—-Z--  unendlich  werden  könnte. 

Schafft  man  aus  y/A"  durch  Multiplication  mit  }/D  sämmtliche  negati- 
ven Potenzen   von  D   fort,   dann   wird  sich   wenigstens   eins   der  Binome 

P'  -j-  Q'  }//)'  durch  Multiplication  mit  der     — ^^ 1-  g  I       Poten 

j/D  in  B-^-Sj/D   verwandeln,   wo  keine  der  ganssen  Functionen  R  und  S 
durch  D  theilbar  ist. 

Geht  Q  für  fl,=0  in  eine  Function  vom  Grade  s  über  und  besseichnet 
T  eine  ganze  Function,  dann  kann  man 

T 

also 

setzen.    Dies  giebt,  während  }/Q  nothwendig  rational  ist,   für  m  die  Be- 

dingungsgleichung 

»j(w— l)  .    flr       2m— -3 

— -^  +  -1 «  =  0  oder  =1, 

4^22  '' 

und  wegen  g^^s 

—^ — ^^(2m--3)  =  0  oder  =1, 

welche  für  »i>4  nicht  mehr  erfüllt  ist.     Uebrigens  sieht  man  leicht,   dass 
für  kleinere  Werthe  von  my  =  5  =  0  sein  muss,  Q  also  nur  ein  numerischer 

Factor  von  j/D  sein  kann. 

Haders  laben.  H.  Krey. 


XXIV.    Zur  Geometrie  der  Carven  dritter  Ordnung. 

1.    Die  Gleichung  einer  Curve  dritter  Ordnung,  bezogen  auf  ein  belie- 
biges schiefwinkliges  Parallelcoordinatensystem,  lautet: 

1)    ax'  +  bx^y  +  cxy*  +  etj^  +  /ic*  +  fxy  +  <7^*  +  Äa:  +  fy  +  Ar  =  0. 
Soll  der  Coordinatenanfangspunkt  ein  Punkt  der  Curve  sein,  so  muss 

und  wenn  er  überdies  ein  Doppelunkt  der  Curve  sein  soll,  so  muss  auch  noch 

Ä  =  0,  1  =  0 
sein,  so  dass  sich  die  Gleichung  einer  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem 
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Doppelpunkte,  wenn  man  diesen  zum  Coordinatenanfangspunkt  nimmt,  in 
der  Form :         ^ 

aa:*  +  6a;*y  +  cxy^  +  dy^  +  ex^  +  fxy  +  ^/  =  0 
schreiben  lässt. 

Um  den  Schnittpunkt  der  Curve  mit  der  Abscissenaxe  zu  erhallen,  hat 
man  y=0  zu  setzen,  was  die  Gleichung 

liefert. 

Unterdrückt  man  den  vom  Doppelpunkte  herrührenden  Factor  a;',  so 
hleibt: 

woraus  sich 

e 

a 
ergiebt.    Soll  nun  die  Abscissenaxe  eine  Tangente  der  Curve  im  Doppel- 
punkte sein,  so  muss 

sein.    Ebenso  ergiebt  sich,  dass 

<;  =  o 

sein  müsse,  wenn  auch  die  Ordinatenaxe  eine  Tangente  der  Curve  im  Dop- 
pelpunkte sein  soll. 

Die  Gleichung  einer  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte 
kann  demnach,  wenn  man  die  Doppelpunktstangenten  zu  Coordinatenaxen 
wählt,  in  die  Form: 

ax^  +  hx^y  +  bxy^  +  rfy'  +  fxy  =  0 
gebracht  werden. 

Setzt  man  f=—m^  so  geht  die  letzte  Gleichung  über  in 
2)  ax^  +  bx^y-\'Cxy^  +  dy^  —  mxyy 

was  also  die  Gleichung  einer  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppel- 
pnnkte  ist,  wenn  man  die  Doppelpunktstangenten  zu  Coordinatenaxen,  also 
den  Doppelpunkt  selbst  zum  Coordinatenanfangspunkt  nimmt. 

2.  Eine  durch  den  Doppelpunkt  gehende  Gerade  T  wird  die  Curve 
dritter  Ordnung  ausser  im  Doppelpunkte  noch  in  einem  andern  Pnnkte  p 
schneiden,  dessen  Coordinaten  man  leicht,  wie  folgt,  hestimmen  kann. 

Die  Gleichung  einer  durch  den  Doppelpunkt  gehenden  Geraden  T  ist: 

3)  y  =  /.t-, 

da  der  Doppelpunkt  zugleich  der  Coordinatenanfangspunkt  ist.   Führt  man 

den  Werth  von  y  aus  Gleichung  3)  in  die  Gleichung  2)  ein,  so  ergiebt  sich: 

a:»  (ö  +  6/  +  r^  +  f//»)  =  m a«/, 

und  wenn  man  den  vom  Doppelpunkte  herrührenden  Factor  o;'  unterdrückt, 

so  bleibt 

X  {a  +  bt  +  ci^  +  dl*)z=ml, 

woraus  sich  für  die  Abscisse  des  Punktes  p  der  Werth 
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ergiebt.   Oleichang  3)  liefert  endlich  für  die  Ordinate  von  p  den  Ansdmck: 

^^  ^'^  a  +  bt  +  c t^dT' 

Die  Gleiclinngen  4)  und  5)  lehren,  dass  jedem  Werthe  von  t  ein  be- 
stimmter Punkt />  der  Carve  dritter  Ordnung  entspricht,  während  Gleich- 
ung 3)  zeigt,  dasfl  umgekehrt  auch  jedem  Punkte  der  Cnrve  ein  bestimmter 
Werth  von  i  entspricht. 

Wir  wollen  der  Kürze  halber  die  Grösse  t  als  den  Parameter  des  ent- 
sprechenden Cnrvenpunktes  p  bezeichnen.  ' 

3.  Nachdem  wir  den  Begriff  des  Parameters  eines  Punktes  unserer 
Curve  festgestellt  haben,  wollen  wir  zum  Beweise  des  nachstehenden 
fruchtbaren  Satzes  schreiten: 

„Bildet  man  das  Product  der  Parameter  der  dn  Schnitt- 
punkte unserer  Curve  dritter  Ordnung  mit  einer  beliebigen 
Curve  n^^^  Ordnung,  so  ist  es  allemal  gleich  der  n^^^  Potenz 
einer  .  Constanten,  nur  von  der  Curve  dritter  Ordnung  ab- 
hängigen Grösse/' 

Ordnet  man  die  allgemeine  Gleichung  einer  Curve  n^^'  Ordnung  nach 
den  fallenden  Potenzen  der  Abscisse,  so  nimmt  sie  die  Form  an: 

6)  ...  +  (/^o  +  Ay+^ty*+...  +  ^i.y»)  =  o. 

Um  nun  die  Parameterwerthe  der  Schnittpunkte  dieser  Curve  n^^'  Ord- 
nung mit  unserer  Curve  dritter  Ordnung  zu  erhalten,  braucht  man  blos  aus 
4)  und  5)  die  Werthe  von  x  und  y  nach  6)  einzuführen.  Man  erhält  auf 
diese  Art  die  Gleichung: 

wobei  der  Kürze  wegen 

a  +  bt  +  cf  +  di*=:u 

gesetzt  wurde. 

Schafft  man  den  Nenner  m"  fort,  so  bleibt: 

^j,m«  r»  +  (B^u  +  Ä,  m /*)  m"-^  /»-*  +  ... 
. . .  +  (Zo  w"  +  A  w  «"-*  f«  + . . .  +  Zi,  m«  Z«»)  =  0. 
Diese  Gleichung  ist  in  i  vom  Grade  3tt,   wie  es  auch  sein  muss,   da 
eine  Curve  dritter  Ordnung  von  einer  Curve  n^®^  Ordnung  in  8n  Punkten 
geschnitten  wird. 

Der  Coefficient  von  fi^  ist,  wie  man  leicht  erkennt,  die  Grösc  Z^cf", 
und  das  von  /  freie  Glied  ist  Zo^"-   Wenn  man  also  das  Product  der  sämmt- 

26* 
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liehen  3/2  Wurzeln  der  obigen  Gleichung  Würz  mit  11  {i)  bezeichnet ,  so  ist 
nach  einem  allgemein  bekannten  Satze: 

oder  also: 

m = (- 1)-. 

Bezeichnet  man  die  nur  von  der  Cnrve  dritter  Ordnung  abhängige 
Constante  f —  —  j  kurz  mit  Ar,  so  ist: 

7)  J7(0=Ä«, 
wodurch  der  von  uns  aufgestellte  Satz  bewiesen  ist. 

4.  Der  vorstehende  Satz  läset  eine  so  vielfache  und  interessante  An- 
wendung zu,  dass  sich  durch  ihn  der  Geometer  wie  mit  einem  Schlage  im 
Besitze  eines,  alle  die  Curven  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte 
betreifenden  Fragen  beherrschenden  Hilfsmittels  befindet. 

Es  mag  uns  erlaubt  sein,  nur  einige  der  zunächstliegenden  Anwen- 
dungen des  besagten  Satzes  zu  machen. 

Da  man  ans  der  Gleichung  7),  wenn  (3« — 1)  von  den  Parametern  be- 
kannt sind,  den  erübrigenden  n^""  unzweideutig  finden  kann,  so  liefert  dies 
sofort  folgenden ,  auch  für  Curven  dritter  Ordnung  im  Allgemeinen  bekann- 
ten Satz: 

„Alle  Curven  w*®*"  Ordnung,  welche  durch  (3n  —  1)  auf 
einer  Curve  dritter  Ordnung  vierter  Classe  liegende  Punkte 
hindurchgehen,  gehen  noch  durch  einen  weiteren  festen 
Punkt  dieser  Curve  hindurch."*  , 

5.  Wenn  eine  willkürliche  Gerade  G  unsere  Curve  dritter  Ordnung  in 
drei  Punkte  ^i,  /j,  t^  schneidet,  deren  drei  Parameter  durch  dieselben  drei 
Buchstaben  bezeichnet  sein  mögen,  so  ist: 

8)  t,t^i^  =  k. 

Ist  die  Gerade  G  eine  Tangente,  welche  im  Punkte  i^  berührt,  wäh- 
rend sie  die  Curve  überdies  im  Punkte  /,  schneidet,  so  ist  ^  der  Tangential- 
punkt  von  /(  und  es  muss  nach  8),  wenn  man  statt  /|  und  t^^  /^  setzt  und 
statt  tf  dann  /j  '• 

welche  Gleichung  die  Beziehung  zwischen  einenx.Pnnkte  und  dessen  Tan- 
gentialpunkte  darstellt. 


Aus  9)  folgt: 


'.=±/f 


*    Vergl.  Cremoaa*8  ebene  Curven,  S. 65  der  deutscken  Ausgabe« 
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woraus  folgt,  dass  tnan  aus  einem  Punkte  /,  der  Cnrve  an  sie  zwei  Tan- 
genten legen  könne,  deren  Berührungspunkte  +  Z^  "~  ^d<J  "~"  Z^  siöd 
und  welche  harmonisch  liegen  bezüglich  der  beiden  Doppelpnnktstangenten. 

Wenn  Q  eine  Inflexionstangente  ist  und  wenn  j  der  Inflexionspunkt  ist, 
so  muss  nach  8) : 

sein.    Man  erhält  also  drei  Inflexionspunkte ,  nämlich : 

/i=F^Ä,   Jf^^fk,    J^^a^y'k, 

wobei  yk  den  absoluten  Werth  der  Cubikwurzei  aus  k  vorstellt  und  mit  a 
die  imaginäre  Cubikwurzei  der  Einheit  bezeichnet  ist. 

Da  man 

j\jtji  —  k 
hat,  so  folgt  sofort  der  bekannte  Satz: 

„Die  drei  Inflexionspunkte  einer  Curve  dritter  Ord- 
nung mit  einem  Doppelpunkte  liegen  in  einer  Geradc^i*" 

Man  könnte  noch  eine  ganze  Menge  von  Anwendungen  der  Gleich- 
ungen 8)  und  9)  machen,  insbesondere  auch  auf  die  von  Herrn  Professor 
Dur  fege  behandelten,  der  Curve  dritter  Ordnung  um-  und  eingeschriebe- 
nen Vielecke  und  die  Steine r'schen  Polygone;  doch  müssen  wir  dies  dem 
Leser  überlassen. 

6,  Wenn  unsere  Curve  dritter  Ordnung  von  einem  beliebigen  Kegel- 
schnitte in  den  sechs  Punkten  t^^  i^,  f,,  Z^,  '5,  (^  geschnitten  wird,  so  ist 
nach  7) : 

10)  h'h'h'h'h'h^^^' 

Verbindet  man  die  sechs  Schnittpunkte  paarweise  durch  Gerade,  so 
erhält  man  drei  neue  Schnittpunkte  auf  der  Curve,  welche,  wie  bekannt,  in 
derselben   Geraden  liegen.     Denn  die   drei   Schnittpunkte  der  Geraden 

k  k  k 

<i'a»  hU^  hh  ^^^  ^^^  Curve  sind  resp.  - — - ,    - — -  , ,  und  da  das  Pro- 

duct  ihrer  Parameter  wegen  10)  gleich  k  ist,  so  folgt  nach  8)  sofort,  dass  sie 
auf  einer  und  derselben  Geraden  liegen. 

Für  die  neun  Schnittpunkte  einer  beliebigen  Curve  dritter  Ordnung  mit 
unserer  Cnrve  dritter  Ordnung  ist  nach  7) : 

und  wenn  also 

ist,  so  muss 

'7 's '9^^^ 

« 

sein,  was  den  bekannten  Satz  liefert: 
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„Liegen  von  den  nenn  Schnittpunkten  zweier  Cnrven 
dritter  Ordnung  sechs  auf  einem  Kegelschnitt,  so  liegen  die 
drei  übrigen  auf  einer  Geraden." 

Um  die  Mittheilung  nicht  über  die  Massen  anszudehneo«  müssen  wir 
uns  mit  den  wenigen  Sätzen  begnügen,  aus  denen  jedoch  hervorgehen 
dürfte,  wie  fruchtbar  und  leicht  verwendbar  unser  Hauptsatz  ist. 

Prag.  Dr.  Emil  Weyr. 


XXY.    Ueber  die  Annehnng  des  dreiaxigea  EUipsoides  auf  einen 

äusseren  Punkt 

Für  den  Fall,  dass  die  Halbazen  a,  5,  c  eines  den  äusseren  Punkt  xyz 
anziehenden  EUipsoides  wenig  von  einander  verschieden  sind^  habe  ich  aaf 
S.  216  des  laufenden  Jahrganges  dieser  Zeitschrift  die  Werthe  der  An- 
ziehungscomponenten  bis  auf  Grössen  zweiter  Ordnung  genau  angegeben, 
dabei  aber  infolge  eines  Schreibfehlers  einen  Terra  weggelassen,  der  noch 
zur  zweiten  Ordnung  gehört.  Die  richtigen  Werthe ,  auf  welche  mich  Herr 
Dr.  O ruhe  in  Schleswig  aufmerksam  gemacht  hat  und  die  ich  nachträglich 
verificirt  habe ,  sind 


Z  =  — 


woraus  die  Werthe  von  ¥  und  Z  durch  Buchstabenvertauschung  folgen. 

SCHLÖMILCH. 


XVI. 

Die  Gmndformeln  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene 

in  homogenen  Coordinaten. 

Von 

Dr.  Richard  Heg£R  , 

Gymnasial- Leb rer  in  Dresden. 


Vorbemerkung. 

Mit  den  nachfolgenden  Entwickelnngen  hoffe  ich  dem  mathematischen 
Publikum  insofern  einen  Dienst  zu  erweisen,  als  ich  mich  bemüht  habe, 
die  grundlegenden  Rechnungen  und  Sätze  über  analytische  Geometrie  der 
Ebene  in  homogenen  Coordinaten  möglichst  vollständig,  einfach  und  knapp 
darzustellen,  so  dass  ich  hoffen  darf,  es  werde  durch  Berufung  anf  meine 
bescheidene  Arbeit  die  Verwendung  homogener  ebener  Coordinaten  einige 
Erleichterung  und  Abkürzung  erfahren. 


§  1.    Homogene  Coordinaten  des  Punktes  und  der  Geraden 

in  der  Ebene. 

1.  Unter  den  homogenen  Coordinaten  .r, ,  a^^  or,  eines  Punktes  P  ver- 
steht man  die  bcnkrechten  Abstände  dieses  Punktes  von  den  drei  Seiten 
^M  9t  i  9t  eiues  Dreiecks  Ai  A^A^,  Dieses  Dreieck  heisst  das  Coordinaten- 
dreieck  oder  Axendreieck ;  die  Geraden,  auf  denen  seine  drei  Seiten  liegen, 
heissen  die  Coordinatenaxen  des  ebenen  homogenen  Coordinatensystems. 

Die  Coordinate  x^  (A=l  oder  2  oder  3)  wird  positiv  gerechnet,  wenn 
P  mit  Ak  auf  derselben  Seite  von  gk  liegt;  im  Gegenfalle  negativ. 

2.  Bezeichnet  A  die  doppelte  Fläche  des  Coordinatendreiecks,  so  wer- 
den für  jede  Lage  von  P  die  Coordinaten  des  Punktes  durch  die  Gleichung 
verbunden: 

1)  9x^i+9t^t  +  9fk^%=^^' 

Zeil&chrirt  1.  Uat^emalik  u.  l'hysik.  XV,  6«  27 
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Das  Trinom   links   werde  künftig  kurz  mit  J)  bezeichnet,   die  Gleichung 
also  mit 

abgekürzt. 

3.  üebergang  von  einem  Descartes'schen  orthogonalen 
System  zu  einem  homogenen. 

Unbeschadet  der  Allgemeinheit  wird  der  Ursprung  des  orthogonalen 
Systems  im  Innern  des  Axendreiecks  des  homogenen  Systems  angenommen. 

Im  orthogonalen  Systeme  habe  gig  die  Gleichung 

Der  Ursprung  des  orthogonalen  Systems  hat  von  dieser  Geraden  den  Ab- 
stand 

1 

Vah  +  b\. 

wobei  die  Wurzel  immer  positiv  gerechnet  werden  mag. 

Legt  man  durch  den  Funkt  P  mit  den  Coordinaten  xy  eine  Parallele 

•  zu  ^t ,  so  hat  der  Ursprung  dieser  Parallelen  den  Abstand 

,        OkX  +  huy 
ejt  =  — .. 

Die  Wurzel  werde  auch  hier  positiv  gerechnet.    Dann  wird 

je  nachdem   die  durch  den  Ursprung  zu  (/j^  gezogene  Parallele  P  von  g^ 
trennt  oder  nicht. 

Hieraus  folgt,  dass  für  jede  Lage  von  P 

,        1  —  flfc  o:  —  b^y 

Hieraus  folgen  die  Transformationsformeln : 

1  —a^x  —  b^y 


'^) 


Xt  = 


x^  = 


x^  = 


1  —  a^x  —  b^y 
l—a^x  —  b^y 


A'  +  V 

Dividirt  man  die  rechten  Seiten  von  2)  Glied  für  Glied  durch  die  Wur- 
zeln und  löst  die  drei  linearen  Gleichungen  nach  1,  x  und  y  auf,  so  erhftlt 
man  aus  der  Lösung  für  1  nach  gehöriger  Reduction  die  Gleichung  1);  die 
Lösungen  nach  x  und  y  geben  diese  Coordinaten  als  homogene  lineare 
Functionen  der  homogenen  Coordinaten. 

Die  Transformation  aus  orthogonalen  in  homogene  Systeme  geschieht 
demnach  durch  lineare,  die  reciproke  Transformation  durch  homogene 
lineare  Substitutionen. 
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4«  Um  von  einem  homogenen  System  in  ein  anderes  überzugehen, 
denke  man  sich  beide  auf  dasselbe  orthogonale  System  bezogen.  Man 
setze  zunächst  vorans ,  dass  beide  Axendreiecke  «in  Flächenstück  gemein 
haben ,  und  lege  den  Ursprung  des  orthogonalen  Systems  in  dieses  Flächen- 
stück. Dann  stelle  man  die  Formeln  2)  für  beide  Systeme  auf  und  löse  die 
zweimal  drei  Gleichungen  nach  lyX^y^  Indem  man  nun  diese  Lösungen 
paarweise  einander  gleichsetzt,  erhält  man  drei  Gleichungen,  auf  deren  lin- 
ken Seiten  homogene  lineare  Functionen  derCoordinaten  des  einen  Systems, 
auf  deren  rechten  homogene  lineare  Functionen  des  andern  Systems  stehen. 
Hieraus  folgt: 

Die  Transformation  aus  einem  homogenen  System  in  ein  anderes  ho- 
mogenes geschieht  durch  homogene  lineare  Substitutionen. 

Dass  die  obige  Einschränkung  auf  diesen  Satz  einflusslos  ist,  erkennt 
man  leicht.  Denn  wenn  die  beiden  Axendreiecke  sich  ausschliessen,  so  con- 
struire  man  ein  Dreieck,  welches  keines  der  beiden  ausschliesst,  und  trans- 
formire  aus  dem  ursprünglichen  Dreieck  in  dies  Hilfsdreieck  und  dann  aus 
dem  Hilfsdreieck  in  das  neue  Dreieck, 

5.  Sind  ^1,^,^8  ^1^  "^on  den  gleichbezifferten  Ecken  auf  die  gleich- 
bezifferten Gegenseiten  des  Axendreiecks  gefällten  Höhen,  so  sind  die  Co- 
ordinaten  der  Eckpunkte 

für 


A,: 

A,    0 

0 

J,: 

0      Ä, 

0 

A' 

0     0 

K 

Sei  Q  der  Radius  des  vom  Dreieck  umschlossenen  eingeschriebenen 

Kreises ,  0  sein  Centrum ,  S  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks,  so  sind  die  Co- 

ordinaten 

*Cj      x^      x^ 
für 

0;     Q         Q         Q 

6.  Das  Dreipunktsystem.  Unter  den  homogenen  Coordinaten 
^t )  ^^f»  ^8  oinoi'  Geraden  T  versteht  man  die  Quotienten  aus  den  Ab- 
ständen derselben  von  den  Ecken  At,  A^^  A^  des  Coordinatendreiecks 
und  dem  Abstände  von  dem  willkürlich  in  der  Ebene  angenommenen  Fix- 
punkte C.  Man  giebt  t/jt  das  positive  Vorzeichen,  wenn  Ak  und  C  auf  der- 
selben Seite  von  T  liegen ;  im  Gegenfalle  das  negative.  Die  drei  Punkte 
^1  j  A%^  A^  heissen  Hauptpunkte  des  Systems. 

7.  Zum  Uebergange  aus  einem  orthogonalen  Systeme  in 
ein  homogenes  seien  die  orthogonalen  Coordinaten  der  Hauptpunkte 
gegeben,  und  zwar  ct^ßk  füi*  -^k'i  ^i^  orthogonalen  Coordinaten  der  Gera- 
den J,  d.  i.  die  ireciproken  Axenabschnitte  derselben  seien  u  und  v.    Die 

27* 


g 


«1  «I  ßl 

"' — 

«1  ot  ßt 

«8  «8  ßt 
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Coordinaten  von  C  in  Bezug  auf  ^j ,  ^i ,  J^  seien  Tj  ,  r, ,  r,.    Setzt  man  nun, 
was  unbeschadet  der  Allgemeinheit  geschieht,  das  Centrnm  C  als  Urspnin 
des  orthogonalen  Systems  voraus,  so  liefert  die  Entwickeluug  in  3): 

3)  II,  =  1  —  a,w— ftr, 

«,  =  l  — *  a,  II  —  ß^v,^ 

8.  Löst  man  diese  Gleichungen  nach  l)  auf,  so  erhält  man : 

Diese  Gleichung  liefert: 

4)  g^r^  .  11,  +  ^,r,  .  «a  +  ^.r, .  u,  =  ^. 

Diese  Gleichung  erfüllen  die  drei  homogenen  Coordi- 
naten jeder  Geraden;  das  Trinom  links  werde  durch  U  bezeichnet, 
die  Gleichung  4)  also  durch 

U  =  i 
abgekürzt. 

9.  Alle  Geraden,  welche  eine  Coordinate  gemein  haben,  für  welche 
also  z.  B.  u/c  ein  und  denselben  gegebenen  Werth  hat,  enveloppiren  einen 
Punkt  P.    Derselbe  liegt  auf  Jj^C  und  theilt  die  Strecke  y4kC\m  Verhältniss 

JkPiPC^  —  Uk. 
Wählt  man  nun  drei  Zahlen  u\^  u\y  u\,  welche  4)  erfüllen,  und  con- 
struirt  die  Gerade,  welche  Ay  C  im  Verhältniss  ( —  ti',),  A^C  im  Verhältniss 
(—  u^  theilt ,  so  sind  u\  und  u\  die  auf  Ay  und  A^  bezüglichen  Coordinaten 
der  Geraden ,  und  die  dritte  Coordinate  derselben  kann  von  u\  nicht  ver- 
schieden sein.  Hieraus  folgt:  Durch  drei  Zahlen  ti|,  ti, ,  u,,  welche  die 
Gleichung  4)  erfüllen,  ist  stets  eine  Gerade  eindeutig  bestimmt,  welche 
diese  Zahlen  zu  Coordinaten  hat.* 

10.  Die  Transformation  aus  einem  orthogonalen  System  in  ein  homo- 
genes, oder  ans  einem  homogenen  Systeme  in  ein  anderes  erfolgt  durch  ho- 
mogene lineare  Substitutionen. 

11.  Die  Coordinaten  der  Seiten  des  Axendreiecks  sind 

Wl      "2     «8 

für 

A.A.I    -^0    0 

^,  ^,:   0    -    0  ^ 


Ai  A^:   0     0 


Ä. 


^8 


*  Den  Umstand,  dass  Gleiches  von  den  Plück  er* sehen  Oeradencoordinaten 
nicht  gilt,  darf  ich  zu  Gunsten  der  von  mir  vorgeschlagenen  Coordinaten  ansiegen. 
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>^^V^^'^^^^  ^  ^«•»^^^•^'^^  ^".^  ^S^  •  ^'w 


Jede  durch  das  CeDtrum  C  gehende  Gerade  hat  zu  Coordinaten : 


Ut 


+  00  , 


»i 


+  00  ,     w,  =  +  00. 


§  2.    Oleichnng  der  Geraden  und  des  Punktes  in  homogenen  Coordinaten 

des  Punlftes  und  der  Geraden« 


1.     Oleichung   der  Geraden   in  homogenen  Puuktcoordi- 
naten. 

Die  Gleichung  einer  Geraden  T  im  orthogonalen  Systeme  sei : 

(T~)aa:  +  6y  — 1  =  0. 

Unter  Benutzung  der  früheren  Bezeichnungen  hat  man  für  die  Punkte 
von  T  die  vier  Gleichungen : 

/««*  +  V  ^t  +  «1^  +  ^ty  —  1  =  0, 
/«a*  +  6,«  a?,  +  a,a:  +  b^y  —  1=0, 

öj?  +  6y  —  1  =  0. 

Hieraus  folgt  für  a*| ,  or, ,  x^\ 


j/fl,'  +  ^2*  .  x^  a,  6,   1 


=  0, 


0  a    h    \ 

d.i.:  die  Gleichung  derGeraden  in  homogenen  Punktcoordi- 
naten  lässt  sich  in  die  Form  hringen: 

worin  Ht  >  ^  >  ^s  ^'^^  ^^®  Gerade  charak(^isirende  Constanten  sind. 

Ehensp  leicht  folgt:    Alle  Punkte,  deren  Coordinaten  der  mit  drei 
willkürlichen  Constanten  gehiideten  homogenen  linearen  Gleichung 

a,  X,  +  djÄ",  +  a^x^  =  0 
genügen,  liegen  auf  einer  durch  diese  Constanten  eindeutig  hestimmten 
Geraden. 

2.    Die  Gleichung  der  Geraden,  welche  durch  die  Punkte  P'  und  P'* 
mit  den  Coordinaten  x\  und  x\  geht ,  hat  zur  Gleichung : 


tTj    X^    X^ 

/rf     «*•'     /*.' 
X  \    X  m  X  \ 


"         »9 


// 


X    •*  X    m  X    • 


=  0. 


3.  Lehrsatz.  Jeder  Punkt  P,  deren  Coordinaten  Xk  aus 
denen  zweier  gegebenen  Punkte  P'  und  P"  mit  den  Coordi- 
naten x'k  und  x\  abgeleitet  werden  nach 

Xk  =  k'  Xk  +  i"a;"*,    A'  +  A"  =  1 , 
liegt  auf  der  Geraden  />'/>". 
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f-^  ^^^  ^^^^■^^^^^^^.^^^^ 


Beweis.  Die  so  berechoeten  drei  Werthe  o:, ,  rtt,  x^  sind  in  der 
TLat  die  Coordinaten  eines  Punktes,  denn  sie  erfüllen  die  Gleichang 

Setzt  man  sie  in  die  Gleichung  der  Geraden  P'/^'  ein,  so  erliält  man  links: 

/  #  / 

Diese  Determinante  verschwindet  identisch. 

4.  Transformirt  man  die  Coordinaten  von  P,  P ^  P*  in  ein  neaes  Sy- 
stem and  sind  hier  die  Coordinaten  ^,  $'j^,  l^'jti  so  haben  die  Tranaforma- 
tionsformeln  folgende  allgemeine  Gestalt: 

5  A  ==  -^it  a;',  +  ^t  a: ,  +  Cjt  a: , , 

Ik  =  ^*  ^1  +  ^A  A'f  +  Ck  a:,. 
Hieraas  folgt: 

Hiernach  haben  die  Coefficienten  V  und  il''  eine  vom  Coordinaten- 
system  nnabhängige ,  nur  von  der  gegenseitigen  Lage  der  drei  Pankte  ab- 
hängige Bedeutung. 

Um  dieselbe  zu  ermitteln,  nehmen  wir  ein  hierfür  möglichst  geeignetes 
Coordinatensjstem,  in  welchem  P  auf  ^i,  P'  auf  ^  liegt.  Die  Coordinaten 
der  drei  Pankte  sind  hier 


für 


^1       ^1     ^8 


P       Ä,      0     0 
P'       0     Ä,    0 
P^  k'h^  X"Ä,  0. 
Es  verhält  sich  nun 

i>"P:/>"i>':Pi>'  =  X':l:r, 
wenn  die  Strecken  A  B  mit  gleichen  Vorzeichen  behaftet  werden ,   welche 
vom  Punkte  A  zum  Punkte  B  in  gleicher  Richtung  durchlaufen  werden. 

Hiernach  ist  P  derjenige  Punkt,   welcher  die  Strecke  P'  P"  im  Ver- 
hältniss 

P'P'.PP^X'i}:' 
theilt,  wobei  ein  positives  Verhältniss  dem  innern,  ein  negatives 'dem  äas- 
sern  Theilpunkte  zugehört. 

Hieraas  folgt:    Die  Coordinaten   eines  jeden  Punktes   der  Geraden 
/>'  P"  können  unter  der  Form 


1 '   '     11''" 


dargestellt  werden. 


5.    Das  Punktenpaar  PP"  ist  dem  Paare  P' P"  bar  monisch 
c  onjugirt,  sobald 
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und 

A  : A   =  —  ^  :  ^  , 

6.  Lehrsatz.  Die  Coordinaten  jedes  Punktes  der  Ebene 
können  unter  der  Form 

a?t  =  i«t  +  Xa:;t  +  A    ar   jt,     A+i   +A    =1 
dargestellt  werden,  wenna;^*  ^'\y  ^"\  die  Coordinaten  dreier 
nicht  in  derselben  Geraden  gelegenen  Punkte  sind. 

Beweis,  Mau  verbinde  JP^''  mit  P  und  schneide  durch  P" P\  Der 
Schnittpunkt  H  habe  die  Coordinaten  \k*  M<^i^  kann  nun  die  vier  Coeffi- 
cienten 

k   ,  fi,  A  ,  A 
immer  so  wählen,  dass  zugleich 

a)  ii:r  =  P'''P:Pn,     /'+r'  =  l, 

b)  H'iX'^^PnillP",     r  +  A'  =  ,i". 
Alsdann  ist  nach  den  vorigen  Nummern : 

1"  l' 

&  =  — flp   *  +  — ^ik, 

woraus  folgt: 

Xk^X   X  k^r^  X  k  +  XXk, 
wie  zu  beweisen  war. 

Die  Bestimmung  der  h  ist  eindeutig,  es  wird  also  unter  dieser  Form 
jeder  Punkt,  und  zwar  nur  auf  eine  Weise  dargestellt. 

7.  Die  Coordinaten  der  Spuren  der  Geraden 

auf  den  drei  Coordinatenazen  ergeben  sich  ans  den  Gleichungspaareu : 

für  die  Spur  auf  ^i*.  a,a?, -|- a,a:,  =  0, 

gtXt  +  QzX^^d'y 
für  die  Spur  auf  g^'  ög ^s  +  <*! ^i  =  0 , 

gt'^i+g\Xx=J\ 
für  die  Spur  auf  ^,:  a,  a:,  +  aj^rt  =  0 , 

g\Xx+g2X^==J. 
Die  Coordinaten  des  Durchschnitts  der  zwei  Geraden 

Aj  Xx  +  öfÄ:,  +  «8^1  =  ö » 
a\  Xx  +  <^\x%  +  a\x^  =  0 
sind  die  Lösungen  des  Systems 

öjÄi  +ö,a:, +  a,a:,  =  0, 
^1  •''^1  +  ö't  ^t  +  ö'g  a;,  =  0 , 
fl'i  a?!  +  P'ai^^f  +  g%^h  =  -^• 

8.  Lehrsatz.  Bei  dieser  homogenen  Coordinatenbestim- 
mung  giebt  es  eine  und  nur  eine  homogene  lineare  Function, 
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deren  zugehörige  Variabelnsysteme  sämmtlich  unendlich 
grosse  Wertbe  erhalten.  Man  hat  also  für  Kechnnngen  mit 
homogenen  Dreieckscoordinaten  anzunehmen,  dass  es  eine 
und  nur  eine  Gerade  giebt,  deren  Punkte  sämmtlich  unend- 
lich fern  sind. 

Beweis.    Sei,  um  dies  zu  beweisen, 

2^=  a,  a?!  +  flTj.r,  +  a,a:,  =  0 
die  Gleichung  einer  beliebigen  Geraden, 

die  Gleichung  einer  Geraden  mit  lauter  unendlich  fernen  Punkten^  so  muss 

das  System 

öl  Xi  +  a,.r,  +  a^x^  =0, 

if  I  X^  -p  J9f  X^  "T  A^  ÄTj  =  0  , 

9tXi+g^x^  +  g^x^  =  J 
für  beliebige  Werthe  von  a^y  a^y  a^  unendlich  grosse  Lösungen  geben. 
Die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung  hierfür  ist 

wie  zu  beweisen  war. 

Die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Geraden  ist  demnach 

T^  —  giXi+  g^Xt  +  ^,0^8  =  0. 

9.  Lehrsatz.  Sind  T'  und  T"  die  linken  Seiten  der  wie  gewöhnlich 
auf  Null  reducirten  Gleichungen  zweier  Geraden,  so  wird  die  linke  Seite 
einer  beliebig  durch  den  Schnittpunkt  T' T"  gelegten  Geraden  dargestellt 
durch 

worin  fi  und  (i"  zwei  Constante  bedeuten,  deren  Verhältniss  die  Gwade  T 
eindeutig  charakterisirt. 

Beweis.    Sollen  die  Geraden 

einen  gemeinsamen  Punkt  enthalten,   so  muss  die  Determinante  des  Sy- 
stems dieser  drei  Gleichungen  verschwinden : 

=  0. 

Hierfür  ist  die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung: 

ff     I     ##  /f 

wie  zu  beweisen  war. 

10.  Lehrsatss.  Sind  7^=0,  r"=0,  r"'=0  die  Gleichungen  dreier 
Geraden,  die  nicht  durch  einen  Punkt  gehen,  so  lässt  sich  die  linke  Seite 
der  Gleichung  einer  jeden  Geraden  aus  den  linken  Seiten  der  Gleichungen 
der  gegebenen  Geraden  ableiten  durch 

wobei  T  durch  das  Verhältniss  ^':  fi':  ^"  eindieutig  bestimmt  ist. 


»1 

^ 

«8 

«1 

a\ 

/ 
«8 

«  1 

ff 

fl    8 
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-^*^-^S^^N^^^^  - 


'■^  ^    ^*^  .^•n^^  ^  a^^.^^V 


r 
«• 

fl  t 

ö  t 

«8 

«  1 

0     t 

Soll  diese  Dartellung  möglich  sein,  so  müssen  sich  die  fi  so  bestimmen 
lassen,  dass 

Dies  ist  eindeutig  und  für  endliche  Werthe  von  fi\  \k\  \k"  möglich ,  sobald 


=  0, 


d.  i.  sobald  die  gegebenen  Geraden  nicht  dnrch  einen  Punkt  gehen. 

11.  Soll  die  Gerade  r=:  0  mit  r'=  0  parallel  gehen,  so  ist  ausreichend 
und  noth wendig,  dasü  J  durch  den  Schnittpunkt  T'  T^  geht;  es  muss  sich 
also  Junter  der  Form  darstellen  lassen: 

Soll  T  überdies  einen  gegebenen  Punkt  Xk  enthalten,  so  müssen  \k^  fi^ 
so  bestimmt  werden ,  dass 

f*'  (ö'i  «'i  +  fl't  «'t  +  «I  «'•)  +  f*"  (^1  «'i  +  ?«  «'t  +  ^8  ^'0  =  0 , 
d.  i.: 

wenn  T^^  abkürzend  für  a\x\-\-a\x\'\'a\x\  gesetzt  wird.    Also  ist  die 
Gleichung  der  Parallelen  zu  T'  durch  P'  \ 

12.  Gleichung  des  Punktes  in  homogenen  Geradencoor- 
dinaten. 

Die  Gleichung  des  Punktes  in  gewöhnlichen  Geradencoordinaten  sei 

aw+/3f;— 1  =  0. 
Man  füge  hierzu  die  Transformationsförmeln 

t/,  +  er,  u  +  /?!  p  —  1  =  0 , 
Wi  +  «t«  +  ft»  — 1  =  0, 

Das  Zusammenbestehen  dieser  vier  Gleichungen  bedingt  das  Verschwin- 
den der  Determinante 

u, «,  ßt  1 
M,  a,  /5,  l 

«8  «8  1^8  1 

0  a  /?  1 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  des  Punktes  in  homogenen  Coordinaten 
kann  demnach  als  homogene  lineare  Function  der  Coordinaten  dargestellt 
werden.    Sie  werde  künftig  in  der  Form  benutzt: 

(P=)a,M, +  aiWt  +  «8W,  =  0, 
worin  a,,  a^^  a,  drei  Constanten  sind,    welche  den  Punkt  eindeutig  be- 
stimmen. 


=  0. 


13.   Die  Gleichung  des  gemeinsamen  Punktes  der  beiden  Geraden  T^ 
und  T'^  mit  den  Coordinaten  u\  und  u'k  ist: 
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M,  M,  M, 

/  /  / 

M,  M,  M, 

/»  //  // 

tt    1  W    2  M    8 


=  0. 


t4.  Lehrsatz:  Jede  Gerade  J,  deren  Coordinaten  ans 
denen  zweier  gegebener  Geraden  T\  T"  durch  die  Formeln 
abgeleitet  werden  können: 

«;t  =  ;i'tt';fe  +  rtt't;     Ar  =1,2,3;     A'+r  =  l, 
geht    durch    den  Punkt  T'  T"   (so   werde   immer   der  Schnitt- 
punkt von  T'  und  T'^  bezeichnet). 

Beweis.    Die  so  berechneten  »i,  i/|,  u^  erfüllen  die  Gleichung 

sind  also  in  der  That  drei  Coordinaten  einer  Geraden.     Sie  erfüllen  die 
Gleichung  des  Punktes  T'  T^  (13). 


15.    Da  die  Transformation  aus  einem  homogenen  Systeme  in  ein  an- 
deres durch  homogene  lineare  Substitutionen  erfolgt,  so  ist,  wenn  TT'  T 
(aus  Nr.  14)  in  einem  beliebigen  System  die  Coordinaten  Uj^,  u'jb»  u''^  haben: 


w*  =  A  U^  +  A  U  k* 


Die  Coefficienten  X^k'  haben  mithid  eine  vom  System  unabhängige ,   von 
der  gegenseitigen  Lage  der  drei  Geraden  allein  abhängige  Bedeutung. 

Um  dieselbe  zu  erkennen,  bezeichnen  wir  die  dem  Fixpunkte  zu- 
gewandten Seiten  der  Geraden  als  positive  Seiten  und  wählen  ein  Axen- 
dreieck,  in  welchem  A^  auf  dem  Schnittpunkte  T*  T"  und  A^  auf  T'\  Af  auf 
T'  willktirlich,  doch  so  liegen ,  dass  sich  C  im  Innern  des  Dreiecks  befindet 

Die  Coordinaten  von  T'  und  T"  sind  demnach: 

«1     «2     w, 

für 


für 


T':    *! 

r 

0-0, 

r":  0 

4    0, 
r 

ten  für  T: 

r 

Um  e=  A    »     ff  ' 

r 

Bezeichnet  allgemein  A^B  einen  spitzen  oder  stumpfen ,  von  zwei  Ge- 
reden A^  B  gebildeten  Winkel,  so  gilt  zunächst  ohne  Rücksicht  auf  Vor- 
zeichen : 

ru,  =ig^sin  TT'\ 

ru2=^gi  sin  TT\ 
wenn  r  den  Abstand  des  Fixpunktes  von  T  bezeichnet.    Hiernach  ist: 

«mrr':smrr"  =  -^:4;. 


r       r 
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Bezeichnet  man  den  von  den  positiven  Rändern  von  T*  T"  begrenzten 
Winkel  als  inneren,  sein  Supplement  als  äusseren  Winkel  der  beiden  Qe- 
raden,  so  findet  man  rticksichtlich  der  Vorzeichen  die  Regel: 

Ist  das  Theilverhältniss  }1  \)!'  positiv  oder  negativ,  so  theilt  T  den  ans- 
seren  oder  beziehentlich  äusseren  Winkel  T'^T\  und  umgekehrt. 

16.  Werden  die  Coordinaten  des  Paares  TT'"  aus  denen  von  jT'' 
abgeleitet  durch 

WA=A  M*+iM*,      A+i=l, 
«fc=f*Wi+f*«*i       fi+^=l, 

und  ist 

A  :  k  =  —  f*  :  ft  « 
so  bilden  die  vier  Geraden  ein  harmonisches  Bündel,  und  zwar  ist  das  Paar 
PP"  dem  Paare  P P'  harmonisch  conjugirt. 

17.  Lehrsatz.  Die  Coordinaten  jeder  Geraden  T  lassen 
sich  aus  den  Coordinaten  dreier  Geraden  T\  T'\  T"\  die  nicht 
denselben  Punkt  enthalten,  nach  den  Formeln  ableiten; 

Beweis.    Zur  Bestimmung  der  il  bat  man  die  Gleichungen: 

Art      \     \9*     fr      \     -ifrf    '*/ 
W,  +  X    U  ,  +  ^     M     ,, 

Diese  liefern  endliche  und  eindeutige  Werthe  für  die  il,  da  ja  nach  der 
Voraussetzung  die  Determinante  dieses  Systems  nicht  verschwindet. 

.  18,  Die  Gleichung  des  auf  der  Geraden  T'  gelegenen  unendlich  fernen 

Punktes  sei 

a',  II,  +  a  j  w,  +  a,  w,  =  0. 
Dann  muss 

Ist  e  der  Abstand  irgend  einer  zu  t  parallelen  Geraden  T  von  T\  so 
hat  T  die  Coordinaten 


/  / 


r  +  ^ 
Setzt  man  dies  in  die  Gleichung  des  unendlich  fernen  Punktes  ein,  so 
erhält  man  nach  einfacher  Keduction : 

'■'  («1  w'f  +  a'iw't  +  «8 «'s)  +  («I  +  a't  +  a  a)  ^  =  Ö. 
Hieraus  folgt  als  Bedingung  dafür,  dass 

cf,w,  +cr,t/,  +  cfj  1/8  =  0 
die  Gleichung  eines  unendlich  fernen  Punktes  ist: 

«I  +  «t  +  «8  =  0. 

19.  Lehrsatz:  Sind  VP'  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  zweier 
Punkte,  so  kann  die  linke  Seite  der  Gleichung  jedes  Punktes  P  der  Geraden 
P' P'  auf  die  Form  gebracht  werden: 
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■  ^  ^  ' ."- 


'   rk'     I         "  rJf 


die  Gleichung  von  P  also  anf  die  Form 

(/>=)^'/>'  +  ft"P"  =  0. 

20.   Lehrsatz:    Sind  P',  P'\  P"'  die  linken  Seiten  der  Gleichnngen 

dreier,  nicht  in  derselben  Geraden  gelegenen  Punkte,   so  kann  die  linke 

Seite   der  Gleichung   eines   beliebigen  Punktes  P  auf  die  Form  gebracht 

werden : 

P=f*'F  +  /'F'  +  ^'"P"', 

die  Gleichung  von  P  also  auf  die  Form 

(P  =)  ,i'i>'  +  ^"P"  +  i*'"  P'"  =  0. 

Durch  die  fi  ist  in  beiden  Fällen  der  Punkt  eindeutig  bestimmt. 

§  3.    Vermischte  Aufgaben  über  Punkt  und  Gerade. 

1.  Für  die  nachfolgenden  Rechnungen  ist  es  zum  Theil  vortheilhaft, 
sich  der  Plücker^schen  Geradencoordinaten  zu  bedienen. 

Unter  den  Plücker^schcn  Goordinaten  einer  geraden  ver- 
steht man  die  Abstände  Um  u,,  Ug  der  variabeln  Geraden  von  den  drei 
Ecken  des  Azendreiecks.  Dabei  wollen  wir  die  Vorzeichen  ebenso  bestim- 
men,  wie  bei  den  hier  verwendeten  homogenen  Geradencoordinaten.  Die 
Plücker^schen  Coordinaten  werden  unter  Benutzung  der  bisherigen  Be- 
zeichnungen aus  orthogonalen  Goordinaten  durch  die  Formeln  abgeleitet: 

1  —  a,  M  —  /?,  y 


U,  = 


j/t^v' 


1  — a,tt  — ftp 
u,  = .  ^— , 

Man  gewinnt  die  reciproken  Transformationsformeln,  indem  man  rech* 
ter  Hand  die  Trinomien  Glied  für  Glied  durch  den  gemeinsamen  Nenner 

j/u*  -\-  0*  theilt ,  die  Gleichungen  nach  ^ 

luv 


j/u^  +  v"'     yu*  +  v*'     yu^  +  v* 
auflöst  und  die  letzten  beiden  Lösungen  durch  die  erste  dividirt;   dann 
erscheinen    ii ,    v    als    Quotienten    homogener    linearer   Functionen    der 
PI  tick  er 'sehen  Coordinaten. 

Um  aus  einem  PI ücker* sehen  System  in  ein  anderes  zu  transformi- 
ren,  beziehe  man  beide  auf  dasselbe  orthogonale  System  und  setze  die  Lö- 
sungen für 

u  V 

aus  beiden  homogenen  Systemen  berechnet,  einander  gleich. 
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Man  erhält  dann  für  den  Uebergang  aus  einem  Plttck  er 'sehen  Sy- 
stem ins  andere  homogene  lineare  Suhstitationen. 
Ans  der  Abhängigkeit  der  Lösungen  für 

luv 

j/u^  +  »«  '    j/ü^  +  ^  '     /«'  +  V* 
erhält  man  für  die  drei  PI ücker' sehen  Goordinaten   einer  Geraden  die 
Gleichung : 

g*  «1*  +  Qt^  ^t  +  9^ U,*  —  2g,g^  cos  y,  u,  u,  —  2  Qt g^  cos y,  u» Ua 

—  2p,fir,  co5ytU,Ui=z/» 

2.  Bestimmung  des  Abstandes  eines  Punktes  P'  von 
einer  Geraden  T\  deren  Gleichung  in  Punktcoordinaten  ge- 
geben ist. 

Sei 

J ^  fl,  Xj  +  Oj  a^,  -f-  a^Xf  =  0 

die  Gleichung  der  gegebenen  Geraden.     Setzt  man  in  T  die  Goordinaten 

eines  nicht  auf  der  Geraden  T  gelegenen  Punktes  P'  ein ,  so  erhält  T  einen 

von  Null  verschiedenen  Werth.  Transformirt  man  die  Gleichung  J=0  und 

die  Goordinaten  von  P  in  ein  anderes  Dreiecksjstem ,  so  geht 

r=OinT  =  0,     T(xj,)mT{^'j,) 

über.    Da  nun  T{^\)  aus  T(x'k)  nur  dadurch  entstanden  ist,  dass  man  für 

Xk  gleich  grosse  Werthe,  durch  |jt  und  die  neuen  Gonstanten  ausgedrückt^ 

eingesetzt  hat,  so  hat  sich  der  Zahlenwerth  von  T{xjc)  beim  Uebergang  in 

die  neue  Form  T(J'jfc)  nicht  geändert. 

Der  Werth ,  welchen  das  Polynom  der  Gleichung  einer  Geraden  erhält, 
wenn  man  die  Goordinaten  eines  beliebigen  Punktes  hineinsetzt,  ändert 
sich  demnach  beim  Uebergang  in  ein  neues  System  nicht. 

Denken  wir  uns  nun  die  Transformation  in  ein  neues  System  aus- 
geführt, welches  die  Axen  Xi  und  x^  des  alten  Systems,  statt  der  Axe  x^ 
dagegen  die  Gerade  T  enthält,  so  ist  die  Gleichung  derselben  im  neuen 
System: 

Also  gilt  für  jeden  Punkt  P\  wenn  £,  der  Abstand  desselben  von  T  ist: 

Wenden  wir  diese  Formel  auf  die  drei  Eckpunkte  des  Goordinaten- 
dreiecks  an,  bezeichnen  mit  Uk  die  Plücker'schen  Goordinaten  von  T 
und  beachten,  dass  für  alle  Punkte  auf  derselben  Seite  von  T  das  Polynom 
T  ein  und  dasselbe  Vorzeichen  erhält,  so  erhalten  wir 

Setzt  man  diese  Goordinaten  in  die  Endgleichung  von  1}  ein,  so  er- 
hält man : 

>4'  =  a,*4-  ^2*  +  ÖS*—"  «löf^öÄy,  —  2(72^8  co^yi  -^ia^a^  cosy^. 
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•  Da  nach  unseren  VoranssetzungeD  der  Abstand  vom  Fixpunkte  immer 
positiv  zu  nehmen  ist,  so  hat  man  ftir  A  die  positive  oder  negative  Wnrsel 
zu  nehmen,  je  nachdem 

denn  dann  wird  in  der  That  stets 

(ff,  r,  +  ff,r8  +  a^r;)  :  ^  >  0. 
Erweitert  man   die  Gleichung   einer  Geraden  mit    +  1 ,  je  nachdem 

fljr,  +  ffjTj +  c,r,  ^0,   und  hierauf  mit  der  positiven  Wurzel  aus  ^,    so 
entsteht  eine  neue  Gleichung,  wieder  von  der  Form 

in  welcher  jedoch  ^=1  ist.    Die  so  reducirte  Form  der  Gleichung  einer 
Geraden  heisse  die  Normalform  der  Gleichung  der  Geraden. 

Ist  flio:, +  aj.T,  +  ajj?j  =  0  die  Gleichung  einer  Geraden  in  der  Nor- 
malform, so  sind  die  Plück er* sehen  Coordinaten  derselben: 

Der  Abstand  r  des  Fixpunktes  von  dieser  Geraden  ist: 

r  =  /»,rj  +  a,r,  +  fl,r,. 
Die  homogenen  Coordinaten  dieser  Geraden  sind  also: 

Der  Abstand  e  eines  beliebigen  Punktes  von  dieser  Geraden  ist: 

e  =  fl,  arj  +  a^x^  -f-  0,0:,. 

3.  Zur  Transformation  aus  einem  homogenön  Punkt- 
coordinatensystem  ins  andere  seien  die  Gleichungen  der  neuen  Axen 
in  Bezug  aufs  alte  System  und  zwar  in  der  Normalform  gegeben;  der  Fix- 
punkt werde  im  Innern  des  neuen  Dreiecks  angenommen.  Es  seien  diesel- 
ben für  die  neue 

X, -Axe:     a',a?, +a',X2  +  a',.r8  =  0, 
^2  •  Axe :    d\  cc,  +  o"«  ^2  +  <^\ «^3  =  0 , 
JTj -  Axe :  d'\  ar,  +  d'\x^  +  a\ x^  =  0. 
Dann  sind  die  Transformationsformeln  die  Lösungen  des  Systems 

X^  =  «',  a:,  +  ö',x,  +  «',  ar, , 
X,  =  fl  xX^-^a  ia:,  +  a  ,0:3, 

-^8  =  0     iX,  -|-a     1^8  + <X     8^8* 

4.  Bestimmung  des  Abstandes  einer  Geraden  T'  von 
einem  Punkte  jP,  dessen  Gleichung  in  Geradencoordinaten 
gegeben  ist. 

Setzt  man  die  Coordinaten  ti'jt  einer  Geraden  in  die  Gleichung  eines 
Punktes  ein,  so  erhält  dieselbe  im  Allgemeinen  einen  von  Null  verschiede- 
nen Werth.  Transformirt  man  zu  einem  neuen  Dreipunktsystem,  so  bleibt 
dieser  Werth  ungeändort,  da  ja  für  die  Coordinaten  dabei  ihnen  gleiche 
Werthe  eingesetzt  werden.    Wählt  man  nun  ein  solches  neues  System,  in 
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welchem  P  selbst  Coordinatenpunkt  ist,  so   ist  die  Gleichung  von  P  im 
neuen  System: 

wenn  mit  ü  die  auf  P  bezogenen  Coordinaten  verstanden  werden.    Es  ist 
mithin 

AU'  =ia^  u\  +  ^t  w'i  +  «a  «',• 

Wendet  man  diese  Formeln  auf  die  Seiten  des  Coordinatendreiecks  an 
und  bezeichnet  mit  x^ ,  .r, ,  x^  die  Coordinaten  von  P^  so  erhält  man : 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung 

ein ,  so  erhält  man 

-^  =  ^1  +  «t  +  <*»• 
Also  ist 

U'  =  — - — — -  (a, u\  +  a, u\  +  a^u\). 

«1  +  »2  +  «8 

Hiernach  erscheint  es  zweckmässig,  die  Gleichung  eines  Punktes  so 
zu  kürzen ,  dass  in  der  gekürzten  Form 

«, +  of,  +  a,  =  l; 
diese  Form  möge  als  die  Normalform  der  Gleichung  eines  Punktes 
bezeichnet  werden. 

Die  Normalform  der  in  beliebig  erweiterter  Form  gegebenen  Gleichung 
des  Punktes 

P  ^  a,  t/|  +  a,  Wi  +  a,Mg  =  0 
lautet  demnach 


«!  +  «!  +  «8  «I  +  «2  +  «8  «1  +  «t  +  «8 

Ist 

die  Gleichung  eines  Punktes  in  der  Normalform ,  so  hat  die  Linie  T\  deren 
Coordinaten  u\^  u\^  u\  sind,  den  Abstand  von  P\ 

e  =  rü'  =  r{ai  u\  +  a,w',  +  «a  w  ,). 

5.  Zur  Transformation  aus  einem  Dreipunktsystem  in  ein  anderes 
seien  die  Gleichungen  der  neuen  Coordinatenpunkte  in  Bezug  auf  das  alte 
System  in  der  Normalform  gegeben,  und  zwar 

für  den  Punkt  l/, :     a\  w,  +  «'2  ^t  +  « 8  w,  =  0 , 
„       „       „        ü^i  a\ M,  +  a", w,  +  a\ w,  =  0 , 

Alsdann  sind  die  Transforraationsformeln  für  Uk  die  Lösungen  des  Sy- 
stems 
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17,  =  a'i  Wf  +  «tWt  +  «8««, 
^1  =  «  i«i+a  2W,  +  a  ,«8, 

^8  =  «     !«!+«     »Wt  +  «     8«li 

wobei  Vjc  die  Coordinaten  im  neuen  System  bezeichoen. 

6.  Ein  Punkt  P  mit  den  Coordinaten  Xk  habe  die  Normalgleichung 

(/>==)  a, Ml +  a,«j  +  a.  1/8  =  0, 
60  ist 

Xk=^€ikhk^     a)fc  =  — ; 

also  ist  die  Gleichung  von  P  in  der  Normalform : 

Ä,  Ä,  Äa 

Eine  Gerade  7  mit  den  Coordinaten  ujt  habe  die  Gleichung  in  Normal« 

form: 

a,a?, +a,a:,  +  fl,a:,  =  0, 

80  ist 

also  ist  die  Gleichung  der  Geraden  jTId  der  Normalform: 

Äj  Äf  Ä, 

7.  Bestimmung  der  Entfernung  zweier  Punkte  P  und  P\ 
Zieht  man  durch  P  und  P' Gerade  in  den  Eichtungen  beziehentlich  AiA^ 

und  AiAm  60  erhält  man  mit  der  Geraden  PP'=^6  zusammen  ein  Dreieck, 
in  welchem  6  dem  Winkel  yk  oder  dem  Winkel  ISCP—yk  gegenüberliegt ,  je 
nachdem  die  Differenzen 

di = Xi  =s  x'i  und  Ä/  =  iP/  —  ic  / 
verschiedene  oder  gleiche  Vorzeichen  haben.    Die   beidBn  übrigen  Sei« 
ten  sind : 

Xi  —  X  i         Xi'-^  X  i 

sinyk    '       sinyu 
Hiernach  gilt  allgemein : 

a*  =  ^4-  (^^  +  ö*/+2d,d/Co*yO- 
strryic  ' 

Um  einen  symmetrischen  Ausdruck  zu  erhalteU)  bilde  many^jt^',  wende 
diese  Formel  für  alle  Cyclen  der  Indices  1,2,3  an  und  addire;  man  be- 
nutze 

alsdann  erhält  man 
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8.    Beatimmang  des  Winkels   zwischen   zwei   Geraden  T 
und  T"  ans  den  Coordinaten  derselben. 

Aus  den  Formeln  für  Transformation  ans  homogenen  in  orthogonale 
Coordinaten  folgt: 


w,  1  ft 

1  a,  ß, 

ru  =  r 

M,lft 

• 

■ 

1  «t, /J, 

"3  1/^3 

1«»^» 

«1   1  «1 

l  «t  Pi 

rv  —  —  r 

«,  1  a. 

• 
• 

1  «,  ft 

«8l«3 

1  ««/*s 

Ferner  bilde  man  analoge  Formeln  dnrch  Vertanschang  von  u^v^r^ 

Wi>  Wf»  ''j  gögen  m',  t>',  r',  «Vi  w'j»  w'j.     Der  gemeinsame  Divisor  aller  vier 

Werthe  ist   bekanntlich  gleich  der  doppelten  Dreiecksfläche.    Entwickelt 

man  die  vier  Zähler  als  Functionen  der  u^  und  bildet 

cos  TT'  =  rr  {uu  +»»'), 
so  erhält  man 

rr 
cos  TT'^^  (tt,  u\ g^  +  u^u^g^  +  u^u^i^^ 

+  [«t  w't  +  Wf  w'i]  ö'i ö't  co*y3  +  [w,«  g  +  «jm',]  öTgöT,  cosy^ 

+  [«3  «*'i  +  «1  «'3]  p'i  ^8  <^<>*  yO- 

Dabei  ist  für  7^7'  derjenige  Winkel  zu  nehmen,  den  die  dem  Fix- 
punkte zugewandten  Ränder  von  T  und  T'  begrenzen. 

9.  Berechnung  der  Dreiecksfläche  ans  den  Coordinaten 
der  Ecken. 

Das  Dreieck  habe  die  Ecken  ^,  S\  If"  \  dieselben  haben  die  homo- 
genen Coordinaten  x\^  x\^  ^"jbi  und  bezogen  auf  ein  orthogonales  Hilfs- 
System,  dessen  Ursprung  im  Innern  des  Axendreiecks  liegt,  ic'y',  x'  y\  x"y'\ 

Die  Determinante 


M«     I  *^    •  **' 


»/ 


tr 


8 


X      4      X     m      OT- 


t9t  ftt 


»*>      m  OC 


tft 


=  Ä 


"     1  *     t**-     8 

zerfällt  in  das  Product  zweier  Determinanten;  es  ergiebt  sich 


Ä  = 


1  fll  6, 

1  a^h^ 

• 

1  «8^8 

•         '        ' 

1  X    y 
1  X    y 


rtr       rrr 


/(^T+VTWTVMV + ^•) 


1  X    y 
Das  Product  des  ersten  und  letzten  Factors  ist 

KKK 

wenn  /S  h^h^h^  die  doppelte  Fläche  und  die  Höhen  des  Axendreiecks  be- 
deuten. Ferner  ist  der  mittle  Factor  das  Doppelte  der  gesuchten  Dreiecks- 
fläche.   Hieraus  folgt  die  gesuchte  Fläche  zu: 
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^i^t^s  = 


2h^h^h^* 


1 


// 


*l>    I    SP   •    «c 


// 


X 


fff 


ttt 


s 


I  ^     t  ^    8 


üeber  die  Bedentnng  des  Vorzeichens  der  Dreiecksdeterminante 


DD{ByB^B,)  = 


X 


1 


X 


X 


X   X    X 

X_    i  X     %  X 


%   X  i 
\X    ^ 


wird  wie  folgt  entschieden: 

Zwei  Dreiecke  BiBj^Bi  und  BrB^Bt  heissen  gleichen  oder 
entgegengesetzten  Sinnes,  je  nachdem  die  Bewegung  von 
Bk  nach  Bt^  beziehentlich  von  B,  nach  Bt^  von  Bt^  beziehent- 
lich Bf  aus  gesehen  anter  gleicher  oder  unter  entgegenge- 
setzten Richtungen  erscheint. 

Lehrsatz:     Zwei  Dreiecke  BiB^Bi   und   Br  B,  Bt  sind  glei* 

eben  oder   entgegengesetzten    Sinnes,    je  nachdem  ihre  De* 

terminanten 

DD{BiBkBi)  und  DD(BrB.Bt) 

gleichen  oder  entgegengesetzten  Zeichens  sind. 

Beweis:   Permutirt  man  zunächst  die  Ecken  ein  und  desselben  Drei- 

ecks,  so   dass  aus   der  Ordnung  B^B^B^  die  Ordnung  BiBkBi  entsteht, 

so  ist 

DB  (BiBuBi)^±  DD{B,  B.B^), 

je  nachdem  ikl  eine  gerade  oder  ungerade  Permutation  von  123  ist  Nun 
sind  aber  alle  geraden  Perroutationen  von  123  zugleich  cjklisch;  in  diesen 
Falle  erscheint  in  der  That  die  Bewegung  von  Bk  nach  ^/,  von  Bi  aas  ge- 
sehen, in  derselben  Richtung,  wie  die  Bewegung  BfB^  von  Bi  aus  gesehen. 
Jede  ungerade  Permutation  der  drei  Elemente  kann  aus  einer  cyklischen 
durch  Vertauschung  der  letzten  beiden  Elemente  abgeleitet  werden;  ist  t^^ 
cyklisch,  so  ist  ilk  ungerade,  und  es  ist  alsdann 

DD{BiBiBj,)^^DD{B,B^B^). 
Die  Bewegungen  B{  B^  und  Bi^Bi  erscheinen  von  jedem  Punkte  aus  unter 
verschiedenen  Richtungen. 

Ersetzt  man  in  dem  Dreiecke  B^B^B^  und  in  der  zugehörigen  Deter- 
minante einen  Punkt  Bi  durch  irgend  einen  andern  Punkt  Bj  der  Ebene, 
so  wird  das  neue  Dreieck  mit  dem  ursprünglichen  gleichen  oder  ent- 
gegengesetzten Sinnes  sein,  je  nachdem  ^^  und  ßj  auf  derselben  odersnf 
entgegengesetzten  Seiten  der  durch  die  beiden  anderen  Ecken  gehenden  Ge- 
raden liegen.   Da  nun  aber  die  linke  Seite  der  Gleichung  der  Geraden  P'P"' 


•^1  ^t  »^8 
t           r  r 

Xf  X^  X 

a;  ,  X  i  X  ^ 


s 


=  0 


Werthe  gleichen  oder  entgegengesetzten  Zeichens  erhftlt,  je  nachdem  m^i^ 
ffir  die  laufenden  Coordinaten  x^  die  Coordinaten  x"tc  von  aaf  derselben 


Ä*^^fc»^/^*^^^^'^/W'c*^*^/^/v.Al^^/^'^i»^^v'^«^^* 
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oder  entgegengesetzten  Seiten  der  Geraden  P'P'  gelegten  Punkten  setzt, 
80  sind  demnach  die  Bedingungen  identisch,  unter  welchen  durch  die  Snb- 
fltitution  Bj  für  Bi  das  Dreieck  seinen  Sinn  und  die  zugehörige  Determi- 
nante ihr  Zeichen  wechselt,  q.  e.  d. 

Die  Determinante  des  Axendreiecks 

ist  positiv«    Die  Formel 

liefert  demnach  einen  positiven  oder  negativen  Werth,  je  nachdem  das 
Dreieck  B^  B^  B^  mit  dem  Axendreieck  A^  At  A^  desselben  Sinnes  ist 
oder  nicht. 

Berechnung  der  Dreiecksfläche  aus  den  Normalgleich- 
ungen der  Ecken. 

Sind  die  Gleichungen  der  Ecken  in  der  Normalfbrm  für  B^^^ : 

ai<*)tt, +  «,(*)«, +  a3{*>t/3  =  0, 
so  ist  bekanntlich 

Setzt  man  diese  Werthe  nach  R^  so  lässt  sich  ^i^t^s  ^^^  Factor  abson- 
dern. Hiernach  ergiebt  sich  die  Dreiecksfläche  aus  den  Gleichungen  der 
Ecken  zu 


5,^,^8=5  — 


Die  Höhen  und  die  Winkel  des  Dreiecks  lassen  sich  aus  Fläche  und 
Seiten  berechnen. 

10.     Berechnung    der    Höhen    eines    Dreiecks    aus    den 
Gleichungen  und  den  Coordinaten  der  Seiten. 

Das  Dreieck  I^B^'ff"    habe    die  Seiten  G'  G!'  C"   und  die  Höhen 
H' H" H"\   Die  Gleichungen  der  Seiten  in  Normalform  seien 

Bezeichnet  klm  einen  Cyklns  von  123,  so  hat  man: 

0  =  </,"»  a;,*  +  aj*"  a?t*  +  öl™  ^8*  • 


«1   «t 

«8 

a  1   «  2 

o     1«    t 

»ff 

«  s 

Hieraus  folgt: 

^    9\    9t    ^8 

Hk  a,*  «2*  flß* 

• 

0    «/  fl,'  flj' 

0  II,"»  «,"•  a^ 

Setzt  man : 

=  0. 


28* 
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R  = 


so  folgt: 


fli    a,    fl» 

^t     d't     ^S 

#'      ff       ff 

> 

/?A  = 

«/     «,'      /7s 

ftt     /*/      ///• 
«    1  ö    t  «    s 

"1      "1      "3 

^*= 


AT" 


Sind  w/*),  t/,(*),  t/g^*^i  die  Coordinaten  von  Gjt,  und  ist 

1  1 


Ä'  = 


u 


^3**8 


//      //  /#       ##  ff       n 

fff       nt        fit      »f*        tf/      'tf 


Ä'i= 


m  4#  m 


m«/  m 


80  erhält  man  mit  Hilfe  der  oben  entwickelten  Formel  durch 

^t        t 


1 


11.  Berechnung  der  Fläche  eines  Dreiecks  ans  den 
Gleichungen  und  den  Coordinaten  der  Seiten. 

Unter  Benutzung  der  soeben  gebrauchten  Bezeichnungen  bilde  man 
das  Pro  du  et: 


«'. 

«'t    fl's 

X  ^     X^ 

«'. 

fl  1 

«208 

« 

ff         ff 

f/f 

a   1 

»tf       fft 
ö    t  «    3 

X    \  *^    % 

iff 
«    8 

=  R .  ß|  ^1 « j  • 


2Ä,  Ä,  A, 


Stellt  man  das  Product  als  Determinante  dar  nnd  berücksichtigt,  diM 


«,•■«,*  +«t'«t*  +  W    {  :=  ö"  '   ^®  °**^^'*«™  »  >  t» 


so  erhält  man : 


H^.H^,H^  =  R , B^B^B^  . ^- 


Setzt  man  für  die  Höhen  die  oben  berechneten  Wertbe  ein,  so  erh&It 

• 

man  die  gesuchte  Dreiecksfiäche  zu 


^•^2^3--2Ä,Ä,Ä„  '  R,B^R 


8 


aus  den  Gleichungen  der  Seiten,  und  zu 


^.Ä'» 


2,r\r\b: 


aus  den  Coordinaten  der  Seiten. 


8 


12.     Berechnung   der  Seiten   und  Winkel   eines  Dreiecks 
aus  den  Gleichungen  und  Coordinaten  der  Seiten. 
Die  Formeln  der  vorigen  beiden  Abschnitte  liefern : 

_        ^.R  _      ^  i? 

und 


Von  Dr.  Hboeb.  409 


Gk. 


Hieraas  folgt : 


2Ä'*      i.RkB^itim 


aus  den  Coordinaten  der  Seiten,  und 


sin  Bm  = 


aus  den  Gleichungen  der  Seiten. 
Nach  der  Formel 

Gl 
findet  sich 

stn  Bm  = 

9\  9t  9s 

aus  den  Gleichungen  der  Seiten ,  und 

stn  Dm=^  — r- 


§  4.     Sätze  über  Curven  zweiter  Ordnung. 

1.    Sind 

/'(ar,y)  =  0  und  g)(tt,»)  =  0 

Gleichungen  n^^^  Grades  zwischen  den  orthogonalen  Punkt-  und  Plancoor- 
dinaten  eines  variabeln  Punktes,  beziehentlich  einer  enveloppirenden  Ge- 
raden, so  werden  dieselben  beim  Uebergang  zu  homogenen  Coordinaten 
zunächst  in  allgemeine  (nicht  homogene)  Functionen  derselben  verwandelt. 
Multiplicirt  man  diejenigen  Glieder  dieser  Functionen ,  deren  Grad  hinter 
höchsten  Grade  um  8  Einheiten  zurückbleibt,  mit 

/9,x,+9rx,  +  g,x,y^  beziehentlich  (g''"'"' +g«^"«  + g» >"»!'»)* 

so  erhalten  alle  Glieder  ein  und  denselben  Grad. 

Die  Gleichung  einer  jeden  Curve  «*•"  Grades  oder  n***"  Ciasse  in  homo- 
genen Coordinaten  kann  demnach  als  homogene  Function  n^^^  Grades  der- 
selben dargestellt  werden«  Wir  setzen  künftig  bei  Anwendung  homogener 
Coordinaten  immer  diese  Darstellnngsweise  voraus.  Bei  Anwendung 
Plücker'scher  Coordinaten  ist  Gleiches  nicht  möglich,  sobald  ungerade 
Werthe  von  ö  vorkommen;  es  lässt  sich  dann  die  Function  n^^*^  Grades  nur 
in  die  Summe  einer  homogenen  Function  n^^°  und  einer  (n-— 1)*®°  Grades 
verwandeln. 

Die  Transformationsformeln  lehren,  dass  die  Gleichungen  in  homoge- 
nen Punkt-  und  Plancoordinaten  nicht  homogene  Gleichungen  in  orthogo« 
nalen  Coordinaten  von  demselben  Grade  liefern. 
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Wird  ein  Dreieck  zu  Grunde  gelegt,  das  eine  unendlich 
ferne  Seite  {At  A^)  hat,  so  haben  alle  im  Endlichen  gelegenen  Punkte 
einen  constanten  (unendlich  grossen)  Abstand  {x^  von  derselben.  Diese 
unendlich  grosse  Coordinate  verschmilzt  im  Allgemeinen  mit  Ooefficieoten 
der  Gleichung  zu  endlichen  Constanten;  aus  der  homogenen  Gleichung 
zwischen  x^  ^t^s  ^^^^  ^^^^  nichthomcgene  Gleichung  zwischen  den  Abstän- 
den des  variabeln  Punktes  von  zwei  Geraden,  d.  i.  eine  Gleichung  in 
D  esc  artesischen  Ooordinaten. 

Um  zu  bestimmen,  wie  sich  die  Plancoordinaten  für  ein  sol- 
ches System  umgestalten  lassen,  lege  man  durch  A^  eine  Parallele  T 
zur  variabeln  Geraden  T;  sie  hat  von  T  den  Abstand  Ug,  von  A^  A^  die  Ab- 
stände U|  und  U2;  T  schneide  auf  ^3/^,  und  A^A^  die  Strecken  —  und  -  ab, 

welche  von  A^  nach  A^  und  A^  positiv  gerechnet  werden  mögen.   Haben  nan 
Ai  A^  und  A^A^  die  (unendlichen)  Längen  ^,  und  s^y  so  ist: 

Ui  =  Ug^i  .  u,   also  t/|  =  t/3  .  $1 .  u, 

Ui  =  Ug^t  •  ^ I  ^1^0  <^t  =  t^s  *  ^t  •  ^* 
Setzt  man  dies  in  eine  homogene  Gleichung  der  tij^  ein,  so  hebt  sich  »3  hin- 
weg; die  unendlichen  Werthe  s^  s^  verschmelzen  im  Allgemeinen  mit  den 
Coefficienten  zu  endlichen  Constanten  und  es  erübrigt  eine  nicht  homo- 
gene  Gleichung  zwischen  den  reciproken  Abschnitten  der 
variabeln  Geraden  auf  zwei  sich  schneidenden  Azen,  d.i. 
zwischen  den  orthogonalen  Plancoordinaten. 

Hat  das  Axendreieck  eine  unendlich  ferne  Ecke  A^,  so 
laufen  also  A^A^  und  A^A^  parallel.  Die  variable  Gerade  schneidet  dann 
von  den  nnendlichen  Seiten  A^  A^  und  A^  A^  von  A^  aus  gerechnet  dasselbe 
Stück  t>3  ab ,  von  A^  und  A^  aus  gerechnet  seien  die  Abschnitte  Vj  und  v^ 
und  zwar  positiv  nach  A^  zu. 

Alsdann  verhält  sich 

ti,  :  w,  :  Mg  =  V,  :  r, :  v^ 
und  man  kann  daher  in  die  Gleichungen  für  Plancoordinaten  die  tijt  dnreb 
die  vjt  ersetzen.    Nun  ist  v^  für  alle  Geraden  constant  und  verschmilzt  '^ 
Allgemeinen  mit  den  Coefficienten  zu  endlichen  Constanten. 

Die  Gleichungen  in  Plancoordinaten  gehen  demnach  io 
Bezug  auf  ein  System  mit  einer  unendlich  fernen  Ecke  io 
nicht  homogene  Gleichungen  zwischen  den  Abschnitten  der 
variabeln  Geraden  auf  den  beiden  parallelen  Axen  über. 

Bezieht  man  Gleichungen  in  Punktcoordinaten  auf  ein  solches 
System,  so  verändert  sich  die  Bedingungsgleichung  zwischen  den  drei  Co- 

ordinaten  eines  Punktes  zu 

a:,  +  a;,  =  (/, 

wenn  d  den  senkrechten  Abstand  der  parallelen  Axen  angiebt. 
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2.  Oleichang  der  Tangente  an  einen  Punkt  x'k  einer 
Cnrve  /'(^i^2^3)s=0.  Gleichung  des  Tangentialpunktes  in  einer 
enveloppirenden  Geraden  ti\  einer  Carve  9>(tiitisU3)  =  0. 

Die  Gleichung  der  Tangente  ist  die  Grenze,  welcher  sich  die  Gleich* 
nng  der  Sehne  durch  die  Punkte  X}^  und  Xk-^^k  nähert,  wenn  die  ^k  ▼er- 
schwinden,  d.  i.  die  Grenze  von  % 

^x     *^t    ^8 


X  I    X  f   X  ^ 


^\  ^t  ^8 

Für  verschwindende  J]^  geht  diese  Gleichasg  über  in 


=  0. 


x\ 


a?. 


A3 
X^     i 


dx^    dx ^ 


=  0. 


dXi     dx i 

Bezeichnet  /|'>  den  partiellen  Differentialquotienten 

d  fix*  X9  a^q)  ^  ,  .X 

'^'        ^^  für  Xk==(x^\ 
cxk  • 

so  gelten  für  die  Zeilen  dieser  Determinante  folgende  Gleichungen: 

ax  I  ax I 

9i  ^\  +  9\  *'t  +  ^8^3  =  ^1 
,  dx\       ,  dx\ 

Man  bilde  unter  Benutzung  von  drei  willkürlichen  Hilfsgrössen  die  von 

Null  verschiedene  Determinante 

\   m    n 

9i  9%  9% 

und  multiplicire  d^mit  die  obige  Tangentengleichung.  Stellt  man  das  Pro- 
duct  linker  Hand  als  eine  Determinante  dar,  so  erhält  man  unter  Rücksicht 
auf  die  obigen  Gleichungen : 

(/a?,  +  mx^  +  nx^       A  (ar,/",  +  x^f^  +  xj'^ 

{lx\  -{-mx^  +  n  x\)      J  0 


Q  +  ,n^^+ni^^O 


=  0. 


dx\  ■     dx\ 

Diese  Determinante  reducirt  sich  auf  das  Product  dreier  Diagönalglie* 

der;  beseitigt  man  die  beiden  constanten  Factoren 

dx  •         dx  1, 
2J  und  ^  +  '^^r+n^y 

so   bleibt    als    Gleichung    der    Tangente    an    f  {^i^t^c^)  =^  0    im 
Punkte  x'ici 

^\f\  +  ^«  A't  +  argA  =  0. 
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A^WV%/\^i«»^W>'^,^W/W^^rfV/>/W*iv»\/VS^W- 


In  analoger  Weise  verfährt  man  für  die  Bestiinmong  der  Gleichnng 
des  TaDgentialpunktes  der  Carve  ^(n,  n^n^)=sO  in  der  Geraden  u\;  sie  lautet: 

M,  (p\  +  Wf  <p't  "t  "3  v's  =  0. 

3.    Die  Curven  zweiten  Grades  sind  zugleich  Curven  zweiter  Classe, 
und  umgekehrt. 

Sei  die  Gleichung  einer  Ctfrve  zweiten  Grades 
/  =  flr„  x\  +  2rt„a?i  a-t  +  2  a^^XiX^  +  flf„a?,*  +  ^a^x^x^  +  a^x^*  =  0, 
so  erhält  man  die  Gleichung  derselben  Carve  in  Plancoordinalen,  wie  folgt: 

Bezeichnet  A  einen  noch  unbestimmten  Coefficienten ,  r  den  Abstand 
der  Tangente  vom  Fixpunkte,  so  ist  bekanntlich 


oder 


Ä| 


h. 


Diese  drei  Gleichnngeu  sind  linear  nach  Xk-    Fügt  man  die  Gleichung 
des  Tangentialpunktes  in  Normalform,  geordnet  nach  x'/g^  hinzu: 

so  erfordert  der  Verein  dieser  vier  Gleichungen  das  Verschwinden  der  De- 
terminante 


'ii 


a 


12 


^18 


a 


it 


"13 


»t2 


a 


88 


a 


28    •'SS 


Ä8 


0. 


1/« 


u. 


-r=-     ^      0 


Dies  ist  die  gesuchte  homogene  Gleichang  zweiten  Grades  zwischen 
den  Coordinaten  der  Tangenten  an  /"=  0. 

8ei  die  Gleichung  einer  Ourve  zweiter  Classe  in  Flancoordinaten 
q>  (wi  «««3)  =  «11  «1'  +  2a„  w,  t/j  +  2a„M,  Wg  +  a,««t*  +  2aj,M,tt8+  o^jjKg«  =  0, 
so  erhält  man  ähnlich  wie  oben  die  Gleichung  derselben  Curve  in  homoge- 
nen Punktcoordinaten. 

Aus  der  Gleichung  des  Tangentialpunktes  in  der  Tangente  Uk 

Vi  "i  +  (p\^ft  +  V\^9  =  0 
folgt,  wenn  Xk  die  Coordinaten  des  Tangentialpunktes  bedeuten: 

Ajb 
Nimmt  man  zu  den  nach  letzter  Form  gebildeten  und  nach  den  u  ge- 
ordneten drei  Gleichungen  noch  die  Gleichung  der  Tangente  inNormalforoi) 
geordnet  nach  ti'jt,  nämlich 


rx^ 


rXf 


rx. 


-«i+r^«.  +  -T-^«' =0, 


•8 
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80  erhält  man  die  gewünschte  Oleichang  in  Determinantenform : 

^u    «if    ffis   r~ 


a,g     «, 


i< 


«88 


U 


X3 


a 


83 


er, 


38 


iF< 


ar, 


8 


=  0. 


4.  Lehrsatz:  Liegt  der  Punkt  P'  nicht  auf  der  Carve 
zweiten  Grades  f^O^  so  ist 

die  Gleichung  der  Polaren  von  P'  in  Bezng  auf  den  Kegel- 
schnitt /=0;  d.  h.  Tegt  man  ein  geradliniges  Büschel  durch  P^  als  Cen* 
trum,  so  werden  P'  und  derjenige  Punkt,  in  welchem  ein  Strahl  die  Ge- 
rade T  schneidet,  von  den  Schnittpunkten  dieses  Strahls  mit  dem  Kegel- 
schnitt harmonisch  getrennt. 

Beweis,  »^ei  F^  ein  beliebiger  Punkt  von  J,  und  seien  Xk  die  Coordi- 
naten  eines  Punktes,  ip  welchem  P' P^'  die  Curve  schneidet,  so  sind  k^  und  Xf 
so  zu  bestimmen,  dass 

1)  lj  +  A,  =  l, 

2)  Xk  =  Xj^x\  +  X^x\, 

3)  f{x^X2X^)  =  0. 

Setzt  man  in  3)  die  Werthe  für  Xk  aus  2)  ein  und  ordnet  die  Glieder 
nach  Potenzen  von  k\  so  erhält  man : 

i"  (f't  X,  +  Aar'.  +  f^x',)  +  2 1'  l"  (f,  x'\  +  /".x".  +  f\x'\) 

+ i^"'ir\  x\ + r\  x\ + r»*",) = o. 

Da  P"  auf  r=0  liegt,  so  ist  der  Coefficient  von  2i'A"  gleich  Null, 
nnd  es  bleibt  demnach  za  Bestimmang  der  1: 

Hiernach  erhält  man  für  die  beiden  Schnittpunkte  zwei  entgegengesetzt 
gleiche  Werthe  von  X' :  i",  q.  e.  d. 

5.  Die  Formeln 

•  sind  identisch.     Genügt  also  ein  Punkt  i\  der  Gleichung  der  Polaren 
für  Pkj  d.  i.  der  Gleichung 

so  genügt  auch  Pk  der  Gleichung  der  Polaren  für  P,« : 

a^V.'+^.V.'  +  V/k'^O. 
Die  Polaren  der  Punkte  einer  Geraden  bilden  demnach  ein  Strahlen- 
büschel,  dessen  Träger  der  Pol   der  Geraden  ist;   die  Pole  der  Strahlen 
eines  Büschels  liegen  auf  einer  Geraden,  der  Polaren  des  Büschelcen- 
trnms. 
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6.    Die  Polare  jedes  Punktes  ist  eindeutig  bestimmt,  so- 
bald es  keinen  Punkt  giebt,  für  welchen  zugleich 

d.  h.  sobald    die  Discriminante  der  Gleichung  /*=0  von  Null 
verschieden  ist, 

«11  ^Jf- 


It  ^13 


ö|«  ö«  «23 
^13  '^28  ^83 


=  0. 


Ist  dieselbe  gleich  Null  und  sind  ihre  Minoren  von  Null  verschieden, 
so  zerfällt  /*=0  in  das  Product  zweier  nicht  identischer  linearer  Factoren, 
der  Kegelschnitt  degenerirt  zu  zwei  Geraden.  Der  Schnittpunkt  derselben, 
für  welchen  /^j=:/^j  =  /"j  =  0,  hat  jede  beliebige  Gerade  zur  Polaren. 

Sind  die  Minoren  gleich  Null ,  so  dass  also 

^11  •  ^12  •  ^18  =  ^12  •  ^22  •  ^28  ==  ^18  '  ^28  *  ^83» 

so  werden  die  linearen  Factoren  identisch;  jeder  Kegelschnitt  degenerirt 
zu  einer  (doppelt  zu  denkenden)  Geraden.  Jeder  Punkt  derselben  hat  jede 
Gerade  zur  Polaren. 

In  jedem  Falle  giebt  es  wenigstens  eine  Gerade,  die  einem  gegebenen 
Punkte  als  Polare  zugeordnet  ist. 

Die  Polare  wird  unendlich  fern  für  den  Punkt,  dessen  Coordi- 

naten  das'  System  lösen : 

A-A:  0^1  =  0, 

Diesem  Systeme  entsprechen  alle  Punkte  der  Ebene  nur  dann ,  wenn 

dann  degenerirt  der  Kegelschnitt  zu  der  unendlich  entfernten  Geraden. 

Dieser  Fall  bleibt  von  der  folgenden  Betrachtung  ausgeschlossen.  In 
jedem  andern  Falle  müssen  unzählige  Punkte  existiren,  deren  Polaren  end- 
liche Gerade  sind.  Diese  Punkte  können  nicht  auf  einer  Linie  vertheilt 
liegen,  sondern  erfüllen  Theile  der  Ebene  continuirlich. 

Die  Polaren  aller  Punkte  laufen  parallel,  sobald  sich  i 
und  jiA  so  bestimmen  lassen ,  dass  für  willkürliche  Werthe  von  Xk  und  x  k . 
das  System  erfüllt  wird: 

^/''i  +  ^A  — 17i  =  ^' 

^/"8  +  f*/*"s  —  ^8  =  ^- 
Hierzu  ist  nothwendig  und  ausreichend ,  dass 

A    f\   9i 
f%   f\  9% 

/   8     /     8    0^3 


=  0. 
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^j^^ySy^  ^-^^^^.^.^.^^^^^S^^, 


Diese  Determinante  lAsst  sieb  in  sechs  Glieder  aaf lösen ,  deren  jedes 

ein  Glied 

a^'<a:'\(i  =  l,2.3|  A:  =  1,2,3) 

mit  einer  gewissen  Determinante  mnltiplicirt  enthält.    Die  Coefficienten  von 

x'ix'\  verschwinden  identisch. 

Von  den  übrigen  sind  die  Coefficienten  von  x'ix'k  tmd  x\x\  entgegen- 
gesetzt gleich.  Hiernach  bleiben  als  Bedingung  dafür,  dass  die  fragliche 
Determinante  unabhängig  von  x\  nnd  x"k  verschwindet,  die  Gleichungen: 


'11 


a 


»12 

8S 


a 


18 


»23 


Pl 

«u 

«1»  ffl 

Oi 

=  0, 

«M 

"iS      02 

0» 

«IS 

«js     9» 

=  0, 


»12 
^22 


■23 


•13 
'23 


a 


38 


9l 
92 

9z 


=5  0. 


Der  Verein  dieser  Gleichungen  erfordert  das  Verschwinden  der  Deter- 
minante aus  den  Minoren  der  Discriminante,  mithin  das  Verschwinden  der 
Discriminante  selbst. 

Die  Function  f  zerfällt  demnach  in  zwei  reelle  lineare  Factoren. 

Dieselben  seien  M  und  N  und  mögen  die  Coefficienten  Ofg  und  bit  haben; 
alsdann  geht  das  obige  Sjstem  über  in: 

(;iil/'  +  ,iilf")Äi  +  (XiV'  +  ^A")ai-i7i  =  0, 
{IM'  +  i,M")  6,  +  (Ar  +  f*iV")  «8-0^2  =  0, 
(Ailf'  + ^^/")  63+ (^r  +  ^iV")  03-0^3  =  0. 

Die  Werthe  XM'  +  fiM'\  IN'  +  fiN"  sind  constante  Factoren;  kürzt 
man  sie  durch  m  und  n  ab,  mnltiplicirt  die  drei  Gleichungen  der  Reihe  nach 
mit  XiX^x^  und  addirt,  so  erhält  man: 

mN  =  '-'nM+{g^x^  +  g^x^  +  g^x^). 

Hieraus  folgt  [§  2,  8],  dass  M  und  N  parallel  laufen.  Auch  dieser 
Fall,  in  welchem  die  Curve  zu  zwei  parallelen  Geraden  degenerirt,  werde 
vor  der  Hand  von  der  weiteren  Betrachtung  ausgeschlossen. 

7.  Jede  Gerade  kann  als  Polare  mindestens  eines  Punk- 
tes betrachtet  werden. 

Sei  die  Gleichung  der  Geraden 

^1^1 +  ^'2^2 +  «3^8  =  0» 
und  sei  k  ein  zu  bestimmender  Factor,  so  lösen  die  Coordinaten  des  gesuch- 
ten Poles  das  System: 

ri-*«i=o, 

A-^«3  =  ö« 
Ö'i  ^'1  +  9i  ^\  +  9  z  ^'3  =  ^-      ^ 

Dieses  System  liefert  lauter  uneudliche  Werthe  von  x\^  sobald  die 
Determinante  desselben  unabhängig  von  ajt  verschwindet.  Dies  tritt  ein, 
wenn  die  drei  den  ük  zugehörigen  Minoren  von 
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üi  =  a'j  Wj  +  a\  w,  +  a  a  w, , 

wr  "  1       "  I       " 

£/,  =  «  ,w, +a  ,«,  +  «  8W3, 

TT  '"  I  "/  I  "' 

^8  =  «    iWi  +  a   tw«  +  a    tWai 
wobei  ^it  dio  Goordinaten  im  neuen  System  bezeichuen. 

6.  Ein  Punkt  P  mit  den  Goordinaten  Xk  habe  die  Normalgleicbung 

(P  ==)  a,  «1  +  a,  w,  +  of,  1/3  =  0 , 
80  ist 

also  ist  die  Gleichung  von  P  in  der  Normalform: 

—  Wi  +  ,-W2  + r-Wj  =  0. 

A|  A«  /l| 

Eine  Gerade  T  mit  den  Goordinaten  Uk  habe  die  Gleichung  in  Normal« 
form: 

öjiTj  +aiXf  +  a^x^  =  0, 

so  ist 

also.  i6t  die  Gleichung  der  Geraden  7  in  der  Normalform: 

Äj  A,  Äg 

7.  Bestimmung  der  Entfernung  zweier  Punkte  P  und  P\ 

Zieht  man  durch  P  und  i'^  Gerade  in  den  Richtungen  beziehentlich  AiA^ 
und  AiAnt  so  erhält  man  mit  der  Geraden  PP'^=ö  zusammen  ein  Dreieck, 
in  welchem  ö  dem  Winkel  y*  oder  dem  Winkel  180°— yt  gegenüberliegt ,  je 
nachdem  die  Differenzen 

öi  =  *c,'  =  a? I  und  Si=  xi  ^^x  i 
verschiedene  oder  gleiche  Vorzeichen   haben.    Die   beidBn  übrigen  Sei- 
ten sind: 

Xi  —  X  i       Xi'^  X  i 

sinyk    '       sinyk 
Hiernach  gilt  allgemein: 

«•  =  -^-  (d%  +  ö'/+  2 di di  cos  yu). 

Stn  yjt 

Um  einen  symmetrischen  Ausdruck  zu  erhalten,  bilde  many'jt^'i  wende 
diese  Formel  für  alle  Cyclen  der  Indices  1,  2,  3  an  und  addire;  man  be- 
nutze 


alsdann  erhält  man 


9x^9%9t 


^'  =  rj^  +  fh^gj)  ^**'+  ^•'+  *»'+  *«  SfCOSy,+  i,i,cosy,  +i,ö,  cosy,). 
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'^^^^^^^^^^^^^>^^'^^>>t'^>^^^* 


8.     Bestimmang  des  Winkels   zwischen   zwei   Geraden  T 
und   Tf  ans  den  Coordinaten  derselben. 

Ans  den  Formeln  für  Transformation  aus  homogenen  in  orthogonale 
Coordinaten  folgt: 


rtt  =  r 


M,   1  ft 

1«,  p, 

«f  1  A 

• 
• 

1  «, /J, 

H^h 

>«sft 

rv'=^—  r 


ti,  1  a, 

1«,  jS, 

w,  1  a. 

• 

• 

1 «, /J, 

"8  1  ^8 

1  «8 /'s 

Ferner   bilde  man  analoge  Formeln  durch  Vertauschnng  von  m,  »,  r, 

M, ,  1/,,  Wj  gegen  m',  »',  /,  u^,  w', ,  m'j.     Der  gemeinsame  Divisor  aller  vier 

Werthe  ist   bekanntlich  gleich  der  doppelten  Dreiecksfläche.    Entwickelt 

man  die  vier  Zähler  als  Functionen  der  t/jt  und  bildet 

cos  TT'  =  rr  {uu  +  t'O » 
so  erhält  man 

cos  TT'z=  —  (tt,  u\  ^,*  +  u,  u\  ^t*  +  Ws  "'s^*8 

+  [«1  w's  +  «t  w'i]  ö^i  ö'«  «^o^ys  +  [^t^\  +  «8«'J  ö's^t  co^yi 
+  [wj  tt'i  +  «1  tt's]  ö'i  0^8  ^ö5  yt). 

Dabei  ist  für  TT'  derjenige  Winkel  zn  nehmen,  den  die  dem  Fix- 
punkte zugewandten  Händer  von  T  und  T'  begrenzen. 

9.  Berechnung  der  Dreiecksfläche  aus  den  Coordinaten 
der  Ecken. 

Das  Dreieck  habe  die  Ecken  ^,  JB^\  It"  \  dieselben  haben  die  homo- 
genen Coordinaten  x\^  x'\^  ^"ki  und  bezogen  auf  ein  orthogonales  Hilfs- 
system, dessen  Ursprung  im  Innern  des  Axendreiecks  liegt,  x  ^^  ^"y"»  x"  y"\ 

Die  Determinante 


X 


X 


8 


// 


X  ^  X  ^  y- 


/' 


/// 


Hl 


8 


tf» 


xX    ^X    3 


=  R 


zerfflUt  in  das  Prodact  zweier  Determinanten;  e«  ergpebt  sich 


Ä  = 


1  fl,  6, 

1  ö,  6, 

. 

1  «8^ 

1  X    y' 
1  X    y 
l  *     y 


j/(ai'  +  ^')K  +  V)(V  +  V) 


Das  Product  des  ersten  und  letzten  Factors  ist 


wenn  J h^h^h^  die  doppelte  Fläche  and  die  Höhen  des  Axendreiecks  be- 
deuten. Ferner  ist  der  mittle  Factor  das  Doppelte  der  gesuchten  Dreiecks- 
fläche.   Hieraus  folgt  die  gesuchte  Fläche  zu: 
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In  dem  ansgeschlossenen  Falle  bleiben  in  der  Gleichung  <p=0  noch 
zwei  unabhängige  Constanten. 

Da  die  Discriminante  verschwindet,  so  zerfällt  q>  in  zwei  lineare  Fac- 
toren ;  dieselben  seien  i^  und  %  mit  den  Coefficienten  a^  und  ßk.  Alsdann 
gehen  die  Gleichungen 

über  in 

a,B  +  ß,A=.0.       ^-^i  +  A  +  ft- 
Diesem  System  kiinn  nur  genügt  werden,  wenn  ^  =  0  und  B  =  0.    In 
diesem  Falle  degenerirt  demnach  die  Curve'  zu  zwei  unendlich  eDtfernten 
Punkten. 

13.  In  jedem  durch  11)  nicht  ausgeschlossenen  Falle  kann  man  Immer 
ein  solches  ganz  im  Endlichen  gelegenes  Dreieck  auffinden,  dessen  Ecken 
die  Pole  der  Gegenseiten  sind.  Ein  solches  Dreieck  heisst  ein  sich 
jselbst  conjugirtes  Dreieck. 

Man  wähle  hierzu  eine  Gerade  7^,  deren  Pol  P^  im  Endlichen  liegt, 
ferner  eine  Gerade  T^  durch  P^,  welche  7\  schneidet  und  deren  Pol  P^im 
Endlichen  (auf  T^)  liegt;  der  Pol  von  P^P^  ist  alsdann  der  Schnittpunkt  P^ 
der  Geraden  T^  und  7\.  ^1^2  ^8  ^^^  demnach  ein  sich  selbst  conjugirtes 
Dreieck. 

Die  Pole  der  Seiten  des  Axendreiecks  sind  im  Allgemeinen: 

Pol  von  j4^  A^:  y'j  =: 0 , 

Transformirt  man  die  Gleichung  der  Curve  auf  ein  sich  selbst  con- 
jugirtes Dreieck;  so  muss  demnach 

9>'i^«iWi,     gj'g^ajWg,     (p\^a^ii^^ 
d.  i.  die  auf  ein  sich  selbst  conjugirtes  Dreieck  transformirte  Gleichung  der 
Curve  zweiter  Classe  lautet: 

«1  «1*  +  «2  «'2*  +  «8  V  =  ö- 

14.  Stellt  man  die  Gleichungen  eines  Kegelschnitts,  der  auf  ein  sieb 
selbst  conjugirtes  Dreieck  für  Punktcoordinaten  bezogen  ist,  in  Plancoordi- 
naten  dar,  so  erhält  man  (§  4,  3): 

ä^  a^  Ö3 

Stellt  man  analog  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts,  der  auf  ein  sich 
selbst  conjugirtes  Dreieck  für  Plancoordinaten  bezogen  ist,  in  Panktcoordi- 
naten  dar ,  so  erhält  man  (§  4,  3) : 

a,  «g  «3 
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Jedes  sich  selbst  conjugirte  Dreieck  für  Punktcoordi- 
naten  ist  demnach  ein  ebensolches  Dreieck  für  Plancoordi- 
naten  und  umgekehrt. 

Da  man  bei  der  Constrnction  eines  sich  selbst  conjngirten  Dreiecks  in 
Pnnktcoordinaten  von  einem  willkürlichen  Puncto,  und  bei  der  analogen 
Constrnction  für  Plancoordinaten  von  einer  beliebigen  Geraden  ansgehf,  so 
folgt  hieraus ;  dass  ein  Punkt  und  eine  Gerade  gleichzeitig  für  Punkt-  und 
für  Plancoordinaten  Pol  und  Polare  sind,  dass  demnach  die  für  den- 
selben Kegelschnitt  in  Punkt-  und  in  Plancoordinaten  defi- 
nirten  Pol   und  Polare    sich  auf  dieselben  Objecto  beziehen« 

Hieraus  folgt  weiter,  dass  alle  Carven  zweiten  Grades,  für  welche  ein 
oder  mehr  als  ein  Coefficient  unendlich  gross  wird,  sowie  die  Paare  von 
Parallelen  eine  Gruppe  bilden,  welche  sich  mit  derjenigen  Gruppe  der 
Curven  zweiter  Classe  deckt,  für  welche  Coefficienten  unendlich  werden^ 
nebst  den  unendlich  entfernten  Punktenpaaren. 

15.    Eintheilung  der  Gebilde  zweiter  Ordnung  nach  den  Formen  der 
auf  ein  sich  selbst  conjugirtes  Dreieck  bezogenen  Gleichungen  in  Punkt- 
oder Plancoordinaten. 
Die  Gleichung  sei 

in  Pnnktcoordinaten :  a^ x^  +  a^x^  +  a^x^  =5 0 , 
in  Plancoordinaten :     a^  u^  +  cc^u^  +  «3 «3*  =  0. 

A.  Zwei  oder  ein  Coefficient  in  einer  oder  der  andern  Gleichung  sind 
gleich  Null: 

1)«.  02  =  0,     «3  =  0,    also    ag=oo,     «3  =  00. 

Die  Gleichung  wird 

a^x^  =  Ö 

in  Pnnktcoordinaten ;   für  Plancoordinaten  löst  sie  sich  in  die  Bedingun- 
gen auf: 

«2  =  0,     «3  =  0, 
bedeutet  also  eine  (doppelt  z»  denkende)  Gerade. 

b.  of2  =  0,     ©3  =  0,   also   «2=^»     Ö8=Q0; 

Gleichung  in  Plancoordinaten : 

in  Pnnktcoordinaten  löst  sie  sich  auf  zu     ■ 

^2  =  0,     apj^O, 
bedeutet  demnach  einen  (doppelt  zu  denkenden)  Punkt. 

2)  a.  öj  =  0 ,     öj  :  «2  >  0 ,    also    ofj  =  00  ,     or^  :  «2  >  0. 

Gleichung  in  Pnnktcoordinaten :  ^^x^^  +  a^x^^  =  0 , 
„  „  Plancoordinaten:      u^=sO. 

Der  ersteren  kann  durch  reelle  Punkte  nur  genügt  werden,  wenn  zu- 
gleich 

a?is=0,     0:2  =  0. 

Die  Gleichung  bedeutet  einen  Punkt 
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b.  C3  =  0 ,     «1 :  «2  >  0 ,    also    ag  =3  00  ,     öj  :  «g  >  0. 

Gleichung  in  Plancoordinaten :      «^  u^  +  «g "2*  =  0 , 
„  „  Punktcoordinaten:  a?3*c=0. 

Der  ersten  Gleichung  entspricht  nur  eine  reelle  Gerade,  nämlich: 

3)a.  «3  =  0,     flj  :  «2  <  0,    also    «3  =  oo  ,    «j  :  «j  <  0. 

Gleichung  in  Punktcoordinaten :  a^x^  +  ^2^2*  =^  ^ » 

„  „  Plancoordinaten :     «3  =  0,    «1  w^^  +  ofj u^  =  0. 

Die  erstere  Gleichung  zerfällt  in  das  Product  zweier  reeller  linearer 
Factoren  von  der  Form 

Die  zweiten  Bedingungen  lehren  dasselbe,  denn  aus 

und 

aiWi*+ofgWg«  =  0 

bestimmen  sich  zwei  reelle  Werthpaare  t/^  und  u^^  welche  entgegengesetzt 
gleiche  Verhältnisse  haben. 

Hiernach  bedeutet  die  Gleichung  in  dieser  Form  zwei  sich  schneidende 
Geraden;  dieselben  bilden  mit  den  Axen  a;^=0,  o^g^O  ein  harmonisches 
Büschel. 

b.  «8  =  ö ,     «1 :  «2  <  0 ,    also  ^3  =  00  ,     o^ :  Og  <  0. 

Gleichung  in  Plancoordinaten :     äj  u^  +  «2  ''2^  ^^  ^ » 

„  „  «Punktcoordinaten :  arg  =  0,    a^x^ -{^  «2^2*  ^^  ^' 

Die  erste  Gleichung  zerfällt  in  zwei  reelle  Factoren : 

Aus  den  Gleichungen 
und 

bestimmen  sich  zwei  reelle  Werthpaare  von  x^  und  a*^,  welche  entgegen- 
gesetzt  gleiche  Verhältnisse  haben. 

Die  Gleichungen  bedeuten  demnach  zwei  auf  Mj=0,  «2=^  ^^^  (^5==^) 
gelegene  Punkte,  welche  von  »^=0,  «2=0  harmonisch  getrennt  werden. 

16.  B.  Keiner  der  beiden  Coefficienten  ist  Null  oder  nn- 
endlich  gross. 

Die  weitere  Unterscheidung  erfolgt  in  Rücksicht  auf  den  Punkt,  dessen 
Polare  unendlich  fern  ist,  und  auf  die  Geraden,  deren  Pole  unendlich 
fern  sind. 

1.  Der  Pol,  dessen^Polare  unendlich  fern  ist,  ist  selbst 
unendlich  fern,  sobald  (U): 

9>'i  +  9^2  +  «P's  =  ö 
die  Gleichung  eines  unendlich  fernen  Punktes  ist;  für 

9^  =  «1  "i*  +  «2  V  +  «8  V 
reducirt  sich  diese  Bedingung  auf 
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ai  +  ff2  +  «'8  =  ^5 
ist  q}=0  in  der  allgemeinen  Form  gegeben^  so  liefert  sie 

Beide  Formen  zeigen  an,  dass  q>=0  erfüllt  wird  für 

Mj=!/g  =  1/3=1; 

die  Curve  wird  also  von  der  unendlich  fernen  Geraden  tangirt. 

Für  Punktcoordinaten  lässt  sich  die  angegebene  Bedingung  ausdrücken 
wie  folgt: 

«1  «2         «3 

17.  2.  Der  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  —  das 
Cenlrum  der  Curve —  ist  ein  im  Endlichen  gelegener  Punkt. 

Wir  setzen,  ohne  die 'Allgemeinheit  zu  stören,  voraus,  dass  in  den 
beiden  Gleichungen  ein  und  desselben  Kegelschnitts 

«i-^i^  +  02^«,«+  aja?8«  =  0,     Oiiii*  +  prjt/j«  +  a8M«*  =  0, 
wo  also 

die  Goefficienten  folgende  Vorzeichen  haben : 

ai>0,     a^>0,     fl3<0, 
also  auch 

«i>0,     (Xi>0,     O3<0. 

Das  Trägheitsgesetz  für  quadratische  Formen  lehrt,  dass  bei  der  Trans- 
formation der  Gleichungen  von  einem  sich  selbst  conjugirten  Dreieck  auf 
ein  anderes  die  Anzahl  der  positiven  Coefficienten  unverändert  bleibt. 

18.  Lehrsatz.  Transformirt  man  die  Gleichungen  eines  Kegel- 
schnitts von  einem  sich  selbst  conjugirten  Dreieck  zu  einem  andern,  ohne 
die  Gleichungen  durch  constante  Factoren  zu  kürzen  oder  zu  erweitern ,  so 
ist  die  Summe  der  Coefficienten  in  beiden  Gleichungen  un* 
veränderlich. 

Beweis.  Die  beiden  sich  selbst  conjugirten  Dreiecke  seien  A^J^A^ 
und  Äijft^v  I^^G  Coordinaten  im  neuen  Systeme  seien  für  Punkte  Xk^  für 
Geraden  Ukt  im  alten  Systeme  x^  und  Uk]  die  Gleichungen  der  Curve  im 
neuen  Systeme  seien 

Wendet  man  die  iu  §3,  3  gebrauchten  Bezeichnungen  au,  so  erhält  man 
als  Bedingung  dafür^  dass  A^A^A^  ein  sich  selbst  conjugirtes  Dreieck  ist, 
die  beiden  Systeme  von  je  drei  Gleichungen: 

a^aia^t-Ya^a  la  k-T  H^   i^    *==0  ( t,A:  =  1,2  oder 
«1«!«*+ «2«  ««  *+ «s«   »«    Ä  =  0)   2,3  oder  3,1. 
Da  die  Transformationsformeln   auf  der  rechten  Seite  Geraden-  und 
Punktgleichungen  in  Normalform  enthalten,  so  erfüllen  die  Coefficienten 
noch  die  zwei  Gruppen  von  je  drei  Gleichungen : 
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«j*2  -j-  fl^«'2  ^  flf^<2  —  2 a^ a^  cosy^  —  2 a^^  a^ cos y^  —  2a^  a^  co^y^  =  l , 
2)  "  «i'  +  «,'  +  «8'  =  l, 

1  =  1,2,3. 
Die  Suramen  der  Coefficienten  in  den  transformirten  Gleichungen  wer- 
den zu 

■ «,  («,'* + <* + «»'*) + «».(«,"» + «,"» + «,"*) + «,  K'"' + «,'"« + O. 

3)        und 

«1  ("i'"  +  <*  +  «s'') + «,  ("i"* + <* + «»"*)  + «« («/"* + «,"■* + O- 

Berechnet  man  aus  der  ersten  Gruppe  von  2)  die  Trinome 

und  substituirt  in  die  erste  Formel  3) ,  so  erhält  man  unter  Berücksichtigung 
des  ersten  Systemes  1)  die  Constanz  der  Coefficientensumme  in  der  Gleich- 
ung des  Kegelschnitts  für  Pnnktcoordinaten. 

Die  zweite  der  Formeln  3)  lAsst  sich  in  Rücksicht  auf  das  zweite  Sy- 
stem l)  schreiben: 

«1  («1  +  "'« +  «'s)»  +  «.  («"l  +  «"»  +  «"»)*  +  «S  («'"l  +  «'"»  +  «'"»)*• 
Nimmt  man  hierzu  das  zweite  System  2),  so  erhält  man  die  Constanz 

der  Summe  der  Coefficienten  in  der  Gleichung  für  Plancoordinaten. 
19.    Die  Gleichung  des  Centrums  ist  (lO): 

«l"l  +  «2"a  +  «3W3  =  0. 

Seine  Coordinaten  sind  demnach 

Xk^    —r- — . 

«1  +  «2  +  "3 

Da  nun  der  Nenner  dieses  Ausdrucks  für  alle  sich  selbst  conjugirten 
Dreiecke  beständig  bleibt,  ferner  auch  die  Zahl  der  positiven  Uk  sich  nicht 
ändert,  so  zerfallen  die  centralen  Kegelschnitte  in  zwei  Gruppen:  in  der 
einen  Gruppe  liegt  in  Bezug  auf  alle  sich  selbst  conjugirten  Dreiecke  du 
Centrum  in  einem  der  drei  unbegrenzten  äusseren  Winkelfelder  des  Azen- 
dreiecks;  in  der  andern  Gruppe  liegt  er  in  einem  der  drei  Felder,  welche 
durch  eine  Axe  und  die  Verlängerungen  der  beiden  anderen  begrenzt 
werden. 

Bezeichnet  man  mit  Cj^  ^^^  Coordinnten  des  Centrnms ,  so  lassen  sich 
die  Gleichungen  eines  Kegelschnittes  demnach  auf  die  Formen  bringen: 

und 

die  so  reducirten  Gleichungen  gehen  bei  der  Transformation  für  andere  sich 
selbst  conjugirte  Dreiecke  ohne  Aufnahme  von  Erweiterungscoefficienten 
in  Gleichungen  derselben  Form  in  Bezug  auf  das  neue  System  Über. 

Lässt  man  nun  das  Centrum  mit  A%  zusammenfallen ,  so  bleibt  bei  der 
ersten  Gruppe  das  Verhältniss  der  (verschwindenden)  Coordinaten  c{ic^  p<>' 
sitiv;  die  Gleichung  gewinnt  demnach  die  Form 

<*i^i^  +  ««V=l- 
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'^.^^^>'i^^./v<'^v>>^^>'.^^^./ 


'■-^^i^^•^.^•^^r^^^^^rf 


Bei   der  zweiten   Gruppe   bleibt  das  VerhältnisB  c^ :  c^  negativ  und  die 
Gleichung  erhält  die  Form 

Die  Kriterien  in  (17)  und  (19)  bestimmen  die  Carve  als  Parabel,  El- 
lipse  oder  Hyperbel. 

Rückt  ^3  ins  Unendliche ,  so  geht  Aj  A^  durch^s  Centrum ,  wird  Dia- 
meter. Bei  der  Ellipise  liegt  das  Centrum  auf  derselben  Seite  von^^  und  A^ 
bei  der  Hyperbel  werden  A^  und  A^  dnrch^s  Centrum  getrennt.  Im  ersten 
Falle  haben  c^  und  c^  entgegengesetzte,  im  letzten  Falle  gleiche  (positive) 
Vorzeichen. 

Die  Gleichung  für  Plancoordinaten  nimmt  hiernach  die  Formen  an: 

für  Ellipse :  a^ v^  —  a^  »g*  =  1 , 
für  Hyperbel:   a^v^'\' a^f>^^  1.* 

20.  Die  Bedingung  dafür,  dass  zwei  Dreiecke  für  einen  und  denselben 
Kegelschnitt  sich  selbst  conjugirt  sind,  läsat  sich  wie  folgt  ausdrücken: 

Es  seien  x\x' i^x" ^  die  Coordinaten  der  Ecken,  Uku'ku"k  die  der 
Seiten  des  einen  Dreiecks  in  Bezug  auf  das  andere.  Der  beiden  Dreiecken 
zugehörige  Kegelschnitt  habe  auf  das  zum  Axendreieck  gewählte  Dreieck 
die  Gleichungen : 

oder 

«1  ''i^  +  «2  "2*  +  «3  «3  ^  =  0. 
Dann  ist  nothwendig  und  ausreichend,  dass  die  Polare  von  x\  durch 
x'k  und  x"ky  und  die  von  x*ig  durch  x*"k  geht;  es  muss  demnach  das  Sy- 
stem gelten: 

a^x^x  ^  +  a^x^x  ^  +  a^x^x  3  =  0, 

a^x^x    jL  +  ^^2^2^    2 +  ^3»''^ 3^    3  =  0, 
a^x  ^x   j  +  «jX  ^x   2  +  «30:  3.T   3  =  0. 

Hieraus  erhält  man  die  gesuchte  Bedingung  in  Form  einer  verschwin- 
denden Determinante : 


*     tt 


X  t,X 


fr 


ttt 


// 


2 

lt9 


t  ff 

XsX  3 


// 


tff 


X   Y^     l      X  2^'     i    X  ^X    3 

iff       »  ftf       t 

X    2X  ^      X    ^xz 


f/t 


X     j«! 


=  0. 


Aehnlich  findet  man  die  gleichwerthige  Bedingung: 

f    ff         f    ff         f    ff 


ff      »ff  /f      tff  'f      ftf 

ti   |I/     j      U   ^U    ^     Xi   %U     3 

iif      f  tff      f  ftf      f 


=  0. 


*  Die  Gleichungen,  welche  auf  ein  zweiaxiges  Sj^stem  bezogen  sind,  dessen 
Axen  and  Punkte  auf  einem  Diameter  so  liegen,  dass  sie  durch  die  Enden  des  Dia- 
meters harmonisch  getrennt  werden  and  dessen  Axen  dem  conjugirten  Dinmeter  pa- 
rallel sind,  lassen  ebenso  fruchtbare  Untersuchungen  su,  wie  die  auf  coujugirte  Dia- 
meter bezogenen  Gleichnngen  in  Punktcoordinaten. 

29* 
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21.  Lehrsatz:  Sind  zwei  Dreiecke  für  einen  Kegelschnitt 
sich  selbst  conjugirt,  so  sind  sie  beide  einem  Kegelschnitte 
eingeschrieben  und  einem  Kegelschnitte  umschrieben. 

Jeder  dem  Axendreieck  umschriebene  oder  eingeschriebene  Kegel- 
schnitt hat  die  Gleichung 

beziehentlich 

«1«  «1  ^2  +  «28  "«  "8  +  «31  »'8  «^1  =  ^• 

Sollen  X  kx\x" k  in  einem  solchen  Kegelschnitt  Hegen,  beziehentlich 
u\u'ku"k  einen  solchen  Kegelschnitt  berühren,  so  muss  das  Sjstem  er- 
füllt sein : 

ÄJ2  x\  x\  +  «23  x\  x\  +  fljj  x\  a?!  =  0 , 

fljjO:   ^X  ,  +  «28^  a^  3  +  ^81*  8^   1  =  0, 
fllgX    ^X    2  +  ^233:     2^     8+^81*     8*    1=0, 

beziehentlich 

«1«  ^\  "'2  +  «28  «'2  ^\  +  «81  ^\  "'1  =  0, 

«12«  1«   2+«2s"   2«^  8 +  «81«  8"   1=0, 

«12«    1«     2 +«23«    2«    8+ «81«    8«    1=0- 

Hieraus  folgt  als  Bedingung  dafür,  dass  drei  Punkte  in  einem  nm  das 
Axendreieck  beschriebenen  Kegelschnitt  liegen,  beziehentlich  dafür,  das« 
drei  Gerade  einen  dem  Axendreieck  eingeschriebenen  Kegelschnitt  berüh- 
ren,  das  Verschwinden  der  Determinante: 


3ü     I  M/    O 


•n 


X 


2 

/// 


X^X^        X^X^ 

It        tt  It       tt 

X   ^X   3     X   3a?  j 


X 


f'l 


Jf* 


'9t 


§tt 


fX    z  X   ^x   i 


=  0, 


«', «', 

«'»«'5 

W3«i 

u  1«, 

U  2«  3 

*t     // 
M  3"   1 

'  1«  » 

U    2«    8 

«*   3«    1 

=  0. 


Diese  beiden  Determinanten  sind  Glied  für  Glied  den  unter  (tl)  an- 
geführten gleich ,  wie  sich  leicht  nachweisen  läset. 

22.  Lehrsatz:  Gruppirt  man  sechs  Punkte  eines  Kegelschnitts  iQ 
zwei  Dreiecken ,  so  lässt  sich  stets  ein  und  nur  ein  Kegelschnitt  findeo, 
für  welchen  beide  Dreiecke  sich  selbst  conjugirt  sind.  Gruppirt  man  sechs 
Tangenten  eines  Kegelschnittes  zu  zwei  Dreiecken ,  so  lAsst  sich  stets  ein 
und  nur  ein  Kegelschnitt  finden^  für  welchen  beide  Dreiecke  sich  selbst 
conjugirt  sind. 

Beweis:  Zum  Beweise  des  ersten  Theiles  beziehe  man  die  drei 
Punkte  der  einen  Gruppe  x\x"kx'\  auf  das  aus  den  Punkten  der  andern 
gebildete  Dreieck;  dann  annuUiren  die  x\x\x"*\i  die  erste  Determinante 
in  (21) ,  mithin  auch  die  erste  Determinante  in  (20). 

Gesetzt ,  es  sei 

^1  ^1*  +  «2**2*  +  ''3  J^3^  =  0 
die  Gleichung  des  beiden  Dreiecken  conjugirten  Kegelschnittes,  so  müssen 

(21)  die  Gleichungen  erfüllt  werden: 

«1  x\  x\  -+-  a^  x\  x\  +  a^x\x"z  =  0 , 

tf        '»'       I  *t        »tt        ^  »r        ttt  Ä 

a^x  ^x   ^  +  a^x^x   ^-^a^x  zx  8  =  0, 

ftr        t        .  ///        '       I  »tt        t  ^ 

«1*    i^i  +  <»2^    ^x^-f-azx    30^3=0. 
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".^     *  -  -X     X  « 


^^••-^••^■^•'•^••/^^v-^w^^^'^^s^^w^^^.*^ 


Dieses  System  ist  erfüllbar,  da  die  Determinante  verschwindet;  aus 
irgend  zweien  der  drei  Gleichungen  folgt  dann  das  Verhältniss 

eindeutig,  q.  e.  d. 

Ebenso  erfolgt  der  Beweis  des  zweiten  Theiles. 

23.     Beweis  des  Pascal*schen  Satzes. 

Liegen  die  drei  Punkte,  In  welchen  sich  die  gegenüberliegenden  Sei- 
tenpaare eines  Sechsecks  schneiden ,  in  einer  Geraden ,  so  ist  das  Sechseck 
einem  Kegelschnitt  eingeschrieben. 

Das  Sechseck  sei  P^U^P^n^PzIlzi  seine  Gegenseitenpaare  sind  als- 
dann: 

PiTZj  und   HgPs, 

n^P^  und  PsTZs, 
PjHg  und  n^P^. 
Man  beziehe  P^  P^  Pz  auf  das   Axendreieck   U^  11^  Ha;  haben  dann 
P^P^Pz  die  Coordinaten  x\,  x\^  x'k,  so  sind  die  Gleichnngen  der  Seiten 
des  Sechsecks:  . 

(Pi  ili)  =  x'^ar^  —  x\xs  =  0 ,     (27, P3)  ^ x'^^x^  —  x'\xz  =  0, 
(77iP,)  ^  x^aJ?,  —  x\xz  =  0,     (Ps^s)  ^  ^'"2^1  —  x''\x^=0, 
(Pgilg)  =  j?"ifl?8—  jp",«!  =  0,     (773P1)  =  ^'i«"»  — «'2^1  =  Ö- 
Es  müssen  sich  nach  der  Voraussetzung  des  Satzes  sechs  Coefficienten 
kl\  ftf(',  vv  so  bestimmen  lassen,  dass 

i  (P^  JIi)  +  A' (JJ^Ps)  =  »*  (i», öl)  +  »*' (P$  ns)  =  V  (P,  17,)  +  v' (iJj Pi)- 
Hieraus  folgen  die  Gleichungen: 

X    3A   c=  x     gfi  =5  —  X  zV  —  iCjV, 

#    «  ff  fff       f  »       t 

073^  =  0/   3|Li — X     ifi=^xV, 

ajjA  +  o;   jA  =a:  2fi  =  —  x  ^v. 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

Dann  bleiben  die  drei  Gleichungen  übrig : 

/»/  ,f        tft     t 

X    z^  —  ^    2^* 

xz^  —xzv^  +  x   j^  =0, 

/       ,         I  ff*        ^f  tt  /v 

^2^  +  *!^  — ^2f*  ^^^* 

Der  Verein  derselben  wird  bedingt  durch  das  Verschwinden  der  De- 
terminante : 

0         —X 

f    ff 
X  z^  % 


=0, 
=0, 


0 


X    3 


»tf 


9 


/      9 
X  2X  z 


fff 
X    3 


f 
Xz 
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0 


ff 

*  1 

ff 

—  a?  3 
ff 

—  X 


0 


X 


»tl 


t 


=  0. 
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f.j'^^.^s^^.^j-^.^^^'t  -^  ^  ■»  »-^^rfv^v-v.^N/«,*~~'«'-«^-»--'-'»"v^- 


Man  mnltiplicire  die  erste  Colonne  mit  x\^  die  dritte  mit  x'' ^^  sabtra- 

/// 

Lire  die  erste  Zeile  vou  der  zweiten ,  subtrahire  hierauf  die  mit  —tjt  multi- 

plicirte  erste  Zeile  von  der  letzten  Zeile  nnd  mnltiplicire  die  nan  entstan- 
dene letzte  Colonne  mit  x"%.  In  der  zweiten  Colonne  der  resnltirenden 
Determinante  sind  alle  Glieder  ausser  dem  ersten  Null,  nnd  die  Determi- 
nante verschwindet  also  für 


ff  0f            ff  'ff            ttt 

X  ^X  ^  X   yX  ^  (T     |9    2 

/      /  ff      ff  ftt      t*t 

X^Xz  ^  2^  3  ^    8^    3 

'   ^f  f*      I*  »'»    ^^ff 

OT  3*C  I  X   %X   y^  X    ^X    ^ 


=  0, 


q^.  e.  d. 

Nimmt  man  nun  an,  der  directe  Pascal 'sehe  Satz  gälte  für  irgend 
ein  eingeschriebenes  Sechseck  nicht,  so  gruppire  man  dessen  Ecken  zu  den 
beiden  Dreiecken  und  verfah^re  ganz  wie  oben.  Dann  kann  der  Verein  der 
Gleichungen  für  W\  fifi',  vv  nicht  zusammen  bestehen,  oder,  da  v  nnd  / 
immer  nach  den  dort  bezeichneten  Formeln  gewählt  werden  können,  so 
kann  der  Verein  der  vier  Gleichungen  für  AA'  und  ^^  nicht  bestehen,  mithin 
kann  die  am  Schluss  angeführte  Determinante  nicht  verschwinden ;  das  ist 
aber  ein  Widerspruch  gegen  die  Voraussetzung,  dass  das  Sechseck  einem 
Kegelschnitte  eingeschrieben  sein  soll. 

Der  Beweis  für  den  Brianchon'schen  Satz  verfolgt  genau  den- 
selben Gang. 


XVII. 
lieber  die  lineare  Differentialgleichung  m^  Ordnung: 


^  K  +  ^«*)  •^"'~''  y<"-"'>  = 

Von 

Dr.  R.  Most  in  Stettin. 


Betrachtungen  Über  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Integrale  linearer 
Differentialgleichungen  hat  Fuchs*  angestellt;  bezeichnet  man  mit /'ganze 
Functionen  nach  Xy  so  sind  die  Nullpunkte  der  Function  f^  in  der  Oleich* 
ung: 

/oi^<"^+/;y^— *>  +  .  .+/*ny  =  o. 

die  singulSren  Punkte  des  Integrals  y\  nennt  man  dieselben  a,  so  giebt  es 
nach  Fuchs  für  jeden  Punkt  a  m  particulXre  fntegrale  von  der  Form 

{x  —  a)^  ,  q>  {x  —  a) , 
wo  q>  eine  in  der  Umgebung  von  a  eindeutige  Function  ist,  so  dass  es  mög- 
lieh ist,  die  Function  y  um  jeden  singulären  Punkt  herumzuführen;  die 
Orössen  l  ergeben  sich  dabei  als  die  Wurzeln  einer  Gleichung  m\^^  Grades. 
Fallen  mehrere  der  Wurzeln  X  zusammen,  so  hat  Fuchs  gezeigt,  dass  die 
ausfallenden  Integrale  durch  neue  Formen,  welche  log{x — a)  enthalten,  er- 
setzt werden  können.  Es  soll  zunächst  unten  gezeigt  werden,  dass  es  eine 
allgemeine  Methode  giebt,  nach  der  die  neuen  Integrale  zu  bestimmen  sind, 
wenn  unter  beliebigen  Integralen  ^(Xj;  Ag,  A,.^),  F{X^]  A|,  k^.x)  etc.  meh- 
rere dadurch  gleich  werden,  dass  At^^A^^:...  etc.  wird.  Diese  allgemeine 
Methode  ist  wie  für  die  meisten  linearen  Differentialgleichungen,  so  beson- 
ders für  die  vorliegende  Gleichung  1)  bedeutungsvoll,  da  es  sich  zeigen 
wird,  dass  die  Fundamentalgrössen,  aus  denen  die  Integrale  gebildet  wer- 
den, die  Wurzeln  zweier  Gleichungen  w**"  Grades  sind.  Neben  der  Gleich- 
heit der  Fundamentalgrössen  ist  auch  noch  der  Fall  berücksichtigt  worden. 


*   Borchardt,  Bd.66  8. 134. 
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dass  ihre  Differenzen  ganze  Zahlen  werden;  sonst  sind  nur  noch  die  ein- 
flussreichen  Bedingungen 

aj,=aj=...=a^_i=0  oder  6^=6,  =  ...=fe^_i  =  0 
in  Rechnung  gezogen,  alle  weiteren  Specialimtersuchungen  aber  zu  Gunsten 
der  Uebersichtlichkeit  verschoben  worden. 

Folgende  drei  Formen  sind  für  die  particulären  Integrale  in  Anwen- 
dung gekommen : 

1.  Reihen:  Wie  sich  schon  aus  der  Gestalt  der  Gleichung 

2)  («0  +  *o*)  *•"  ^ +  («.  + 6.  *)  ^"- '  ^^ +  •••  +  (««  + ftma:)  y  =  0 

vermuthen  lässt,  sind  die  Reihen  nur  für  die  singnlSren  Punkte  Null  und 
Unendlich  von  einfacherer  Gestalt;  sie  erscheinen  für  diese  Punkte  als 
hypergeometrische  Reihen  m^"  Ordnung,  wenn  man  das  Binomium  als  eine 
solche  Reihe  l^^*^  Ordnung  und  die  gewöhnliche  hypergeometrische  Reihe 
als  die  2^®*^  Ordnung  zählt.  Von  der  Entwickelnng  der  Reihen  für  den  drit- 
ten singulären  Punkt  jp  =  —  -^  habe  ich  Abstand  genommen ,  da  die  CoefB- 

cienten  derselben,  wie  sich  aus  den  bestimmten  Integralen  entnehmen  lässt, 
aus  Functionen  gebildet  sind ,  welche  man  aus  hypergeometrischen  Reihen 
i7i^<^^ Ordnung  dadurch  erhält,  dass  man  die  Variable  der  Einheit  gleich  setzt; 
für  die  hypergeometrischen  Reihen  2*^'^  Ordnung  entstehen  dadurch  keine 
Schwierigkeiten,  da  sich  F(cc^ß^y^l)  bekanntlich  durch  Gammafunctionen 
ausdrücken  lässt ;  für  hypergeometrische  Reihen  höherer  Ordnung  ist  mir 
das  aber  nur  in  ganz  besonderen  Fällen  gelungen. 

2.  Bestimmte  Integrale:  Bei  denselben  entstehen  verschiedene  For- 
men, je  nachdem  a,  und  6^  von  Null  verschieden  sind  oder  eine  der  Be- 
dingungen 

«0=  . . .  a,._i  =  0  und  6q=  .,,  6,._i  =  0 

eintritt;  in  allen  Fällen  aber  erscheinen  die  Integrale  als  m — 1  «fache. 
Eine  genauere  Discussion  eines  derselben,  in  Analogie  dessen,  auf  welches 
Riemann*  bei  der  Differentialgleichung  2^^**  Ordnung  hingewiesen  und  wel- 
ches Thomae**  eingehend  betrachtet  hat,  scheint  für  eine  selbstständige 
Untersuchung  geeigneter. 

3.  Bestimmte  Differentiale:  In  dieser  Weise  glaube  ich  die  Differen- 
tiale einer  Function  ^(t/o;)  nach  t/,  für  welche  u  nach  der  Ausführung  der 
Differentiationen  einen  bestimmten  Werth  erhält,  bezeichnen  zu  dürfen ; 
wird  das  bestimmte  Integral  als  Rechnungsoperation  genommen,  so  liegt  di^ 
Analogie  auf  der  Hand.  Zu  einer  umfangreichen  Benutzung  dieser  Formoo 
bedarf  es  allerdings  noch  einer  sicher  gegründeten  Theorie  complexer  Dif- 


*   Riemann:   Ueter  die  durch  die  G  a  a  s  s  *  sehe  Reihe  darstellbaren  Fanciio 
neu ,  S.  20. 

**   S  c li  1  ö  rn  il  c h  's  Zeitschrift,  14.  Jahrg.  8.  48. 
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ferentialquotienten.  Auch  die  bestimmten  Differentiale  treten  hier  als 
m — 1- fache  auf. 

Von  einer  Darstellung  der  Function  y  durch  Tielfache  oder  allgemei- 
ner durch  coropleze  Differentiale  nach  x  nehme  ich  Abstand,  einerseits, 
weil  Malmst^n  *  die  Methode  ToHständtg  angegeben  hat,  nach  der  die 
so  gestalteten  Integrale  der  Gleichung 2)  gefunden  werden  können,  anderer- 
seits, weil  für  die  tibersichtliche  Aufstellung  des  allgemeinen  Integrals, 
welches  noch  der  Arbeit  Malmst^n's  hinzuzufügen  wäre,  die  2m  Fun- 
damentalcotistanten  nicht  geeignet  erscheinen. 

Von  besonderem  Nutzen  in  den  nachstehenden  Betrachtungen  zeigt 
sich  die  Umformung  der  Gleichung  2)  in  eine  Form,  wie  sie  Riemann  für 
den  Fall  m=:2  aufgestellt  hat**;  übrigens  hat  schon  Malmstin  auf  den 
Zusammenhang  der  beiden  Formen  hingewiesen***,  indess  dabei  das  Wesen 
der  auftretenden  Constanten  nicht  richtig  erkannt;  es  sind,  wie  sich  zeigen 
wird,  negative  FacultätencoefEicienten. 


Es  seien  /'(A,  ,(r),  F(X,,a')  Integrale  einer  Gleichung: 

WO  einlntegrnl  ausfällt,  weil  A|  =  ilt  ist;  man  denke  sich  die  Constanten  der 
Functionen  f  um  Weniges  verändert,  wodurch  dieselben  in  f  übergehen, 
so  werden  die  Grössen  X,  und  A,  noch  nicht  zusammenfallen.  Da  nunjP(A.|,rr) 
und  FiJ^^x)  Integrale  sind,  so  muss 

r.w  - — ^ — + ...  +/.  w'-<y5^>=. 

sein ;  lässt  man  die  Functionen  f[  stetig  in  die  Functionen  f  übergeben ,  so 

Fix  \  —  Fix.  ^         dF(X  ^ 

geht  — ^^ in  —  ;j  —  über;  fallen  drei  Grössen  A|,  iL,,  A,  zusam- 

Xf  -~  X\  dXi 

d^  Fix ) 

men,  so  kommt  man  entsprechend  zu  dem  Integral  —  y'  etc.  Werden 
also  r  Wurzeln  X  bei  Integralen  e^*  oder  (x— a)^  gleich,  so  sind 

und  andererseits 

(j?  —  ö)^  log  (o?  —  a) ,  {x  —  a)^  lo^  (a?  —  r»)  . . .  (a:  —  a)^  log^~^  {x  —  a) 

die  neuen  Integrale. 

Complicirter  wird  aber  die  Ableitung,  wenn  das  particuläre  Integral 
nicht  nur  das  eine  charakterisirende  A^,  sondern  auch  die  übrigen  Aa,A»...A^ 


*   Grelle,  Bd.  39  S.  99. 
••  A.  a.  O.  8. 19. 
•••  Grelle,  Bd. 39  8.  107. 
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f-^^-^-^^^^'^^j       ^     t     W'".^^»'*'^  —       ^^^■^       r^^^^^-^^^^^^^^^»' 


d.  h.  diejenigen  X  in  if,  A,  ...  ^,  welche  X^l  nicht  sind,  enthält;  0ollenMie 
letzteren  Grössen  das  Integral  nicht  charakterisiren,  so  mnss  innerhalb  des* 
selben  ^(A^;  X^,  A»  ...  l^  ihre  Vertanschang  möglich   sein,  d.  h.  das  In 
tegral  mass  in  Bezug  auf  A«,  A5...Af  symmetrisch  sein.     Man  übersieht 
nun,  dass  die  Differentialquotienten 

rdy  F{\^ ;  Ig  ...  Ag)i      rrfy  F(A„;  a«  ...  a^)-] 

L        ^"  rfAP"  Jx'     L  rfA?rfAr...rfA''    Ji' 

wo  das  zur  Klammer  gesetzte  Zeichen  bedeuten  soll,  dass  nach  der  Diffe- 
rentiation alle  Grössen  A| ,  Af  . . .  Ar  den  gemeinschaftlichen  Werth  A,  anneh- 
men, unverändert  bleiben,  welche  Werthe  aus  A|,At...Ar  die  Grössen 
A^i  A«  ...  A,  auch  annehmen,  wenn  es  nur  verschiedene  sind.    Seist  man: 

A«  =  A  +  c^ ,  A«=5  X  +  f«  . . .  Ay  =  A  +  f^, 
80  ist: 

f (..,....  i,)=(*'i+[l£]..+ [J£]2'., 


f 


X 


X 


l\ 


+ 


[rf-üdÄTdi;]  2'''"'" 


wo  zu  allen  eckigen  Klammern  A  gehört  und  die  Grössen  x^  y^  s...  alle  mög- 
lichen Combinationen  ohne  Wiederholung  aus  den  Elementen  a,  h,.,q  durch- 
zumachen haben.  Lässt  man  a  der  Reihe  nach  die  Werthe  1,  2...r  annehmen, 
so  erhält  mau  die  r  Integrale,  welche  mit  iP(Ai),  F(}^) ...  F(kr)  bezeichnet 
werden  sollen.  Die  Integrale  werden  sämmtlich  aus  dem  ersten  gebildet, 
indem  man  die  Indices  desselben  um  1,  sodann  um  2,  endlich  um  r  — 1  er- 
höht, wobei  fi  als  Erhöhung  von  tr  anzusehen  ist;  jedes  Integral  kann  also 
auch  ans  dem  vorhergehenden  gebildet  werden,  indem  man  die  Indices  des- 
selben um  1  erhöht.  Da  sich  die  Differentialqnotienten  der  rechten  Seite  in 
der  Gleichung  3)  durch  Erhöhung  der  Indices ,  wie  oben  bemerkt  wurde, 
nicht  ändern,  so  sollen  dieselben  bei  der  Erhöhung  der  Indices  unberührt 
bleiben  und  als  nach  dem  ersten  Integral  F(A|;  A,...Ar)  bestimmt  angesehen 
werden.  Denkt  man  sich  nun  in  dieser  Weise  die  r  Integrale  nach  der 
Gleichung  3)  hingeschrieben,  so  gehen  sie  alle  für  €|=e,=  ...  «^  =  0  io 
/'(A)  =  [F\i  über,  wodurch  das  erste  neue  Integral  erbalten  ist.  —  Subtra- 


+ 
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birt  man  Dnn  je  zwei  aufeinander  folgende  der  r  Gleichungen,  so  wird  sich 
zeigen,  dasa  der  Ausdruck  der  rechten  Seite  der  neuen  r— 1  Gleichungen 
je  den  Factor  Sr — e«  enthält,  so  dass  sich  ergiebt: 

In  entsprechender  Weise  denke  man  sich  durch  Erhöhung  der  Indiees 
die  übrigen  Ausdrücke  ^i(At,  is)  ...  ^|(Xr— i,  Ar)  gebildet.  Dieselben  sind 
Integrale  der  Differentialgleichung  /"oi^('"^+ •••/^iii^='0;  lässt  man  die 
Functionen  /^  in  /  Übergehen ,  so  wird  f|  =e,=3 .. .  er=0;  man  erhält  also 

-7--   —    -TT-  I  als  das  zweite  neue  Integral.    Nun  bilde  man  entsprechend: 

fff  (A,,  A,,  A3;= — 

f  I  —  f3 

und  die  dazu  gehörigen  Ausdrücke 

^2(^2»  A3,  A4)  etc., 
so  erhält  man  durch  ff  =:  . . .  C;.  =  0  das  dritte  neue  Integral : 

'  Ua,*J      L^A,  rfAj^UAjrfAsJ      ^Las'J' 
und  ebenso  aus  ^3  (Ai . . .  AJ  das  vierte  neue  Integral : 

2.3Ua,*J      *UA,*rfAj       *UAidA,«J      2,3  Ua,"»] 

r       <PF      1       2  r    (PF    1 

Uai  dAt  rfAaJ      1.2  LdAa'dAsJ 

r       <PF      1 

Schreitet  man  in  derselben  Weise  fort  durch  Differenzenbildung  und 
Division  der  jeweiligen  ersten  Differenz  mit 

80  erhält  man  r  Integrale  von  der  allgemeinen  Form : 

^  Il{a+b+  ... /r) 

4)  ^(-1)«+»+...*   jj(^)  jj(a)  /I«(v,)  ...  n(k)  n^^ivk) 

.     r  d^ 1* 


+ 


wo 


77(0)  =1  und  für  ganze  Zahlen  7I(f*)  =  l .  2  . . .  fi.   Ferner  71*  (w)  =  [7I(i>k)]*. 


432  Ueber  die  lineare  Differontialgleichang  etc. 

die  auf  einander  folgenden  Grössen  ana  X^^  Xg ,.,  Ir  bedeuten  and 

fi ,  Vj ,  V,  . . .  VA ,  a ,  6  . . .  A: 
alle  möglieben  ganzen  positiven  Wertbe  mit  Einscblnss  der  Null  anuebmen 
müssen,  welche  der  Bedingungsgleicbang 

ft  +  öv,  +  Z>v,  +  ...  kvtc  =  s 
entsprechen.   Für  das  letzte  Integral  ist  f=:r-^l. 

Der  Factor 

1 

rübrt  von  der  erweiterten  Taylor'scben  Reibe  ber;  es  ist  also  nocb  zn 
zeigen,  dass  durcb  die  oben  angedeutete Recbnungsoperation  des  alterniren- 
den  Subtrabirens  und  Dividirens  die  übrigen  Facto ren  hinzutreten  mfissen, 
d.  b.  es  muss  für 

277Tr 
WO  \ 

a^  b  ,,,  ky  lüy  vx  ,,,  Vk 
unverändert  bleiben , 

a+1  ...  or+ö»  i^+l  •   •  Jt+i  ••.  «  +  A: 
alle  möglichen  Wertbe  ohne  Wiederholung  aus  den  Elementen  2,  3  ...  r  an- 
nehmen , 

^^(p   E      f-i-f-n^-*-^-*--»^  nia  +  b  +  ...k) 

*.(n,^...^.)-C     IJ  77(a)/7(6)...n(Ä) 

Bein,  wenn 

etc.  ist. 

Zunächst  ergiebt  sich  für  den  einfachsten  Ausdruck  tp^'^^c,': 

WO  ^j  und  fif  alle  möglichen  positiven  ganzen  Zahlen,  mit  Einscbluss  der 
Null;  werden,  welche  der  Bedingung 

^i  +  ^t  =  *— i 
gentigen;  darnach  ist: 

V.^^.e.'*,^  V..^,.«.  ^^W''.=-2 
also  schliesslich 

und  somit 
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0  ^  (f  f  +  » > .  fs^l)  —  (g,  +  . . .  O  _  j 

Da  nnn  offenbar 

ist,  wo  die  Summenausdrücke  anf  der  rechten  Seite  Grössen  darstellen, 
welche  bei  der  Erhöhung  aller  Indices  nm  1  unverändert  bleiben,  so  sieht 
man,  dass  bei  dem  Fortschreiten  zu  höheren  i^«  die  ersten  Glieder  ver- 
schwinden müssen,  da  der  Exponent  von  e,  in  ihnen  niedriger  ist,  als  im 
letzten  Giiede;  ^*2v  ^°^  ^V  -ftr  werden  also  je  dem  Coefficienten  des  letz- 
ten Gliedes  gleich,  so  dass  es  genügt,  die  Aufmerksamkeit  auf  diesen  zu 
richten:  Formt  man  tffj^  in  derselben  Weise ,  wie  die  Ausdrücke  ^gS  '^o 
um,  so  erhält  man:  * 

..-'•  1^,* = 2'  - ""  2^^-  «''•2'  *"^i  -  •  '•  -  *."*2'  «S 

l..,r  l,.-r  1-..r  l...r 


V 


Ö)  l...r 

...+2..'.+''.2«?+lf+.+    - 

l...r 


^     ^  iZ(fl)...iZ(Ä)    ' 

wo  der  Strich  andeutet,  dass  das  dadurch  bezeichnete  Element  in  der  Sum- 
mengrösse  des  Ausdrucks  5)  fehlt.  Durch  Induction  Überzeugt  man  sich  von 
der  Richtigkeit  des  Endgliedes.    Es  sei : 

«l'"''V'ü*(«+0=^(fa+l    •    •   fa  +  a+ir'.-.C^lc+l    ...  ^H  +  kY" 

2  ..r 

die  auf  der  rechten  Seite  auftretenden  Summenausdrücke  können  nach 
Gleichung  6)  umgeformt  werden  und  geben  dann  einen  Endausdruck  mit 
der  Potenz  f,(«+^)*'i +**'«+ ••.*^*,  zu  der  folgende  Coefficientensumme  gehört: 

''■77(<i+i)n(6-i) ...  n{k)'^''''^n(^:+i)n{b) ...  77(*-i)J 

~^      '  77(«+l)i7(6)...7I(A)' 
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Entsprechend   ist  der  Ausdruck  fj""**  ij'o*"*"'   ^u  behandeln,    wo  unter  das 
Summenzeichen  der  Gleichung  5)  noch  ein  Element  f^^  tritt. 
Hat  nun  das  erste  der  r  gleichen  Integrale  die  Form 

so  werden  die  r  neuen  Integrale  folgende: 
(a?  —  a)*  [gp,  +  log  {x  —  a)  q>] 


7) 


{X  -  a)^  I  9r  -1  +  log  {X  —  a)  (fr  ^2  +  JjT-:  W  (*  —  ö)  Vr-3  +  • .  . 


77(2) 

•  •  •  +  Tt^;^:^ '^^'"^^  (^ ""  ^)  ^» 


wo  (p«  allgemein  aus  dem  Ausdruck  4)  erhalten  wird ,  indem  man  q)  an  die 
Stelle  von  F  setzt.  Es  zeigt  sich  also,  dass  nicht  nur  die  zu  den  höchsten 
Potenzen  von  log  {x  —  a)  gehörigen  9?  in  allen  r  Integralen ,  wie  schon 
Fuchs  bemerkt  hat*,  unter  einander  gleich  sind,  sondern  auch  die  zu  den 
nächst  höheren  Potenzen  gehörigen  und  ebenso  die  darauffolgenden  u.  s.  w. 
—  Uebrigens  hat  Borchardt**  schon  einmal  die  zweite  Form 

dF        dF 

bei  zwpi  zusammenfallenden  Integralen  in  Anwendung  gebracht,  um  ein 
von  Spitzer  gegebenes  Integral  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
abzuleiten. 

n. 

Um  der  Gleichung  2)  die  von  Riemanu  bei  der  Differentialgleichnng 
zweiter  Ordnung  gebrauchte  Form  zu  geben  und  um  Gleichungen  der  nenen 
Form  in  die  alte  Form  2]  zu  verwandeln,  gebraucht  man  folgende  Formeln: 

da"      (d.logxy        *    (ff.%  ar)«-»  ^    "   (dJogxY~'^^ '" 

8)  •  ^      /  d.logx 


{dJogxY        "da?"        '     *  dai^-^  '  '     '"' dx 

wo  die  Constanten  C  die  Facultätencoefficienten  in  der  von  Schlö milch 

festgestellten  Bezeichnung  sind,  also  die  dk  die  Coefficienten  der  Gleicbnng 


*  Borchardt,  Bd.  60  S.  136  und  Bd.68S.  356. 
•♦Borchardt,  Bd.  57  8.  70  and  81. 
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Bind ,  die  CjT^  aber  die  Form  haben : 

Die  zweite  Gleichung  nnter  8)  ist  es,  welche  Malmstin^  ableiten 
wollte;  er  hielt  aber  die  Coefficienten  für  Summen  ron  Producteoi  die 
durch  Combinationen  mit  Wiederholung  aus  den  ganien  Zahlen  gebildet 
sind.  —  Die  Gleichungen  8)  sind  leicht  durcb  Induction  sn  beweisen,  wenn 
man  sich  auf  die  Beziehungen 

stützt.  **  Uebrigens  wäre  die  zweite  Gleichung  unter  8)  auch  nach  den 
allgemeinen  Gleichungen***  Ober  Differentiation  der  zusammengesetzten 
Functionen  abzuleiten.  —  Mit  Hilfe  der  ersten  Gleichung  unter  8)  nimmt 
die  Differentialgleichung  2)  folgende  Form  an : 

WO 

^    ep  =  Cr-^bp~- t-l)PCp«6o. 

Führt  man  Gleichung  9)  mit  Hilfe  der  zweiten  Gleichung  unter  8)  auf 
die  Form  2)  zurück,  so  erhält  man: 

*P  =  ^P+ +Cp-"+Pe,. 

Aus  den  Gleichungen  10  a)  und  10  b)  ergeben  sich  bei  Benutzung  einer 
beliebigen  Variablen  u  noch  folgende  merkwürdige  Beziehungen: 

öo"*"'""^  +  ''i  «"*-*'-*  +. . .+  Arn-  I  «^  '"^  +  «m  =  <'o«^"'  +  ^i  w"*-*  + . . . 
lOc^  •••  +^m-i  w+  <'i«  =  ^o(w— ffi)("— «f)  ...  («  —  ««), 

^^   6^ t/"»!-»  +  6,  «"—»1-1  +  . . .  +  6«,  =  e^u"»  +  e,  ti"-!  +  . . .  +  e„ 

=  ^o("-^.)(«-A)  ...  ("  ~  W; 
die  Wurzeln  et  und  ß  werden  sich  später  als  die  eigentlichen  Fundamental- 
constanten  der  particulären  Integrale  ergeben.  —  Die  Beziehungen  10a), 
b)  und  c)  finden  erklärlicherweise  selbstständig,  unabhängig  von  der  Diffe* 
rentialgleichung,  statt;  so  kann  man  z.  B.  aus  10a)  und  10c)  durch  Deter- 
minantenbeziehungen. 10  b)  ableiten. 

Durch  die  Form  0)  kann  man  die  allgemeine  Differentinigleichung 

1 «)   («0+  ^0^^)  ^"^  0  +  K  +ft,x^)a'»-  1  £^1.^  +...+  (««  +  />«x^)  y=0 


*   Grelle,  Bd.39S.09. 

**   In  Bezug  aaf  die  Grössen  C  siehe  ScblSmilch,  Compendium,  Theil  II 
S.  29  a.  30. 

***   Scblömilch,  Compendiom,  TbeilllS.  5,  Gleichung  5  u.  6. 
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auf  den  einfachen  Fall  (>=:1  zurückführen.    Dieselbe  geht  nach  8}  und  9) 
über  in 

^'''  +  '''>'^'>W^'^^''  +  ''^'^  {dZxr-^  +-+  fa+  e„.^)  y==0; 
setzt  man  a;^s=$,  so  erhält  man  die  Gleichung 

fjm  fj  Am  —  1  |f 

welche  mit  Gleichung  0)   vollkommen  übereinstimmt  und  nur  darin  ab- 
weicht, dass  ihre  Fundamentalconstanten 


Cfl 

«2 

../'"und   ^'  , 

ßf 

ßm 

f 

•  •  • 

Q 

(f 

Q              Q 

(f 

9 

sind  und  dass  an  Stelle  von  d^  und  e^  die  Werthe  von  d^q*^  und  e^Q^  auf- 
treten. 

ni 

Soll  das  Integral  der  Gleichung  2)  in  der  Form 

ll==QO 
«=0 

gegeben  werden,  so  setze  man: 

<P«(a)  =  aoa  +  n)'»l-i  +  a,(A+;i)"-H-^  +  ...+«„_,(A+w)  +  a^, 
also  nach  10c): 

q>n{a)  =  d,{X+n)^  +  d,{X+n)-^-^  +  ...  +  (lm-^x{l  +  n)  +  d^ 
=  (fo(A  +  n— a,)(X+«  — a,)    .     .     .    (A+w— ««); 
bezeichnet  q>n{P)  die  entsprechend  aus  b  oder  e  gebildete  Function,   so  ist: 

^'nC«) 

^     '^    (A-«.  +  l)"M  (A-a,+  i)n|i...  (X~a„+1)«M  W;  ^" 
und 

Bei  der  Ableitung  von  ^„  ist  vorausgesetzt,  dass  ausser  g>o(a)  kein  anderes 
g>  (a)  der  Null  gleich  sei. 

Bezeichnet  man  die  m  particulären  Integrale  mit  y^  1/%-" ym^  so  Ist 
mit  Fortlassung  des  constanten  Factors : 

*  \«ff  — «1  +  1,  «g  — Cff  +  l  •••  «}  — «m  +  l      «0       / 

wenn  man  mit 

die  hypergeometrische  Keihe  m^®**  Ordnung : 
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»  =  00  .-  ,« 


bezeicLnet. 

Entaprechend  ergeben  sieb  m  particuläre  Integrale  nach  ar"^ : 

13)  y,^^/', f(    ;'rf"/'"A7''"r^' /? ^,  =r-'^-0. 

wo  q  alle  Werthe  von  1  bis  m  abnimmt.   Aus  der  Betrachtung  von 

\     ^n   /ji=ao 

ergiebt  sich  über  das  Convergenzgebiet  der  Reihen  Folgendes :  Beschreibt 
man  um  den  Punkt  Null  einen  Kreis ,  dessen  Peripherie  durch  den  aweiten 

singnlären  Punkt  a:  =  — -^  geht,  so  gelten  die  Integrale  12)  innerhalb,  die 

Integrale  13)  ausserhalb  desselben. 

Ist  Äj,  =6,  =  ...  =  6^-1  =  0,  so  erhält  man,  wenn  /?r+i.../3m  die  Wur- 
zeln der  Gleichung: 

M'""''"+Är4.iw'"-'->'>  +  ...  +  ft,„  =  0 
sind,  die  m  Integrale: 

Vof^  — a,  +  l,a,  — «,  +  1  ...  «y-^a,„  +  l      a^      /' 
welche  in  der  ganzen  Ebene  mit  Ausschluss  des  Punktes  Unendlich  gelten. 
Ist  ao  =  <5r,  =...=  ar-ie=!0,  so  erhält  man ,  wenn  ffr -1-1  ...  a,n  die  Wur- 
zeln der  Gleichung: 

arU^-^\^  +  flr+l ««»-'— Jl»  +  . . .  +  a„  =  0, 
die  m  Integrale: 

welche  in  der  ganzen  Ebene  mit  Ansschlnss  des  Punktes  Null  gelten. 

Die  Reihenausdrücke  12)  und  14)  werden  unbrauchbar,  wenn  er  a 

die  in  13)  und  15),  wenn  ßs  —  ßq  eine  negative  ganze  Zahl  wird.  Indess 
bleibt  die  Methode  unverletzt:  Bei  der  Ableitung  der  Integrale  12)  und  14) 
war  vorausgesetzt,  dass  alle  q>(a)  ausser  9?oW  von  Null  verschieden  seien* 
entsprechend  liegt  der  Ableitung  der  Integrale  13)  und  15)  die  Voraus- 
setzung zu  Grunde,  dass  alle  fp(h)  ausser  ip^ip)  von  Null  verschieden  sind. 
Ist  nun  aber  in  den  Reihenausdrücken  12)  und  14)  etwa  97^(0)  =  0,  so  wird: 

und 

^»—\  =  -^5—2  =  ...  =  ^o  =  Oj 
für  das  ausfallende  Integral  ^r,  bei  welchem  a^  — »,=— 5  igt,  erhält  man 
also,  mit  Fortlassung  des  constanten  Factors,  das  neue  Integral 

12a)     y\^a^r-^s^(        «r-l5.  +  ^...cr,~^,  +  .  ^,\ 

\ar— Cf, -f5+ 1  ...  cr^  — a^  +  5  +  1     a^       / 
Zeilschrift  f.  AUlhemalik  q.  Physik,  XV,  6.  30 
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Werden  in  einem  Integral  mehrere  Ausdrücke  €ir—€(sf  ar — ofg  etc.  negative 
ganze  Zahlen ,  so  hat  man  bei  der  Bildung  des  Integrals  12a)  nur  diejenige 
negative  Zahl  zu  berücksichtigen,  welche  den  gröaaten  absoluten  WertbliaL 
Bei  13)  erhält  man  für  das  ausfallende  Integral  ffr «  fttr  welches 

ist  * 

Entsprechend  sind  bei  14)  und  15)  die  ausfallenden  Integrale  in  ersetzen. 

IV. 

Ist  Zi=^(x)  ein  Integral  der  Gleichung 

")  ^•+  ^'"^ (d.logx)"-^  +  ^'  +«'' *) (dl^^--'  +-+(^-'  +«'-")'=•• 
80  ist 

1)  y  ^J{U'-Ä)v{B^u)9  ^[{u^A^xl  du, 

wo  die  Grenzen  des  Integrals  2  Wurzeln  der  Gleichung 

(m— ^y+^  (5-m)^  t|;  [{u-A)  ar]  =  0 
in  Bezug  auf  u  sind ,  ein  Integral  der  Gleichung 

indem  mit  Hilfe  einer  beliebigen  Variablen  u  die  Beziehungen  zwischen  d^  t 
und  /*,  g^  Y,  6  ausgedrückt  werden  durch 

j^x  =("  +  y  +  <5  +  i)(/o«— '  +  /',«"-^+...  +  /«-i). 

9)  (c,  tt)  =  e^  1/"»  +  c,  ti«  -1  + . . .  +  tf  „, 

=  {B--A)  {u  +  y+l)  (ffo«*"-^  +flf.  w'"-'  +  ..-+^m-i); 

2)  ist  y  =  j{u  -  jy  e^-  -  ij;  (-;^) «'  ti 
mit  Grenzen  aus 

ein  Integral  der  Gleichung: 
wo 

ist.  9(<'i«)  =  (y+i-«)(/i«~-'+/"i«"^'+...+/'m-i) 

8)  ist  y=j{u— A)r c-*^" ^ [(m  —  A)] xdu, 

mit  Grenzen  aus 

(m  —  ^)H-i  e'^-« !/;[(«— ^)a:]  =0, 

ein  Integral  der  Gleichung 
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wo 

ist. 

*  Beweis.    1.    Man  setze  in  10)  für  z  den  Werth  ^{x)  ein  und  dann 
{u  —  A)x  an  die  Stelle  von  x]  mnltiplicirt  man  nun  heide  Seiten  mit 

(M-^)r(^ -«)*-! 

und  integrirt  nach  u  zwischen  den  in  1)  angegebenen  Grenzen,  so  hat  man 
auf  der  linken  Seite  die  beiden  Integrale 

J  ^Jlu  -  A)V  {B  -  1/)*"'  11; {u  '^A)xdu 
und 

für  welche  die  Beziehung  gilt: 

f'  {d.logxr-^  +^*  {d.log xr-«  +  •  •  •  +/^-i •'J 

+  "  r  (d.^o:)--'  +  ^'  {d.logs)^  +  • .  •  +  <r«-i  /.J  =  0. 
Da  nun 

dJogx  dJogv 

ist,  so  wird 

d.logx    J  ^  '        ^  '  dfi 

oder  nach  partieller  Integration: 

andererseits  ist 
also 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Differentialgleichung  ein,  so  ergieht  sich : 
rfr=/;  +  (y  +  5  +  l)/;-i,  d,^f,,  rf«  =  (y  +  (J+l)A^i. 

er^\9r  +  {y  +  l)gr^\]{B"Ä),  e^^g^{B^A),  e„.  =  (y+l)  ^„,_,  (i?-«^). 

2.   Man  setze     ^-    in  die  Gleichung  16)  ein,  multiplicire  mit  uV-^^e^"^ 
und  integrire,  so  erhält  man  zu  den  Coefficienten  /gehörig  das  Integral 

und  zu  den  Coefficienten  g  gehörig  das  ad  2)  mit  y  bezeichnete  Integral; 
es  ergiebt  sich: 

80* 
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'  ^  m  ^  ^-^  t 


d  logx      ~    J  du 


<V  ....  .w^.-^,  -         -rf. 


also,  wenn  man  für  J  den  sich  hieraus  ergebenden  Werth  einsetst,  mnss 

rfr  =  -A+(y+l)/;-i 
werden. 

3)    Man  setze   {u-—j4)x   in   die  Gleichung   10)   ein,   multiplicire  mit 

{u  —  Ay  ß'^-"»  und  integrire,  dann  gehört  zu  den  Coefficienten  f  das  ad  3) 

mit  y  bezeichnete  Integral  und  bei  den  Coefficienten  g  tritt  das  Integral 


auf. 

Es  ist 


-~ii^  T=z  I  hi^  J)y+^  eA-^  — ^-^^ ^—  du 

\logx    t/  du 


=  -(y+i)y+-^- 

Setzt  man  den  hieraus  für  J  erhaltenen  Werth  ein ,  so  wird : 

Mit  Hilfe  der  drei  aufgestellten  Theoremata  lässt  sich  nun  die  Diffe- 
rentialgleichung 1)  in  den  drei  verschiedenen  FSllen  durch  bestimmte  In- 
tegrale integriren. 

L   Oq  und  &o  sind  von  Null  verschieden. 

Der  Kürze  wegen  sollen  Differentialgleichungen  f^^**  Ordnung  ^  welche 
die  Form  9)  mit  näher  zu  bezeichnenden  Coefficienten  haben,  durch  Z>*=0 
bezeichnet  werden.  Führt  man  nun  die  Differentialgleichung  2)  in  die 
Form  0)  />"'=:0  mit  den  Coefficienten  d  und  e  über,  so  ist  nach  dem  ersten 
Theorema  dieses  Abschnittes 

y  =  lu-fi^-^  (1  — «y,-«i  f^_^  (ux)  du 

mit  Grenzen  ans 

w-/*»  (1  —  uy^-^i  F^^i  (ux)  =  0 , 

wo  jP^-iC^p)  ein  Integral  der  Gleichung  i>*"~*  =  0  ist,  deren  Coefficienten 

die  Constanten  in  den  Reihen 

M  —  a,  «  —  /?,. 

sind.  Beide  Ausdrücke  stellen  Keihen  (m  —  \)^^  Grades  nach  u  vor,  da 
nach  10c)  und  17)  a,  und  ßi  Wurzeln  resp.  der  Gleichungen  q)(^dju)=0 
und  g)(e,M)=0  sind. 

Bringt  man  nun  Theor.  1  der  Keihe  nach  m  —  I-mal  in  Anwendongi 
so  wird 

TT  [u-fir-^  (1  —  W^)/»r-»r]  f,  (w, .!/,... W„,_i  x)  du^  rfw,...rff/^I  , 

rzzz\ 
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wo  77,  wie  man  wohl  sieht,  als  Prodnctzeichen  gebrancht  ist,  i^i(x)  aber 
ein  Integral  der  Gleichung 

d.  h.  . 

ist. 

Das  pai'tieulSre  Integral  tfm  wird  also  schliesslich 

/r=iii  — i 

wo  die  Grenzen  folgende  sind : 

für  w,  zwei  Wurzeln  aus:  w, ««"/*'  (1  — w,y»~"» 

(«'o  +  ^0  "i  —  «m-l  ^y"  ~  ''«•=  0 , 

(^0  +  ^0  «t  —  Wm-l  iP)/**«  -  «'»  =  0  , 


für  Wm_i  zwei  Wurzeln  aus:  «J;i7'*'^*  (I  —  /^to-i /"*"*"  *""""' 

Bedenkt  man,  dass  Om  und  ^m  jede  beliebige  der  m  Wurzeln  a  und  j3, 
ffr  und  ßr  aber  jede  beliebige  der  m — 1  Wurzeln  et  und  ß,  welche  Om  und  ßm 
nicht  sind,  sein  können,  so  erkennt  man,  dass  der  Ausdruck  18),  abgesehen 

von  den  verschiedenen  Grenzwerthen  0,  1,  oü  und  — ,    [il  (»»)]*  verschie- 

K  ■17 

dene  Integrale  darstellt. 


Entwickelt   man   (rf©  +  ^o^i  —  ^'m-i^y*"""*"  n*^^   Potenzen   von   -^x, 

was  bei  den  Integrationsgrenzen  0  und  1  immer  gestattet  ist,  so  lange* 

modx  <  moä  ^° 

ist,  und  drückt  die  von  0  bis  1  genommenen  Integrale  durch  Gammafunc- 
tionen aus,  so  erhält  man  bis  auf  einen  constanten  Factor  die  Reihen  12)  \ 

entwickelt  ifian  nach  — ~ ,  wozu 

modx  >  mod  ~ 

sein  muss,  so  erhält  man  die  Reihen  13). 

Wird  a|=ort  =  or,,  so  erhält  man  nach  4),  indem  man  der  Kürze  wegen 

do  +  e^Ufti^  ...u^x  =  X 
setzt,  an  Stelle  der  ausfallenden  Integrale  die  dioi  neuen: 


1 
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^^.^Kr^.^%  ^-v.Ä.^'y^j 


WO 


ist. 


t«      /'rr  ,       iri/i...tt|fi(l  —  Mf)    .  .      1 

OJ«»   /  Uhg—^ ^ -du^...duj 
%J                                 ^  Jag=a-i=at 

y,  =  I  o:«»  J  1/  ^^V -^  +  2  Zop ? y '^^  (^"""«) 

—  lo^  (1  — 1/|)  )  rf«i  . . .  <'('m  , 

r=fn.  «=.in—  1 

Für  ^i=i?t=i^s  erhält  man  die  nenen  Formen 
yi  =  U««  /  Fdw,  ...  dUm  , 

y,  =L««  /  F/o^  , — ^rfti,..    rfw«,  , 

WO 

r=in  — 1,  jc=m 

F=    TT     [uj-.-A*-»(i-^M.y'*']  ^''*'""-' 

r=l,  «=2 

ist. 

IL    6q  =  6|  =  . ..  =ftr— 1  =  0. 

Für  diesen,  wie  für  den  nSchsten  Fall  lassen  sich  drei  verschiedene 
Integralformen  aufstellen,  wenn  r  nicht  gleich  m  ist;  wird  rssitrif  so  ist  die 
erste  Form  nicht  möglich : 

A)  Man  führe  die  erste  Differentialgleichang  durch  8)  über  in  die 
Form: 

wo  die  Grössen  d  ihre  frühere  Bedeutung,  gemäss  10a),  haben,  für  die 
Grössen  e  aber  folgende  Beziehungen  gelten : 

^(e,  fl)  =  6,.  M™-''!^  +  6r+l  M"^*"-*!^  +  .  . .  +  6«  =  er  «'""'■  +  ^r+l  M""-*"~*+  •  •  • 

. . .  +  <^ii.  =  €r(w  — i^r+l)  (m  — /Jf+2)  («— (5„). 

Nach  Theor.  2)  ergiebt  sich  als  Integral  der  Gleichung  19): 
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mit  den  Grenzen  ans  w"'  e~'^  Pm—\  (  — )  ==  0 ,    wenn  /i»— i  (^)  ein  Integral 

der  Differentialgleichung  (m — l)'^**  Ordnung  von  der  Form  10)  ist,  bei  der 
die  Grössen  e  unverändert  geblieben  sind ,  die  anderen  Coefficienten  aber 
die  Constanten  der  Keihe 

9»  (rf, «) 


w  —  «f, 


sind.   Bringt  man  so  Theor.  2)  r-mal  in  Anwendung,  so  ist 

wo  F^^rip)  ein  Integral  der  Gleichung  i!>"^''  =  0  ist,  bei  der  noch  die  Co- 
efficienten e  aus  10)  unverändert  sind,  die  anderen  aber  die  Constanten  der 

Reihe 

q>  (rf,  m) 


(-ly 


sind. 

Nach  18)  erhält  man  den  Ausdruck  für  F^^r ,  so  dass  das  particuläre 
Integral  folgendes  ist: 


mit  den  Grenzen 
für  ti|  zwei  Wurzeln  aus : 

L  Mj  . . .  «r  J 

für  t/s  zwei  Wurzeln  aus: 

«.o,-^^..  r(-i)M,+.,  "-t'-"-^-'  <rr--'"=o. 


für  t^  zwei  Wurzeln  aus : 
für  t/r+1  zwei  Wurzeln  aus : 

für  tim.!  zwei  Wurzeln  aus : 
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B)    Aus  dem  Beweis  des  Theor.  l)  tibersieht  man,  dass  dasselbe  sich 
auch  auf  die  Gleichung  19)  anwenden  lässt.    Nach  demselben  ist 

y  =J'u-  ''H-I  -  •  (1  _  u)Pr+l  -  «r+t  F„  _  ,  (    X)  , 

wenn  F^^^__^(x)   ein  Integral   einer  Gleichung  m  —  V  Ordnung   von  der 

Form  19)  ist,  bei  der  die  von  x  freien  und  die  zu  x  gehörigen  Coefficienten 
die  Constauten  resp.  der  Reihen 

w-a,^l  «-/?r+l 

sind.    Wendet  man  dasselbe  Theorem  m  —  r-mal  an,  so  ist 

wenn  F^  (a:)  ein  Integral  der  Gleichung 

(fF  cr~^^  F 

\dJogxy  {dJogxy-^  "^      "^ 

ist,  in  der  die  Grössen  h  die  Constanten  der  Reihe 

fpjä.u) 

("-«H-l)--(«^-"*'«) 
sind.    Nach  Theor.  2)  ist  aber 

Ä  =  r — 1 


F 


wenn  ^"j  (je)  ein  Integral  der  Gleichung 

d  F 

ist,  d.  h.  wenn 

ist.    Somit  erhält  man  das  particuläre  Integral : 

YJ     ^a,-ar-l    TT    [w«""^«-^  (i-«,)     -*'] 


Ml  -   .        -  - 

e 


»•-1      ^       ^     w, ...  f^^i  do      du^.du^_^ dUj.^y . rf«i 
mit  den  Grenzen 

für  w^  zwei  Wurzeln  aus: 

«r—ßm^  ^pm— ftm    (— Q»^  "T ;: >     « 
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für  w,„_|  zwei  Wurzeln  au»: 


X 


für  «,. I  zwei  Wurzeln  aus: 

1  *r 

w,._i         e  e  «i.-.«r-i   ''o     =0, 


für  ti|  zwei  Wurzeln  aus : 

«,  — cTr    —«1 +(—!)'' 


«y.  j; 


w,  e  «1  «'o  =  0. 

Man  übersieht,  dass  die  Grenzbedingungen  in  20)  und  20a)  mannicb- 
facb  geändert  werden  können,  da  die  Wurzeln  unter  sich  vertauschbar 
sind;  auch  können  die  beiden  Formen  der  Grenzbedingnngen  beliebig  ab- 
wechselnd auf  einander  folgen,  wenn  nur  die  beiden  Endbedingungen  die- 
selbe Form  behalten.  —  Entwickelt  man  die  Function  von  x  unter  dem  In- 
tegralzeichen in  20a)  in  Reihen  nach  x  und  integrirt  für  ti|,  t/«...t/,_|  von 

0  bis  00,  für  Uj^i  ...  w^  von  0  bis  1,  so  erhält  man  die  Reihe  14),  da  rfo=3rto 

und  ßj,=^f>^  ist. 

C)  Die  Gleichung  10a)  hat  noch  Integrale,  welche  von  den  eben  auf- 
gestellten wesentlich  abweichen,  da  sie  mit  Hilfe  der  Wurzeln  fi,  ju'  ...  fi^ 
aus  der  Gleichung  fxr  — 1=0  gebildet  werden.  Drückt  man  das  particuläre 
Integral  y^,  durch  das  neue  F^,  ans,  so  erhält  man: 

/«  =  r — I  JL— 1  JL 


20  b) 


0 


U  [«/'-'*'-•  (i-«,/-"'] 


.  1 

*  =  r  —Ar       -r 

Entwickelt  man  den  Ausdruck  unter  dem  Integral  in  eine  Reihe  nach  x 

und  berücksichtigt,  dass    ^^fiP'  nur  gleich  r  wird,  wenn  p  ein  Vielfaches 

#=t 
von  r  ist,  sonst  aber  verschwindet,  so  kann  man  20b)  durch  Garamafunctio- 
nen  bis  auf  einen  constanten  Factor  in  die  Reihe  14)  überführen ,  was  bei 


.^' 


^ 
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der  amfangreicilen  Geltang  dieser  Reihe  als  ein  allgemeiner  Beweis  für  das 
Integral  20b)  gelten  kann. 

III.    a^ssfliÄfl^ 1=0. 

Man  führe  die  vorliegende  Oleichang  durch  8)  in  die  Form 

21)        {dlogx)'^  {dJogxy^ 

{d.logxji       ^ 
wo  die  Grössen  e  durch  10  a),  die  Grössen  d  aber  durch  folgende  Gleich- 
jungen  bestimmt  werden: 

=  d^  (tt -  a^^{)  (m -  1V+2)  •  •  •  («*- O- 

Mit  Hilfe  der  Theor.  1)  und  3)  kann  nun  die  Gleichung  2l)  ganz  ent- 
sprechend, wie  Gleichung  10)  behandelt  werden;  man  erhält  folgoDde  In- 
tegrale : 

#=r— l  *=« 


/ 


B)  rfr^ l_ 

^    Ui    ...    "r— l"**  «^  tt,...iir— lttr+l...ttm« 

dMi ...  du^_  i  dWp^-i ...  dUj^ , 

wo  über  die  Grenze  analoge  Bedingungen  gelten,  wie  bei  20) 
und  20  a), 
1 

/^*=r— l    s 


f 


0 


c)  jj  K  (1-0        ] 


dUi ...  <'t<|._|  d  u^^i ...  dUj^, 
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-^^».^»^^.•N^  ^^-^   ^_-*'-.^    '    -^^  . 


V. 

Die  Analogie  der  bestimmten  Differentiale  mit  den  bestimmten  Inte- 
gralen ist  so  vollkommen ,  dass  es  genfigen  wird,  dieselbe  in  einzelnen  Fäl- 
len zu  zeigen,  da  es  dann  leicht  ist,  dieselbe  über  sämmtlicbe  in  dem 
vorigen  Abschnitte  anfgestellte  Formen  auszudehnen.  Selbstverständlich 
müssen  die  gebrauchten  Ausdrücke  noch  einen  Werth  haben;  wie  weit  das 
allgemein  stattfindet,  innss  eine  Theorie  complezer  Differentialquotienten 
feststellen. 

I.  Ist  «=«•  '^{x)y  wo  -^(a?)  eine  für  a:=0  endliche  Function  ist,  ein 
Integral  der  Gleichung  16),  so  ist: 

L  4u    ^^f    *  Jii=0 

ein  Integral  der  Gleichung  0),  wenn  die  Bedingungen  17)  gelten,  für  die, 
der  Einfachheit  halber,  ^=1  und  ^=0  gesetzt  ist.  —  Setzt  man  x^'^x  in 
die  Gleichung  16)  ein  und  dann  map  an  die  Stelle  von  Xy  multiplicirt  man 

fl— t/)*""* 
ferner  mit  ^ und  nimmt  dann  das  Differential,  so  traten  die  beiden 

Ausdrücke  auf: 

also  y^=^  D-^  D^ 

^«-y_l  ../,  ^.AÄ^•^C«^)" 


^y     =  ^« 


^^F^^^^ J«=o+"^ 


d.logx  |_  d 

L  du    "    1  JiissO 

also,  da  der  erste  AnsdmoK  der  rechten  Seite  verschwindet: 

man  erhält  also  dieselben  Ausdrücke  für  D  und  /)|,  welche  man  im  Ab- 
schnitte IV  für  J  und  7]  gewann.   Es  ergiebt  sich  damit  das  Integral : 
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22) 


r  =  m  —  1  ..  I 


r—m—V 


ßr—am 

r 


andren  wie  die 


Die  Ausdröcke     — ^ — r— ^  zeigen  ähnliche  Bezieh 

Ganimafunctionen,  was  für  ihren  Gebrauch  wichtig  ist;  e$  ist  nämlich: 


andererseits  aber  aach 


also  mnss 


=    (,-„)  ^^  -(A+0         ^  X  ' 

,  da     u 


rfi+l  (i-w)A* 


J«=0 


verschwindet  y 


sein. 


Entwickelt  man  in  22)  das  Binomium  in  Reihen  nach  x,  so  kann  man 
mit  Hilfe  der  anfgestellten  Beziehungen  zu  den  Reihen  12)  gelangen. 

IL   Ist  z=x(^  ^(^x)y  wo  ^(a?)  für  a:=oo  endlich  ist,  ein  Integral  der 
Gleichung  16),  so  ist 


y^xß 


dfi 


-r-i(i-u)*^(|j 


diu'^-Y-^ 


u=0 


ein  Integral  der  Gleichung  9).  —  Man  setze  (  —  )    «p  (  —  )  ein  und  multipli- 

cire  mit  uß+^  (1  —  «)       ,  dann  gehört  D  zu  den  Coefficienten  e  und  Di  zu 
den  Coefficienten  d ,  und  ferner  ergiebt  sich : 


dy 


also 


Ö.D  =  fy+S+i)y-^^, 
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VN^i^-^WN^*^  -^  •^^^N/%.'  -s^  \,  iw*s<^  ^"^^.^^.^^^ 


r*,^-^^^^^--^  W  ^•N 


y«=« 


? 


/n 


22  a) 


r=:»n--|  __j 


Yl  dJ"'-'^'' 


r=i 


"i  =•••  «111-1=  ^• 
IIT.    Ist  z=x"  il;(x),  wo  i/;(a;)  für  a?=0  endlich  ist,  ein  Integral  der 
Gleichung  16) ,  so  ist 

ein  Integral  der  Gleichung  9  b),  denn  es  ist 

VI. 

Die  Gleichung  1)  kann,  wie  im  zweiten  Abschnitt  gezeigt  ist,  durch 
Substitution  von  |  für  x^  auf  die  Form 


K+^oS)  r7T^!\^+  •••  (4»  +  ^m9y=  y^c'-r 


gebracht  werden.    Setzt  man  nun 

80  kann  k^,,,kp^\  so  bestimmt  werden ^  dass  das  von  y  und  seinen  Derivir« 
ten  freie  Glied  bis  auf  eine  Constante  verschwindet.    Dazu  rouss 


sein,  wo  tpiß^u)  und  g'C^i ti)  die  in  lOc)  nnd  17)  aufgestellten  Functionen 
sind.    Es  ist  dann  z  zu  bestimmen  als  Integral  der  Gleichung 

Differentiirt  man  diese  Gleichung  nach  log\^  so  erhält  man  eine 
Gleichung  von  der  Normalform  />'»+^=0,  deren  2(m  +  l)  Fundamentalcon- 
stante  folgende  sind: 


0,    ^,    ^...^   und  -1,    A,     A...^ 


so  dass  man  ausser  den  m  Integralen  ^i )  ^f^..  ^m  t  welche  der  Difforential- 
gleichung 
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gentigen,  noch  das  Integral 

—  ßl        —ßt  —ßm 


Za  =  F 


Q  Q  Q  Zlh 

ff  I      .     ^  •—  ff»      .     ,  ~"  €tm     .     -       Og 


-'+1,    -^  +  1...  -^  +  1   "• 


erhält,  das  der  Kürze  wegen  durch  die  hypergeometrische  Reihe  angeden- 
tet  ist,  aber  auch  in  den  anderen  Formen  aasgedrfickt  werden  kann.  Das 
vollständige  Integral  der  Gleichung  l)  ist  hiernach: 


^0  ' —  "  »•  "  0 


«0  +  ^1  «1  +  •  •  •  ^m  ?w  +  Ato  +  A:,  J  +  . . .  A:p.,  Jr-«, 


WO  6^1  ...  Cm  die  m  beliebigen  Gonstanten  sind. 
Bezeichnet  man  die  hypergeometrische  Reihe 

r-?i-      r-^         r-'^'" 


ITF 


1  •  •  •  •  i 

Q  9  Q  —h 


9  9  9 

darch  Frj  so  kommt  man  mit  Hilfe  von  Betrachtungen,  wie  sie  bei  Ablei- 
tung der  Gleichung  12)  angestellt  wurden ,  auch  zu  folgendem  Integral : 

dasselbe  gilt  der  hypergeometrischen  Reihen  wegen  nur  so  lange,  als 


ist;  wird 


so  setze  man : 


mod^  >  modr^f 


bo 


ffl  ^  ffm 

—  ^r, r  ... r 

Q  9  Q 

dann  ist  das  voIlsUlndige  Integral: 

v-Cz^       C  z     I      ""''+'      I    ^'^+''    I    *''^-'    I        -^t^ltti^. 


XVIII. 
Die  Helmholtz'sche  Theorie  der  Flflssigkeitswirbel. 

Von 

W.  Veltmann  in  Bonn. 


In  deB  ^yComptes  rendus*^  von  1868  hat  über  diese  im  bb.  Bande  von 
Grelle *8  Journal  veröffentlichte  Theorie  eine  Discnssion  stattgefunden 
zwischen  Herrn  Helmholtz  und  Herrn  Bertrand,  in  welcher  schliess- 
lich Ersterer Recht  behalten  zu  haben  glaubt.  Bertrand's  Einwürfe  sind 
in  der  That  vielfach  etwas  vag  und  es  scheint,  dass  er  selbst  über  einzelne 
Punkte  nicht  ganz  im  Klaren  war.  Ich  halte  es  daher  nicht  für  überflüssig, 
die  Helmholtz' sehe  Abhandlung  nochmals  einer  genauen  Kritik  zn  un- 
terwerfen. Die  in  derselben  gegebenen  Herleitungen  werde  ich  dabei  so 
umändern,  dass  die  innere  Natur  der  aufgestellten  Sätze  mehr  hervortritt, 
wo  sich  dann  klar  zeigen  wird,  dass  es  sich  keineswegs  der  Mühe  lohnt,  auf 
jene  Theorie  phantastische  Sjsteme  zur  Erklärung  von  Anziehungsphäno- 
menen n.  dergl.  zu  gründen. 

Wenn  u,  v,  w  die  Componenten  der  Oeschwindigkelt  in  einer  Flüssig- 
keitsmasse sind,  so  kann  man  für  ti,  p,  n;  in  einem  bestimmten  Augenblicke 
beliebige  Functionen  von  x^y^  z  nehmen;  man  erhält  immer  eine  mögliche 
Bewegung.  Wir  nennen  Strömungslinien  die  Linien,  in  deren  Punkten  die 
Tangente  die  Kichtung  der  Geschwindigkeit  angiebt.  Dieselben  bestimmen 
sich  durch  die  Differentialgleichung 

dx  :  dy  :  dzi=iu:v:  w. 
Die  Linien  liegen  neben  einander  und  schneiden  sich  nicht.   Sie  sind  stetig 
gekrümmt,  falls  u,  v,  w  stetige  Functionen  sind. 

Ist  die  Flüssigkeit  eine  tropfbare,  so  müssen  ti,  v,  tv  der  Qleichung  ge- 
nügen : 

,^  du  ,  dv  ,  dfv 

'  Eliner  Strömungslinie  entlang  geht  dann  die  Bewegung  in  allen  Punk- 
ten derselben  nach  Übereinstimmender  Richtung. 
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Läset  man  u,  v  und  w  zngleicli  in  irgend  einer  Weise  von  der  Zeit  ( 
abhängen,  so  erhält  man  immer  eine  mögliche  Bewegung,  da  sich  die  in 
jedem  Angenblicke  nöthigen  Kräfte  aus  den  Bewegungsgleicbungen  bestim- 
men lassen.  Bei  einer  tropfbaren  Flüssigkeit  aber  mnss  stets  der  Gleich- 
ung 1)  genügt  werden. 

Legt  man  in  einer  incompressiblen  Flüssigkeit  durch  die  Punkte  einer 
geschlossenen  ebenen  Curve  die  Strömungslinien,  so  uraschliessen  diese 
einen  Raum,  aus  welchem  augenblicklich  keine  Flüssigkeit  aus-  und  in 
welchen  keine  eintritt.  Schneidet  man  diesen  Kaum  der  Quere  nach  durch 
beliebige  Flächen,  so  treten  durch  alle  diese  Flächen  in  der  Zeit  dt  gleiche 
Flüssigkeitsmengen.  Ist  der  Querschnitt  eines  solchen  Strömungscanais  un- 
endlich klein,  so  ist  daher  in  allen  Punkten  desselben  das  Product  aus  dem 
Querschnitt  und  der  Geschwindigkeit  eine  constante  Grösse.  Eine  Strömungs- 
linie ist  entweder  eine  geschlossene  Curve  oder  die  Enden  derselben  befinden 
sich  an  der  freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit.  Siekönnen  weder  an  einerfesten 
Wand,  noch  ah  einer  Fläche  liegen,  an  deren  anderer  Seite  die  Geschwin- 
digkeit senkrecht  za  dieser  Fläche  =  0  ist.  Ist  die  Flüssigkeit  rings  von 
festen  Wänden  begrenzt,  so  müssen  an  der  Grenzfläche  geschlossene  Strö- 
mungslinien liegen.  Verfolgt  man  dieselben  von  irgend  einer  an  nach  beiden 
Seiten,  so  wird,  unter  der  Voraussetzung  wenigstens,  dass  der  Raum  ein 
einfach  zusammenhängender  ist,  die  umschlossene  Fläche  immer  kleiner 
und  verwandelt  sich  zuletzt  in  einen  Punkt.  Man  sieht  leicht,  dass  die  so 
erhaltenen  beiden  Punkte  sich  durch  eine  Linie  verbinden  lassen,  am 
welche  sich  sämmtliche  Strömungslinien  in  geschlossenen  Cnrveu  herum- 
legen ,  die  auf  der  Linie  selbst  zu  Punkten  werden. 

Vorstehendes  umfasst  sämmtliche  Bewegungen ,  welche  bei  Flüssigkei- 
ten vorkommen  können ,  und  es  bedarf  also  für  keine  derselben  irgend  be- 
sonderer Mittel,  ,^um  sie  der  Vorstellung  zugänglich  zu  machen'*  (Helm- 
holtz,  S.  27). 

Flächen,  welche  von  allen  Strömnngslinien  rechtwinklig  geschnitten 
werden,  kann  man  die  Niveauflächen  derselben  oder  der  Geschwindigkeiten 
nennen.   Solche  existiren  nicht  immer. 

Wenn 

.  du      dv dv      drv drv      du 

^  dy     dx^    '*   dz     dy'~^    ^    dx     äz^    ^ 

wenn  also 

udx  ^vdy '■\' rvdz 

das  vollständige  Difi'erential  einer  Function  9  darstellt,  so  ist 

(jp  =  Cofist, 

die  gemeinschaftliche  Gleichung  der  Niveauflächen.    Die  Function  ip  nen- 
nen wir  mit  Helmholtz   das   Potential  der   Geschwindigkeit.    Die  Ge- 
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scHwindigkeit  in  einem  Punkte  P,  zerlegt  nach  der  Richtung  gegen  einen 

um  r  abstehenden  Punkt  Q^wt 

dcp 

Sind  P  und  Q  zwei  Punkte  einer  Strömungslinie,  so  ist  dtp  die  Diffe- 
renz der  Werthe  von  <p  auf  zwei  benachbarten  Niveauflächen  und  dr  ist  der 
Abstand  dieser  Flttchen.  Auf  einer  Niveaufläche  ist  also  die  resultirende 
Geschwindigkeit  umgekehrt  proportional  dem  Abstände  von  der  benachbar- 
ten  Niveaufläche. 

Die  Niveauflächen  können  sich  in  diesem  Falle  nicht  schneiden ;  sie 
können  auch  keine  Umhüllungsfläche  haben.  Wo  nämlich  zwei  benachbarte 
Niveauflächen  einander  schnitten  oder  tangirten,  würde  die  resultirende 
Geschwindigkeit  unendlich  gross.  In  einem  einfach  zusammenhängenden 
Baume  ist  deshalb  bei  tropfbaren  Flüssigkeiten  eine  solche  Bewegung  nicht 
möglich,  da  die  Niveauflächen  sich  nothwendig  in  der  Linie  schneiden 
müssten,  welche  die  zu  Punkten  gewordenen  Strömungslinien  verbindet. 
(Helmholtz,  S.31.) 

Wenn 

udX'\-vdy'\'fvdz 

kein  vollständiges  Differential  ist,  so  kann  möglicherweise  ein  integriren- 

der  Factor  ~  existiren,  so  dass  also 

dtp  dq>  d(p 

u=^f-—,     v==f-—,    w^f—-. 
dx  <^y  dz 

Dann  ist  ebenfalls 

tp  =  consU 

die  Gleichung  der  Niveauflächen,  da  auf  einer  durch  diese  Gleichung  dar- 
gestellten Fläche 


und  folglich  auch 


dm  ,      ,  dq)  _      ,  dq>  , 
dx  dy  dz    ^ 


Die  resultirende ,  sowie  auch  die  nach  irgend  einer  Richtung  zerlegte 
Geschwindigkeit  erhält  man  auf  gleiche  Weise  aus  q>^  wie  in  dem  vori- 
gen Falle,  nur  dass  man  noch  den  Werth  von  fin  dem  betreffenden  Punkte 
als  Factor  hinzufügen  muss.  Die  nach  irgend  einer  Richtung  zerlegte  Ge* 
schwindigkeit  ist 

_-   dq> 

Auf  einer  Niveaufläche  sind  die  resultirenden  Geschwindigkeiten  dem  Ab- 
stände der  benachbarten  Niveaufläche  umgekehrt  und  dem  Werthe  von  f 
direct  proportional.  Die  Niveauflächen  können  sich  in  diesem  Falle  schnei- 
den; jedoch  muss  dann  die  Function  /in  der  von  den  Strömungslinien  um- 
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schluDgenen  DurcbschDittslinie,  resp.  der  ümhüllangsfläche  anendlich  kleio 

werden  ,  und  zwar  in  solcher  Weise ,  dass  f——  endlich  bleibt. 

ar 

Wenn 

weder  ein  vollständiges  Differential  ist,. noch  durch  einen  integrirenden  Factor 
zu  einem  solchen  gemacht  werden  kann,  so  existiren  keine  Niveaufläcben. 
Der  Durchscbnittslinie  der  Niveauflächen  würde  dann  eine  Linie  entspre- 
chen, um  welche  sich  ebenfalls  die  Strömungslinien  in  geschlossenen  Cor- 
ven  herumlegen.  Eine  solche  Linie  (und  folglich  eine  wirklich  rotirende 
Bewegung)  ist  hier  jedoch  ebenso  wenig,  wie  in  dem  vorigen  Falle  nothwea- 
dig  vorhanden. 

Wenn  ein  Geschwindigkeitspotential  ezistirt  und  man  nimmt  als  Co* 
ordinatenanfang  einen  Punkt  P  innerhalb  der  Flüssigkeit,  so  kann  man  i& 
demselben  unendlich  nahe  Punkte  das  Potential  9  nach  der  Taylor  *schea 
Reihe  entwickeln: 

xy  X  z  y  z 

+  ?'«/-J-  +  9xt  —  +9y«  y  1 

WO  q  die  Werthe  der  Differentialquotienten  für  a;  =  y  =  2  =  0  bedeutet. 

Durch  Drehung  der  Coordinatenaxen  kann  man  die  Producte  fortschaffeDf 

so  dass 

9'  =  <Po  +  «^  +  Äy  +  C2 

+  a,  .r*  +  6,  y*  +  c,  z^ 

wird.    Man  erhält  dann: 

M  =  3-^  =  a  +  2a,a5,     i>=-^  =  6  +  26,y,     w  =  ~=c  +  2r.r 
dx  dy  dz  ^ 

als  die  bis  auf  Grössen  der  zweiten  Ordnung  genauen  Werthe  der  Ge- 
schwindigkeiten.   Für 

a:  =  0,    y=0,     s  =  0 
wird  resp. 

Durch  jeden  Punkt  der  Flüssigkeit  kann  man  also  drei  zu  einander 
senkrechte  Ebenen  legen ,  so  dass  in  jeder  dieser  Ebenen  die  senkrecht  so 
derselben  zerlegte  Geschwindigkeit  in  der  Nähe  des  Punktes  constant  ist;  sie 
hat  dort  ein  Maximum  oder  ein  Minimum.  Uelmholtz  betrachtet  deshalb 
(S.  30)  eine  solche  Bewegung  als  eine  Bewegung  ohne  Botation.  Wir  wer- 
den sie  demgemäss  Parallelbewegung  nennen,  ohne  jedoch  mit  diesem  Aus- 
druck einen  andern  Begriff  zu  verbinden,  als  den  hier  angegebenen.  Obige 
Herleitung  gilt  übrigens  nicht  blos  für  tropfbare  Flüssigkeiten,  sondern 
auch  für  Gase. 
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Seite 31  will  Helmholtzzu  dieser  Bewegung  eine  Rotationsbewegung 
hinzufügen.  Er  denkt  sich  zn  dem  Ende  einen  um  den  Punkt  P  rotirenden 
festen  Körper,  dessen  Drehnngscomponenten  |,  i;,  ^.  Die  hiervon  in  dem  (un- 
endlich nahen)  Punkte  x^  y^  z  herrührenden  Geschwindigkeiten  werden  mit 
denjenigen  in  demselben  Punkte  der  Flüssigkeit  zusammengesetzt,  wodurch 
also 

«  ==  ö  +  2a,a? -f  fy  —  t?z, 

wird.    Es  ist  also  jetzt 

.  du      dv      ^^      dv      dw        .       dn>      du  ^ 

'  dy      dx        ■'     dz      dy  dx      dz         ' 

Nun  waren  aber  für  die  ursprüngliche  Parallelbewegung  die  Ausdrücke 
links  =0  und  da  x^  y^  z  unendlich  klein  sind,  so  haben  sich  ti,  v,  m  nur  um 
unendlich  kleine  Grössen  ge&ndert.  Die  Aenderungen  der  Differentialquo- 
tienten derselben  sollten  also  ebenfalls  unendlich  klein  sein,  was  aber  den 
vorigen  Gleichungen  widerspricht.  Es  rührt  das  daher,  dass  die  durch 
obige  für  jedes  Flüssigkeitselement  ausgeführte  Zusammensetzung  erhaltene 
Bewegung  eine  in  allen  Punkten  unstetige  ist.  Im  Grunde  genommen  findet 
aIso  hier  gar  keine,  geschweige  denn  eine  bestimmte  Zusammensetzung 
aus  Botation  und  Parallelbewegung  statt. 

In  den  ,jComples  rendus^^  von  1868,  S. 223  des  2.  Bandes,  setzt  Helm- 
holtz  für  den  besondern  Fall,  wo  »^  =  0,  auf  eine  ganz  andere  Weise  die 
Bewegung  ans  einer  Parallelbewegung  und  einer  Eotation  zusammen.  Er 
nimmt  nämlich 

und  wählt  j9  so,  dass  in  dem  betreffenden  Punkte 


Dann  ist 


dv 
dx 

2p. 

du^ 

dx 

-0. 

nnd  die  Geschwindigkeiten  Mq  und  v^  stellen  daher  eine  Parallelbewegung 
dar.  Legt  man  demnach  den  Wassertheilchen  die  Geschwindigkeiten  u^ 
und  Vq  bei  und  fügt  zu  diesen  noch  die  Geschwindigkeiten  eines  festen,  sich 
mit  der  Geschwindigkeit  p  um  die  Axe  der  z  drehenden  Körpers  hinzu,  so 
erhält  man  die  wirklichen  Geschwindigkeiten.  Die  Codrdinatenaxen  sind 
hier  für  alle  Punkte  dieselben;  sie  werden  nicht,  wie  vorhin,  durch  einen 
Punkt  des  betreffenden  Wassertheilchens  gelegt.  Eine  Unstetigkeit  findet 
daher  jetzt  nicht  statt.  Mit  der  Lage  der  Coordinatenaxen  ändern  sich  aber 
für  einen  bestimmten  Punkt  x  und  y,  während  bei  unveränderter  Kichtung 
derselben  ti,  v  und  p  constant  bleiben.  £ine  Zerlegung  in  einer  bestimmten 
Weise  findet  also  auch  hier  nicht  statt. 

31» 
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Wir  können  deshalb  die  Definition  der  Rotationsgescbwindigkeit  mit 
ihren  Componenten  |,  17  und  j;  nur  als  eine  rein  analytische,  durch  die 
Gleichungen  3)  gegebene  betrachten.  Von  der  Lage  und  Richtung  der  Co- 
ordinatenaxen  ist  dieselbe,  wie  sich  durch  Transformation  der  Coordinatea 
ergiebt»  unabhängig. 

Die  bekannte  Bedingung  dafür,  dass 

udx+vdy  +  tvdz 
einen  integrirenden  Factor  habe,  drückt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  Gleich- 
ung 3)  aus  durch: 

«S  +  Pi?  +  w6  =  0. 

Die  resultirende  Geschwindigkeit  muss  also  in  jedem  Punkte  auf  der  Rota- 
tionsaxe  senkrecht  stehen.  Die  von  Helmholtz  sogenannten  Wirbelliniea 
liegen  daher  auf  den  Niveauflächen. 

Lässt  man  eine  Flüssigkeit  sich  wie  einen  festen  Körper  bewegen, 
setzt  man  also  in  einem  bestimmten  Augenblicke: 

wo  a,  bf  c,  I,  1;,  £  constant,  so  sind  die  Wirbellinien  parallele  gerade  Liinien 
und  obige  Bedingung  wird  hier: 

Die  durch  a,  b,  c  dargestellte  Parallelbewegung  (im  gewöhnlichen  Sinne)  isl 
also  senkrecht  zu  den  Wirbellinien  gerichtet.  Nimmt  man  irgend  eine  Wir- 
bellinie zur  z-Axe,  so  wird 

W|  =  «1  +  f,  yt , 

_  «1  +  Si  yi 

Die  Niveauflächen  sind  Ebenen ,  welche  sich  in  der  Linie 

schneiden.     Die  Ströraungslinien  legen  sich  als  immer  kleiner  werdende 

Kreise  um  diese  herum.   Im  Allgemeinen  steht  dagegen  eine  Linie ,  welche 

durch  zu  Punkten  gewordene  Strömungslinien  (also  durch  wahre  Centra  der 

Rotation)  gebildet  wird ,  zu  den  Wirbellinien  in  keiner  näheren  Beziehung. 

Aus  3)  ergiebt  sich  die  der  Gleichung  1)  analoge  Beziehung 

da     dv      dt 
—  H — ?H — ^  =  0. 
dx      dy     dz 

Mau  erhält  also  eine  mögliche  Bewegung,  wenn  man  die  Winkel- 
geschwindigkeiten als  lineare  Geschwindigkeiten  und  die  Wirbellinien  ab 
Strömungslinien  betrachtet.  Für  die  Wirbellinien  gilt  deshalb  dafiselbe, 
was  oben  (S.  452)  für  die  Strömungslinien  bewiesen  ist.  Das  Prodnct  ans  dem 
Querschnitt  eines  Wirbelfadens  und  der  resultirenden  Winkelgeschwindig- 
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^,^,^  ^  ^ ^  ,    ^  ^  ^  ^-.^^  ^"-^  ■^^  ^  ^-^^  ^^^^^  .^«^s^  .^^  ^  ^ 


keit  18t  constant.   Die  Wirbellinien  können  innerhalb  der  Flüssigkeit  nir- 
gends enden.    (Helmboltz,  S.  36.) 

Seite  38  giebt  Helmboltz  noch  eine  dritte  Zerlegung  in  Parallel- 
bewegnng  nnd  Botation,  jedoch  nnr  unter  der  beschränkenden  Bedingung, 
dass  alle  Wirbellinien  geschlossene  Linien  sind.  Wenn  dies  nicht  statt- 
findet, soll  man  sich  in  den  Punkten  ausserhalb  der  Flüssigkeit  Geschwin- 
digkeiten denken ,  so  dass  die  an  der  Grenze  endenden  Wirbellinien  ver- 
längert und  ausserhalb  geschlossen  erscheinen.  Die  Zerlegung  ist  (S.  40 
nnd  38): 

U  =  M,  +  i/,  , 

\y'-V)l-'{Z''C)lfl 


I  2  TT  v' 


r» 


ds^ 


/(x—a)k 


"•=/ 


wo  ds  das  Raumelement  im  Punkte  a^b^  c  nnd  r  die  Distanz  dieses  Punk- 
tes  von  o:,  ^,  z  ist,  die  tiber  den  ganzen  Raum  auszudehnende  Integration 
aber  sich  auf  die  dem  Raumelement  angehörenden  Grössen  a,  &,  c,  $,  97,  i 
bezieht,  während  x^  y^  z  als  Constante  behandelt  werden.  Die  Integrale 
t/t,  f  I ,  ft't,  die  als  der  Rotation  angehörig  zu  betrachten  sind  und  in  welchen 
für  diejenigen  Theile  des  Raumes,  die  keine  WirbelfÜden  enthalten, 

zu  nehmen  ist,  sind  ganz  bestimmte  Werthe.  Die  Integrale  Ut,  ««i  ^29  ^^ 
welchen  k  eine  Function  von  a,  b,  c  bedeutet,  die  innerhalb  der  Flüssig- 
keit überall  =0  ist,  stellen  eine  Parallelbewegung  dar,  da  sie  den  Gleich- 
ungen 2)  und  wegen  der  bekannten  Eigenschaft  des  Potentials  auch  den 
Gleichungen  1)  genügen.  Die  Function  k  ist  so  zu  wählen,  dass  t/|,  v^^  w^ 
resp.  zu  Uly  v^  w^  hinzugefügt,  für  jeden  Punkt  x^  y^  s  die  richtigen  Werthe 
von  t/,  9,  fif  ergeben;  im  Uebrigen  ist  sie  ausserhalb  der  Flüssigkeit  ganz 
willkürlich.  Sofern  u,  p,  rv  dadurch  erhalten  werden  können ,  dass  man  zu 
u, ,  t;, ,  n^i  eine  Parallelbewegung  hinzufügt,  kann  die  Function  k  immer 
entsprechend  gewählt  werden;  denn  die  Gleichungen  A^y  enthalten  die  all- 
gemeine Auflösung  der  Gleichungen  l)  und  2). 
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Damit  aber  mit  m,  ,  p|,  w^  eine  Parallelbewegnng  za  der  wirklichen  Be- 
wegung zusammengesetzt  werden  könne,  müssen  die  Integrale  U| ,  rj,fl;i  fir 
sich  den  Gleichungen  l)  und  3)  genügen.  Um  dies  nachzuweisen,  denken 
wir  uns  die  Integrationen  zunächst  über  den  ganzen  Raum  mit  Ausnahme 
einer  beliebigen  Kngel  ausgeführt,  deren  Mittelpunkt  der  Punkt  x,y,  2. 
Hierfür  haben  wir  dann,  da  r  nirgends  =0  wird, 

+3(,-.)'-"^;'-°'^+i).. 


r* 


ds 


COSv     . 


__    /Y-3(^-rO(z--r)g-^3(y--A)(^-cOiy-3(z^c)H  ^     t\^ 

(izj  r^ 

d     Cq  coi 

^dlj  ~~x* 

wenn  q  die  resnitirende  Rotationsgeschwindigkeit  in  dem  Raumelement  di 
und  V  der  Winkel  der  Rotationsaxe  mit  dem  von  dem  Punkte  a:,  y,  z  aus- 
gehenden Radius  vector  dieses  Elements  ist.  Führen  wir  die  Integration 
zunächst  für  einen  bestimmten  Wirbelfaden  aus,  dessen  Querschnitt  <f^ 
und  dessen  von  einem  bestimmten  Paukte  ans  gerechnete  Länge  /  ist.  Du 
Raumelement  ist  dann  dp .  dl  und  obiges  Integfal  wird: 

^  • 

q  COSV 


ß 


dp  dl. 


r* 

Da  q  dp  in  der  ganzen  Länge  des  Wirbelfadens  constant  und  da 

cosvdl^=dr 

ist,  80  verwandelt  sich  das  Integral  in: 

^     r^r            q  dp  . 
q  dp  I  —Y== +  consL 

Die  Integration  erstreckt  sich  über  die  ganze  Länge  des  Wirbelfadens,  mit 
Ausnahme  des  Stückes,  welches  etwa  in  obiger  Kugel  liegt.  Schneidet  der 
Faden  diese  nicht,  so  bildet  ein  und  dasselbe  r  die  obere  und  die  untere 
Grenze.  Schneidet  er  die  Kugel,  so  sind  die  Grenzen  zwei  Radien  der  letz- 
teren. In  dem  einen  wie  in  dem  andern  Falle  verschwindet  das  Integral. 
Es  verschwindet  daher  auch  das  über  den  ganzen  Raum  mit  AaenabiBS 
jener  Kugel  ausgedehnte  Integral 

Um  den  Differentialquotienten 


d     Cq  cos  I' 
dlj      r* 


ds 
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ZQ  erhalten,  muss  man  dieses  Integral  für  einen  benachbarten,  um  dri  von 
dem  Mittelpunkte  entfernten  Punkt  bilden.  Legt  man  auch  um  diesen  Punkt 
eine  die  vorige  umschliessende  und  osculirende  Kugel,  so  ist  für  den  ganzen 
Baum  ausserhalb  letzterer  das  Integral  =0.  Seine  Zunahme  für  den  Raum 
ausserhalb  der  früheren  Kugel  ist  also  gleich  dem  Werthe  desselben  in  dem 
Zwischenraum  der  beiden  Kugeln.  Nimmt  man  nun  die  Kugeln  unendlich 
klein ,  so  ist  für  diesen  Zwischenraum  v  der  Winkel  von  r  mit  einer  con- 
stanten  Richtung ,  derjenigen  der  Rotationsaxe  in  dem  Punkte  x,  y^  z.  Das 
Integral  für  den  Zwischenraum  stellt  dann  die  Attraction  der  äussern  Kugel 
minus  der  Attraction  der  inneren  gegen  den  Mittelpunkt  von  jener  dar,  zer- 
legt nach  der  Richtung  der  Rotationsaxe,  Da  aber  die  Attraction  der  grös- 
seren Kagel  gegen  ihren  eigenen  Mittelpunkt  =0  ist,  so  wird  jene  Diffe- 
renz gleich  der  Repulsion  der  kleineren  Kugel  gegen  den  Mittelpunkt  der 
grösseren.  Dieselbe  ist  bekanntlich  =^ytq  dr^^  ihre  Componente  also 
nach  der  Richtung  der  Rotationsaxe,  mit  welcher  ^r,  den  Winkel  ft  bilde, 

=  1  »  g  dr^  cos(i. 
Man  hat  also 


d      Cacosv  ,        . 


^=%nqi  wenn  rfr,  nach  der  Richtung  der  Rotationsaxe ,  =0,  wenn  dr^  senk- 
recht  dazu  genommen  ist«  Nach  der  2- Axe  wird  coSii  =  —  ,  mithin 

Für  den  Raum  ausserhalb  der  unendlich  kleinen  Kugel  ist  demnach 

\dy      dxj      '      ^ 
Für  den  inneren  Raum  dagegen  erhalten  wir 

(rff/,      dvÄ d     r^cosß 
dy      dx)      dymJ       r' 

wo  Uy  ß^  Y  ^^^  Winkel  des  Radios  vector  mit  den  Coordinatenaxen  sind. 
Das  erste  und  vierte  Qlied  sind  offenbar  jedes  =^7r£,  da  hier  nach  den 
Richtungen  differentiirt  ist,  aufweiche  sich  die  Winkel  j?,  a  beziehen.  Das 
zweite  und  dritte  Glied  sind  =0,  weil  hier  diese  Richtungen  mit  der  z- Axe, 
auf  welche  sich  der  Winkel  y  bezieht,  rechte  Winkel  bilden.  Man  erhält 
also 

was  mit  dem  für  den  äusseren  Raum  erhaltenen  Werthe  4;r£  giebt.  Es  ist 
demnach  für  den  ganzen  Raum 
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dy      dx 


Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich 

Die  Gleichungen  1)  verificireu  sich  für  Ux^  rj,  w^  in  Bezag  aaf  den 
Raum  ausserhalb  der  Kugel  durch  Differentiation  unter  den  Integralzeichen. 
Innerhalb  der  Kugel  aber  ist 

dx      dy       dz         ' 
weil  hier  die  Differentiation  immer  nach  einer  Richtung  geschieht,  welche 
senkrecht  ist  gegen  beide  das  Integral  zusammensetzende  Attractionscom- 
ponenten. 

Die  durch  die  Gleichungen  4)  gegebene  Zerlegung  in  Rotation  und  Pa- 
rallelbewegung ist  also  vollkommen  zulässig  und  für  den  Fall,  dass  nur  ge- 
schlossene Wirbellinien  existiren,  eine  ganz  bestimmte.  Muss  man  aber 
diese  Linien  erst  verläugem ,  um  sie  in  geschlossene  zu  verwandeln,  so 
kann  dies  auf  sehr  mannichfaltige  Weise  geschehen;  die  Componenten  der 
Rotation  und  folglich  auch  diejenigen  der  Parallelbewegung  sind  un- 
bestimmt. Man  kann  sogar  ganz  ausserhalb  der  Flüssigkeit  geschlossene 
Wirbelfäden  annehmen.  Da  für  diese  obige  Entwickelung  die  Gleichungen2) 
ergiebt,  so  stellen  sie  in  den  Integralen  u, ,  V|,  rv^  eine  Parallelbewegnng 
dar.  Es  lässt  sich  auf  diese  Weise  ein  beliebiger  Theil  der  durch  t/«,  Vx^^t 
dargestellten  Parallelbewegnng,  oder  auch,  wie  Helmholtz  S.  43  bemerkt, 
diese  ganz  in  die  Integrale  t/i,  rj,  w^  hineinbringen. 

Inwiefern  geschlossene  Wirbelfäden  nothwendig  sind,  damit  den 

Gleichungen  3)  genügt  werde,  ist  aus  obiger  Entwickelung  leicht  zu  ersehen. 

Das  Integral 

^*  q  cos  V 


I 


ds 


ist  für  irgend  einen  Wirbelfaden  nur  dann  s=  0 ,  wenn  dessen  Enden  vom 
Punkte  x^y^  z  gleichen  Abstand  haben.  Dies  ist  aber  in  Bezug  auf  alle 
Punkte  nur  möglich ,  wenn  der  Wirbelfaden  ein  geschlossener  ist.     Unter 

derselben  Bedingung  ist  auch  -r-  dieses  Integrals  =0.    Welche  Bedeutung 

dz 

die  Gleichung 

dl     dfi      dt 
—  +  —  +  —=0, 
dx^dy^dz 

aus  welcher  die  Constanz  des  Productes  aus  Querschnitt  und  Winkel- 
geschwindigkeit folgt,  für  obige  Entwickelung  hat,  liegt  ebenfalls  auf  der 
Hand. 

Seite  40  und  41   entwickelt  Helmholtz   einen   Satz,  welcher  \^ 
Grunde  genommen  nur  eine  einfache  Interpretation  der  Gleichungen  4t 
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mit  FortlassuDg  von  U|,  i'tt^t  is^«     ^^i^  kann  den  Sats  nSmlicb  so  aas- 
drücken: 

Um  die  Geschwindigkeit  in  irgend  einem  Punkte  F,  soweit  sie  der  Ro- 
tation, d.  h.  den  Integralen  ti, ,  v,,  Wi  in  den  Gleichungen  4)  angehört, «^u 
finden ,  lasse  man  den  Punkt  P  um  die  Rotationsaxe  eines  jeden  Raumele- 
ments  mit  dessen  Rotationsgescb windigkeit  rotiren,  multiplicire  die  Ge- 
schwindigkeit, welche  P  hierdurch  erhält,  mit  dem  Raumelement,  und 
dividire  durch  die  dritte  Potenz  der  Distanz,  sowie  durch  2».  Alle  so  er* 
haltenen  unendlich  kleinen  Geschwindigkeiten  setze  man  zu  einer  einzigen 
zusammen. 

Nennt  man  wieder  v  den  Winkel  der  Rotationsaxe  mit  dem  Radius 
vector,  so  ist  die  Geschwindigkeit,  welche  der  Punkt  P  durch  die  Rotation 
um  ein  Raumelement  uumittelhar  erhält, 

=s  7  r  sin  V, 
was  mit  den  Übrigen  Factoren 

giebt. 

Dies  stimmt  nun  allerdings  ganz  mit  dem  Gesetze  der  Wirkung  elektri- 
scher  Ströme  überein ;  etwas  besonders  Auffallendes  finde  ich  aber  darin  nicht. 

Eine  Function  der  Punkte  des  Raumes ,  die  in  jedem  Punkte  eine  be- 
stimmte Grösse  hat,  als  anziehende  Masse  betrachtet,  bestimmt  eine  an- 
dere Function,  die,  nach  einer  beliebigen  Richtung  differentiirt,  die  nach 
dieser  Richtung  zerlegte  Anziehung  liefert,  wie  auch  die  Anziehung  von  der 
Entfernung  abhängen  mag.  Die  Aufgabe,  aus  der  ersten  Function  die 
zweite  und  also  die  Anziehungen  zu  finden,  liefert  für  diese  ganz  bestimmte 
Worthe  und  Richtungen.  Die  umgekehrte  Aufgabe,  aus  der  in  jedem 
Punkte  gegebenen  Richtung  und  Grösse  von  Kräften  mit  Potential  die  wir- 
kenden Massen  und  das  Gesetz  der  Anziehung  zu  finden,  ist  sehr  unbestimmt. 
Sie  lässt  unter  Anderem  allgemein  die  Einschränkung  zu,  dass  als  An- 
ziehungsgesetz nur  das  Newton 'sehe  gelten  solle. 

Eine  Function  der  Punkte  des  Raumes,  die  in  je'Sem  Punkte  nicht  blos 
eine  bestimmte  Grösse,  sondern  auch  eine  bestimmte  Richtung  hat,  als  recht- 
winklig gegen  ihre  Richtung  ablenkende  Kraft  betrachtet,  bestimmt  Kräfte, 
die  entweder  durch  Differentiation  einer  gewissen  Function  nach  den  ver- 
schiedenen Richtungen  erhalten  werden  können  oder  auch  nicht;  in  jedem 
Falle  sind  aber  die  Kräfte  durch  die  Function  und  das  Gesetz  der  Wirkung 
vollständig  bestimmt.  Umgekehrt,  wenn  Kräfte  beliebig,  mit  oder  ohne 
Potential,  gegeben  sind,  so  lässt  sich  immei^eine  Function  nach  Grösse  und 
Richtung  und  ein  Wirkungsgesetz  finden,  so  dass  jene  Kräfte  eine  Folge 
davon  sind.  Auch  hier  kann  man  mancherlei  Einschränkungen  hinzu- 
fügen,  ohne  dass  die  Lösung  unmöglich  wird.  Die  Einschränkung,  welche 
wir  mit  Helmholtz  angenommen  haben,  ist  diese:  das  Wirkungsgesetz 


i 

L 
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darf  nur  die  directo  Abhängigkeit  von  dem  Abstände  des  abgelenkten  Pank- 
tes  von  der  Ricbtungstangente  der  wirkenden  Function  und  die  umgekehrte 
der  dritten  Potenz  der  Distanz  von  dem  wirkenden  Element  sein.  Wir 
h(^en  gefunden,  dass  unter  dieser  Einschränkung,  welche  das  Gesetz  der 
Wirkung  elektrischer  Ströme  enthält,  das  Problem  allgemein,  bei  beliebiger 
Beschaffenheit  der  Kräfte,  gelöst  werden  kann.  Elektrische  Ströme  können 
80  im  Baume  angebracht  werden,  dass  sie  beliebig  gegebene  Kraftwirkun« 
gen  hervorbringen.  In  dem  besondern  Falle,  wo  die  Kräfte  ein  Potential 
haben,  kann  man  denselben  Zweck  auch  durch  anziehende  Massen  erreichen. 
Letzteres  war  bekannt,  Ersteres  hat  Helmholtz  bewiesen.  Das  Eine  hat 
ebenso  wenig  etwas  Auffallendes  und  kann  ebenso  wenig  veranlassen,  sieh 
den  verborgensten  Naturgeheimnissen  auf  der  Fährte  zu  wähnen,  wie  das 
Andere. 

Seite  46  nimmt  Helmholtz  in  einer  Flüssigkeit  einzelne  geradlinige 
und  unendlich  lange,  also  geschlossene  Wirbelfäden  an.  Die  Sätze,  die  er 
hierfür  entwickelt,  setzen  voraus,  dass  die  ganze  Bewegung  durch  die  In- 
tegrale t/| ,  &! ,  rvi  der  Gleichungen  4)  dargestellt  sei.  Unter  dieser  Annahme 
folgt  allerdings  unmittelbar  aus  der  Interpretation,  welche  oben  von  den 
Gleichungen  4)  gegeben  wurde ,  dass  bei  einem  einzigen  Wirbelfaden  alle 
Theilchen  sich  um  denselben  im  Kreise  herumbewegen.  Sind  zwei  Fäden 
vorhanden,  so  haben  diese  ebenfalls  gegenseitig  tangentiale  Bewegung  und 
laufen  also  wie  Doppelsterne  einer  um  den  andern  herum. 

Aber  wo  sind  denn  die  Wirbelfäden  ausserhalb  der  Flüssigkeit,  welche 
in  den  Integralen  U|,  Vj,  tVi  die  Parallelbewegung  repräsentiren ?  Würden 
diese  nicht  bei  der  Ermittelung  der  Geschwindigkeiten  in  den  einzelnen 
Punkten  mit  zu  berücksichtigen  sein?  Helmholtz  setzt  keineswegs  vor- 
aus, dass  die  ganze  Bewegung  durch  die  blos  über  die  geradlinigen  Wirbel- 
fäden sich  erstreckenden  Integrale  u, ,  Vj,  w^  dargestellt  sei;  denn  er 
schli^sst  ausdrücklich  S.  47  „gemäss  einer  früheren  Bemerkung*^  d.  h. 
durch  Anbringung  von  äusseren  Wirbelfäden,  die  Integrale  titt  v^j  f^t  ^^ 
Uj ,  f  I ,  rvy  mit  ein.  Jene  Voraussetzung  würde  übrigens  auch  nichts  weiter 
bedeuten,  als  dass  d!^  Flüssigkeit  gar  keine  Bewegung  hätte,  da  die  Inte^ 
grale  t/j ,  9, ,  w^  blos  für  einzelne  unendlich  dünne  Wirbelfäden  unendlich 
klein  sind. 

Was  Helmholtz  S.  54  über  die  Bewegung  kreisförmiger  Wirbelßiden 
aufstellt,  ist  ebenfalls  eine  einfache  Folgerung  der  Gleichungen  4).  Für  die- 
jenigen Punkte,  welche  in  der  Ebene  des  Kreises  liegen,  also  auch  für  die 
Punkte  des  Wirbelfadens  selbst,  sind  die  auf  die  früher  (S.461)  angegebene 
Weise- erhaltenen  Elementargeschwindigkeiten  parallel  zu  der  Axe  des  Krei- 
ses. Da  alle  Theile  des  Fadens  gleiche  Rotationsgeschwindigkeit  und  glei- 
clien  Querschnitt  haben,  so  ist  die  Summe  dieser  Elemente  für  Punkte  in 
gleicher  Entfernung  von  der  Axe  gleich.  Der  Wirbelfaden  bewegt  sich  also 
parallel  zur  Axe,  bleibt  dabei  kreisförmig  und  sein  Durchmesser  ändert  sich 
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nicht.  Sind  zwei  parallel •  concentriscbe  Fäden  vorhanden,  so  ist  die  Wir- 
kung eines  jeden  a4if  sich  selbst  eine  ebensolche  Bewegung.  Die  Wirkung 
des  einen  auf  den  andern  aber  zerlegt  sich  in  eine  solche  parallel  zur  Axe 
und  senkrecht  zu  derselben,  also  in  ein  Fortschreiten  und  ein  Verengen  oder 
Erweitern  des  Ringes.  Bei  gewissen  Werthen  der  Durchmesser,  der  Rota- 
tionsgeschwindigkeiten u.  8.  w.  können  dann  solche  eigenthümliche  Be- 
wegungen stattfinden,  wie  sieHelmholtz  angiebt.  Alles  dies  setzt  jedoch 
voraus,  dass  die  Integrale  ti,,  v«,  w^  in  tif,  Vj,  w^  enthalten  seien.  Eine 
solche  besondere  Voraussetzung  macht  aber  Helmholtz  nicht,  obgleich 
er  keine  äusseren  Wirbelfäden  zu  Hilfe  nimmt.  Ueberdxes  sind  auch  hier 
die  Geschwindigkeiten,  für  welche  die  Sätze  von  Helmholtz  wirklich  rich- 
tig sein  würden,  bei  sehr  dünnen  Wirbelfäden  und  massiger  Rotations- 
geschwindigkeit sehr  klein.  Die  Experimente,  welche  Herr  Helmholtz 
am  Schlüsse  anfuhrt,  zeigen  klar,  dass  er  jene  Erscheinungen  nicht  etwa 
von  ganz  besonderen  Bedingungen  abhängig  machen  wollte,  unter  welchen 
sie  allenfalls  stattfinden  könnten,  sondern  dass  er  der  Meinung  war,  zwei 
solche  Wirbelringe  müssten  in  Wirklichkeit  stets  einer  durch  den  andern 
abwechselnd  hindurchschlüpfen ! 
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XXYL  Heber  swei  bestimmte  Integ^le. 

D'Alembert  hat  im  Art.  66  seiner  Abhandlung  „Sttr  les  differeniielles 
reduclibles  aux  arcs  des  sech'ons  coniques  (Opuscules  mathematiques  par  Mr. 
d^Alemberly  Tome  VII^  1780)''  gezeigt,  wie  man  das  bestimmte  Integral 

1     

^ lag  (l  — w«^)  dx 

0 

auf  elliptische  Integrale  zurückführen  könne.  Dies  Resultat  scheint  wenig 
beachtet  worden  und  in  Vergessenheit  gerathen  zu  sein.  Legendre,  der 
in  seinem  ,,7Vaf*te'  den  fonctions  elliptiques*^  mit  grosser  Sorgfalt  diejenigen 
Integrale  zusammenstellt,  die  sich  auf  elliptische  zurückführen  lassen,  er- 
wähnt obiges  Integral  nicht,  und  auch  in  ähnlichen  Zusammenstellungen 
neuerer  Werke  über  elliptische  Functionen  finde  ich  dasselbe  nicht. 

D*Alembert  benutzt  das  von  Euler  {Nov,  com»  ac,  Pelrop.,  T.  VI) 
gefundene  Additionstheorem  für  die  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung. 
Auffallenderweise  ist  es  d*Alembert  entgangen,  dass  vermittelst  des  in 
demselben  Bande  der  Petersburger  Commentare  enthaltenen  Eul  er 'sehen 
Additionstheoremes  für  die  elliptischen  Integrale  erster  Gattung  sich  auch 

das  Integral 

1 

log  (1  —  «  ar) 


/- 


^(l— a:«)(l  — niT«) 
0 
auf  elliptische  Integrale  zurückführen  lasse. 

Ich  beginne  mit  dem  letzten  Integral,  für  welches  die  Entwickelung 
sich  einfacher  gestaltet. 

Zwischen  den  Variablen  a?,  w,  die  in  der  Weise  von  einander  ab- 
hängen, dass 
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1)  a:  =  \ , 

findet  bekanntlich  die  Differentialgleichung  statt: 

dx  du 

+  -- =0 


j/(l  —  a;*)  (1  —  II X«)      j/(l  — M*)(l  — ««•) 
Ans  1)  folgt 


1  —  n  0?'  = 


folglich 

2)  log  (1  —  naj*)  =  log  (1  —  n)  —  /o^f  (l  —  n«»). 

Hieraas  ergiebt  sich 

log  (l  —  na:*) /n/y  (i  —  titi») 


/(l  — a:»)  (1  — na:»)  f/(l  —  «*)  (l  — ««•) 

=  /oflf  (1  —  n)  -  , 

^  ^^(1-ar«)  (l~nx») 

oder ,  wenn  man  beachtet ,  dass  für  a;  =  0 ,  m  =  1 ,  und  für  a;  =  1 ,  ti  =  0  isU 
I  l 

.    r^-       ^"^      ==log[\-^na^)^\log[\--n)   r ^  ^^       = 


T-na?) 


Um  das  erste  Integral  auf  elliptische  Integrale  znrückznftihren,  benntst 
d'Alembert  das  Additionstheorem  für  die  elliptischen  Integrale  zweiter 

Oattung:  

/l  — na;*  ,      ,  /l— um«  ,  ^ ,      . 

/l-a;«  /l-M*  ^     ^ 

Hieraus  und  aus  2)  ergiebt  sich 

/l  —  n x*  ,     .  ,.    .         /l— «M* 

^  log  (1  —  na;')  rfa?  —  '^  .  7o^  (1  —  n  «•)  rfw 

j/|  —  a?*  ^1  — 11* 

^  l/l  —  wa:* 
= /o^  (1  —  n)  ~d=r-  da:  — n%(l  — n«*)  d(a:M). 

j/l  —  a;* 

oder 

l  .1 


/l/l— na:*,      .         "     ,  ^         ,     ,,         ,    /'l/l  — na:* 
^,  /o^f  (1  —  na?*)  dx  =  log  (1  —  n)  /    ^^. 

0  0 

1 

+  n  I  log  {i  —  n  «*)  d  (««) , 
and  durch  iheilweise  Integration   - 


dx 
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l  1 

0  u 

I 


dx 


+ 

0 


yjt    /  XU*  du 


oder  nach  1) 

l     I 

0  u 

1 


dx 


+ 

Ö 

Dies  ist  die  von  d^Alembert  gegebene  Formel.   Bringt  man  noch  das 

Integral 

l 

0 

auf  die  Normalform ,  so  findet  man  ohne  Schwierigkeit 

1  I 

0  0 


0 


Das  erste  Integral  hängt  demnach  ab  von  dem  vollständigen  ellipti- 
schen Integral  erster  Gattung  mit  dem  Modul  n,  das  zweite  von  dem  erster 
und  zweiter  Gattung  mit  demselben  Modul  n. 

Schleswig,  im  Juni  1870.  Dr.  F.  Gbubk. 


XXTIL   üeber  die  Loxodromen  der  Kegelfl&clieiL 

Durch  die  Winkel 

seien  drei  zu  einander  orthogonale  Richtungen  im  Räume  bestimmt;  diese 
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Winkel  sollen  sämmtlicb  Functionen  einer  Variabein  t  sein.    Bezeichnen 
p  und  j9|  zwei  beliebige  Fuuctionen  von  /,  so  kann  man  setzen: 

dcosX  „        dcosX^ 

d  cos  A( 


dt 


=  —  p  cos  X  —  pi  cos  Z|. 


Durch  Vortauschung  von  JT,  JT, ,  T,  mit  7,  F, ,  F,  und  Z,  Z, ,  Z,  er- 
geben sich  sechs  weitere  Gleichungen.  Ist  T  eine  der  Quantitäten  cosX^ 
cosY^  cosZj  so  findet  für  T  die  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  statt: 


l±(l^j:)+lt 

p,  di  \p    dt/      p,        ,    p, 


2)  ^p,  3t  Vp    gf/  '  p,        ,    PidT 

^ Ft +7-ä7  =  ^- 

Für  gegebene  Werthe  von  p  und  p^  sind  co«  JiT,  cosT^  cosZ  die  drei  In- 
tegrale der  vorstehenden  Differentialgleichung. 

Wird  die  Spitze  einer  Kegelfläche  zum  Anfangspunkte  orthogonaler 
Coordinaten  genommen,  so  finden  für  einen  Punkt  (o;,  y,  z)  desselben  die 
Gleichungen  statt: 

3)  xszzvcosXy    yz=v  cos F,     z  =  p  cos Z. 

Für  die  Loxodrome,  welche  die  Kanten  der  I^egelfläche  unter  dem 
Constanten  Winkel  a  schneiden,  ist 

-^;ir4:-r;:^-  =  -«*«^  j(ä7J  +UJ  +WJ  V 

oder  nach  l)  und  3) : 

d.  i. : 

I  dv 

4)  7ä7=^"*''^' 

Seien 

a,/?,y;     A,  fi,  v;     /,  m,  n 

die  Winkel,  welche  die  Tangente,  Hauptnormale  und  Axe  der  Krümmungs- 
ebene der  Loxodrome  mit  den  Coordinatenaxen  bilden.  Bezeichnet  man 
durch  Q  den  Krümmungshalbmesser,  durch  r  den  Torsionsradius  und  durch 
ds  das  Bogenelement  der  Loxodrome,  so  ist: 

^  dt      sina' 

cos  a  ==  cos  X  cos  a  +  cos  X^  sin  a , 
®)   '         ^  co^p^  =  cos  F  co*ö  +  cos  F,  W«<i , 

f  05  y  =  cos  Z  cos  a  +  cos  Z,  ««  a. 


1 
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Setzt  man  zar  Vereinfachnng: 
7)  Pi  sin a=p  lang u , 

80  folgt: 

N  l  ds         p 

^  Q    dl        COSU     ' 

Icosk  =  {cos  a  cos  X^  —  sin  a  cos  X)  cosu  —  cos  Xy  sin  u , 
cos  II  =  (cosa  cos  ¥%  —  sina  cos  Y)  cosu  —  cos  f,  sinu^ 
cos  V  =  {cos  a  cos  Z^  —  sin  a  cos  Z  )  cos  u  —  cos  Z,  sin  u ; 

1   ^5      du  , 
10)  y^  =  ^+P(ong^cola', 

Icos  l  s=  {cos  a  cos  -iT,  —  sin  a  cos  X)  si>i  ti  +  cos  X^  cos  u , 
cos  m  =  {cos  a  cos  Y^  —  *«w  <3f  cos  V)  sin  u  +  cos  F,  cos  u , 
cosn  =  (cosa  cosZ^  —  sina  cos Z)  sin u  +  cosZ^  cosu» 

Die  Gleichungen  6),  0)  and  11)  geben: 

Icos  X  =  cos  a  cos  a  —  {cos  l  cos  u  +  cos  l  sin  u)  sin  a , 
cos  y=iC0sß  cos  a  —  {cos  fi  co#  m  +  cos  m  sin  u)  sin  a , 
cosZ  =  cosy  cos a  —  (cos  vcosu  +  cosu  sin  u)  sin a. 

Für  einen  Kreiskegel  ist  -r-  constant,  nach  7)  ist  dann  auch  u  constant; 
die  Gleichungen  8)  und  0)  zeigen  dann,  dass  —  ebenfalls  constant  ist.  Nimmt 

man  umgekehrt  -^  constant,  setzt: 

13)  ^=:gcüta, 

wo  g  eine  Constante  bedeutet,  so  geben  die  Gleichungen  4),  7),  8)  und  10): 

l   du     g  —  sinu  l   du      q  —  sinu 

14)  —  ^  = cota,       —  —  =?— ^ — —  cosa. 

'  p  dt         cosu  Pi  Ol  stnu 

1   dv         cosu 
15) 


V  du     g  —  sin u 

Führt  man  mittels  der  Gleichungen  14)  in  die  Gleichung  2)  u  statt  t  als 
unabhängige  Variabele  ein ,  so  folgt : 


d 


g-'Smu   d  fg--stnudT\        ., 

co^a  - — : TT-  [ TT—  )  +  svva  coiu,  T 

stnu      du\    cosu     du/ 


16)  <  du 

dT 
+  (angu  5— =  0. 
ou 

Man  verificirt  leicht,  dass  sinu-jrgcofa  ein  particulftres  Integral  der 
vorstehenden  Di£Ferentialgleichung  ist,  mit  dessen  Hilfe  sich  die  Ordnung 
derselben  um  eine  Einheit  verringern  lässt.  Um  die  beiden  anderen  parti- 
cnlären  Integrale  zu  finden,  ist  eine  Di£Ferentialgleichang  zweiter  Ordnung 
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ri^^^^^^S^^^^^JW 


zu  integriren;  die  aasznfübrenden  Rechnungen  scheinen  indessen  sehr  weit- 
läufig und  beschwerlich  zu  sein.  Man  gelangt  durch  folgende  Betrachtungen 
unmittelbar  zur  Kenntniss  der  sämmtlichen  Integrale  der  Differentialgleich- 
ung 16). 

Für  die  Helix  einer  Cjlinderfläche  ist  bekanntlich  —  constant.   Nimmt 

man  die  Kanten  der  Cjlinderfläche  parallel  zur  Axe  der  z,  ist  6  der  con- 
stante  Winkel,  welchen  die  Helix  mit  den  Kanten  bildet,  so  hat  man: 

17)  -?.  =  cor6. 

r 

icoga^=  sinb  cosWy    cosl  =  cosb  cosw^      cosX=s  —  sinw^ 
cosß  =  sinb  sinwj     cosm  ^=cosb  sinwj    cos  fk  =^  cos  tt  ^ 
cos  y  =  cos  6.  cos  n  =  —  sin  b.  cos  v  =  0. 

In  den  vorstehenden  Gleichungen  ist  w  ein  beliebiger  Winkel.   Aus  13) 
und  16)  folgt: 

cos  b       sin  b  1 

g  cos  a      sin  a       y{iin^  <»  +  ^*  cos^a)  ' 

Diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit  11)  und  18)  geben: 

cosX  1— ömii 

— : —  =  ,,,  .  , — ; — i ;— ,  cos a  cosw  +  cosu  Sin  w , 

sma       yisura  +  g^cos^a) 

19)  <     cosK  l  —  gsinu 

'       — r-     =,,,   .  , ; ; ^-^  COS a  Stnw  —  COSU  COSW ^ 

stna       y{stn*a'\'frcora) 

COS  Z .  y{sin*a  +  g'cos^a)  =  g  cos^a-^-sinu  sin^a. 

Die  letzte  Gleichung  zeigt,  dass  der  Werth  T^=cosZ  der  Gleichung  16) 

genügt.    Die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  w  ergiebt  sich  leicht  auf  fol> 

gende  Art.    Nach  18)  ist  cos  a  sin  w  —  cosß  cosrv==0^  also  auch : 

dx  dp      ^ 

stnw  -r cosw  -^  =  0 , 

du  du 

d.  i.  nach  2) : 

^  _-.    l   5r   ,   ^  sinw  cosX — cosw  cos  Y 

(stnw  cosX  —  cosw  cosY)  —  -x — yd . 

^  '  V  du  du 

=  {cosw  cos  X  +  sin  w  cos  F)  tt—. 

du 

Mittels  der  Gleichungen  15)  und  19)  folgt: 

dw      yisin^a  +  g' cos*a) 

20)  cosa-^^-!-^ -!-? ^, 

'  du  g  —  stnu 

durch  welche  Gleichung  w  bestimmt  ist.    Bedeutet  h  eine  Constante,   so 

folgt  aus  15) : 

h 

V  = 


g  —  smu 

Setzt  man  diesen  Werth  von  v  und  die  Wertbe  von  cosX,  cosY^  cosZ  aus 
19)  in  die  Gleichungen  3) ,  so  folgt  durch  Elimination  von  w  und  u : 

ZcilKchriA  f.  Mathematik  u.  Physik  XV,  6.  32 
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r  -«*V%^/»^rf^^^-* 


Je  nachdem  g  ^  i,  kann  man  setzen: 

=  4-  Ä*       —  '^ =  J^  • 


68  ist  dann 


oder 


Für  eine  plane  Loxodrome  ist  nach  13)  ^  =  0.  Mau  hat  dann  die  fol- 
genden Gleichungen,  in  denen  h  eine  heliebige  Constante  ist: 

dw  ianga 

du  sinu  ' 

x.hsmu  =  cos  a  cos  tu  +  sin  a  cos  u  sin  w , 
y.h  sinu  ^=  cos a  sin w  —  sin a  cos u  vos n> , 
z.h  =  sina. 
Die  Loxodrcrme  liegt  in  einer  Parallelebe'ne  fior  (r^»£bene. 

Die  obigen  Betrachtungen  lassen  sich  leicht  aaf  eine  beliehige  develop- 
pable  Fläche  ausdehnen.  Schneidet  eine  Curve  die  Generatrioen  einer  ab- 
wickelbaren Fläche  unter  dem  constanten  Winkel  a,  soll  diese  Curve  gleich- 
zeitig  die  Uelix   einer  Cjlinderfläche  sein,   so  hat  man  folgende  Gleich- 


ungen : 


x=z  l  q  cos  A'  3  M  +  »  cos  Xy 
f/  =  I  q  cos  Fdu  +  v  cos  Vy 
zs=z  j qcosZdu']rvcosZy 


/^  V  (ö  —  sinu)  ^      ,  .     . 

a  -^  ^--    +  5^  G7-  ««  «)  =  0, 

wo  q  eine  heliebige  Function  von  u  bedeutet  und  cosX^  cos  F,  cosZ  durch 
die  Gleichungen  19)  und  20)  bestimmt  sind. 

Die  Gleichungen  4),  8)  und  10)  gehen  durch  Substitution  des  Werthes 

von  p  aus  5)  über  in : 

dv 

21)  ^-  =  cosa, 

OS 

22)  V  cos u=:q  sina^ 

V  cos  u         d  sin  u  ,     . 

=  ü  -  >, —  +  stn  u  cos  a, 

r  OS 

Setzt  man  in  der  letzten  Gleichung  links  aus  22)  v  cosu  =  q  sina  und 
rechts  aus  21)  cosa  =  ^-  ,  so  folgt : 

OS 
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p  dvsinu 

r  CS 

Nimmt  man  u  als  unabhängige  Yariabele,  so  geben  die  Gleichungen  4) 

und  7): 

dt       -i   dv  ^  dt       \   du  iangu 

'  du      V  du  du      V  du  cosa 

Bedeutet  h  eine  Constante ,  so  hat  man  fbr  eine  sphärische  Curve 

oder 

+  O 5 =  — . 

—  ds  r 

Für  eine  sphärische  Lozodrome  geht  die  vorstehende  Gleichung  nach 
22)  und  28)  über  in 

,    o  ?^  (^*  sin*a  —  »•  cos^u)       _  v  sin  u 
—  ds  ds 

Ist  g  eine  Constante,  so  folgt 

+  y(Jf  sin*a  —  p*  co^u)  :=f>sinU'^g 
oder 

25)  »*  —  2g  V  sin  m  +  ^*  =  Ä*  sin*  a. 

Die  Gleichung  23)  wird  hierdurch : 


d.  i.  nach  21) : 


p     .  V  dv 

—  stna  =  —  ^, 

r  g  ds 


^  =  1- 


26)  —  =  — co<a. 
'  r        gl 

Nun  ist  nach  21)  v  eine  lineare  Function  von  s^  nach  26)  ist  dieses  auch 

mit  ^  der  Fall,   folglich  ist  die  sphärische  Loxodrome  gleichzeitig  eine 
r 

kürzeste  Linie  einer  Kegelfläcbe. 

Aus  25)  folgt 

27)  v=sg  sinu  +  Jj     J  =  y{h*  sin*a —  g^  cos'u). 

Hierdurch  gehen  die  Gleichungen  24)  Über  in 

dt      gcosu  dt      g  sinu     1 

28)  j>T-=        .     tanga,     p, —.=»*' 


du         A  du         A     cosa 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  2)  u  statt  t  als  unabhängige  Variabele, 

so  folgt  mittels  der  Gleichungen  28) : 

cosU    A     d  (  A     dT\        ., 

— = . —  7r-\ ;; —  )  +  stn^a  cotu,  T  ^  ^ 

^     Q     sxn udu  \cos u  du  J  .  dT 

29)       d  -  ^ -. y  iangu  —-==  0. 

'  du  du 

Man  bemerkt  leicht,  dass  T==^sinu  ein  particuläres  Integral  der  vor- 
stehenden Differentialgleichung  ist.   Da  nun  cosÄy  cosY,  cosZ  die  drei  par- 

32* 
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ticulären  Integrale  sind,  so  kann  man'  folgende  Gleichungen  aafsteUen, 
wobei  die  Constanten  weggelassen  sind ,  welche  sich  auf  eine  Drehung  des 
Coordinatenejstems  bezieben : 

1C0S  X  =  cos  b  cos  w  +  9in  b  sin  w  cos  u , 
cos  Y  =  cos  b  sin  w  —  sin  b  cosrv  cos  u , 
cos  Z  =  sin  b  sin  u. 
In  den  vorstehenden  Gleichungen  ist  b  eine  ConBtante,  tv  eine  näher  sn 
bestimmende  Function  von  u.    Der  Werth  von  b  ergiebt  sich  unmittelbar 
auf  folgende  Weise.   Die  Verbindungslinie  der  Spitze  der  Kegelfläcbe  mit 
dem  Mittelpunkte  der  Kugelfläche,  welche  die  Loxodrome  enthält ,  werde 
zur  Aze  der  z  genommen.    Da  h  der  Radius  der  Kugelfläche  ist,  so  hat  man 
für  einen  Punkt  (^,  y,  z)  der  Loxodrome  die  Gleichung 

d.  i.  nach  3)  und  30) : 

©'  —  2vz^  sin  b  sin  ii  +  Zp*  =  Ä*. 

Setzt  man  hierin  aus  25) : 

2gv  sinu  =  »'  +  ^  —  ä*  sin*a, 
so  folgt: 

»*  (jg  —  Zq  sin b)  —  z^  sinb  {g^  —  Ä*  sin^a)  +  g  {z^  —  ä*)  =  0. 

Da  nun  v  nicht  constant  ist,  so  folgt 

oder 

sinb        cosb  1  a  •  .   .•       •  % 

^0  =Z =  ,.,  ,  .   ., TT'     z^==y{g^  +  h^cos'a). 

g        hcüsa      y(g*+h*cos*a)         «      ^w     • 

Mittels  der  Gleichungen  1),  28),  30)  und  31)  folgt 

cos  Zy(g^'\'  Ä*  cos^  a)  =  g  sin  u , 

.     cosZfl/(g^'\' h^  cos^a)  =  J  ,co(ay 

cosit  - 
cosZ,  1/  (ö*  +  Ä*  C0Ä*a)  =  — o  -: — . 
'  ^  stn  a 

Mittels 

cosZ  .  j/(^*  +  A*co^a)=^5f«M,     »  =  ^«nM  +  2f,     z^vcosZ 
folgt: 

33)  z  j/ (ö^*  +  Ä'  CO?* a)  =  g  sin  u  {g  sin  u  +  ^)« 

Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  6),  11)  und  32) 

giebt 

V  ,  zcos^a  sina^,,  ^  ,   .,      ,  . 

34)  cosn cotacosyA : — == y  (er  +  Ir  cos' a\ 

g  '       gstna  g 

Nun  ist  nach  26)  -^  eine  lineare  Function  von  s\  hieraus  folgt: 

'    r 

V  ^      X  cos^  a 


cos  l cota  .  cos  a  =  ^  — - 


g  -       gsina  ' 


M                   V  ^  ycos^a 

35)  <     cosm cota ,  cosß  =  ly^  —  ' 


g  '         -       gsina  ' 

V  .        i  cos^  a 


cosn cola  .  cos  y  =  £,  — 

g  g  stti  a 


cos*a 
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wo  $0,  i7o,'&  Constanten  sind*.     Ans  34)  und  der  letzten  Gleichung  35) 
folgt : 

36)  S,  =  -  —  \/{g'  +  h'cos'a). 

Wegen 

x=^v  cosX^    y  =  t'  cos  F,    z  =  v  cosZ 

giebt  die  Samme  der  Quadrate  der  Gleichungen  35) : 

—  2v{i,cosX+ri^cosr+l^cosZ)  ——. 

Setzt  man  hierin  für  cosZ,  l^  ihre  Werthe  aus  32)  und  30),  ferner 

v  =  g  sin  w  +  z/ , 
80  folgt: 

37)  i,'  +  ri,'  =  2{l^cosX+ri,cosY){gsinn  +  J)^^^^ 

Nach  3),  6)  und  11)  ist 

X  cos  X  +  y  cos  y  -{•  z  cos Z  =  », 

cos  a  cosX  +  cosß  cos  Y  +  cos  y  cos  Z  =  cosa , 

cos  l  cos  X  +  cos  m  cos  Y  -|-  cos  n  cos  Z  =  —  sin  a  sin  u. 

Die  Gleichungen 35)  resp.  mit  cosX,  cosV^  cosZ  multiplicirt  und  addirt, 
geben,  mit  Rücksicht  auf  die  rorstehenden  Gleichungen: 

—  sinasinu  =  ^  cosX+tjq  cos  7+  ^ cosZ 

oder,  da  nach  32)  und  36) 

Ji,  cosZ  =  —  sina  sinu, 
60  ist 

j^cosX-j- 1^0  cos  y  =  0. 

Diese  Gleichung'in  Verbindung  mit  37)  giebt 

l«*+'?o'  =  0,  d.h.  |o  =  0,  1^0  =  0. 

Die  erste  Gleichung  35)  giebt  für  ^  ==  o : 

V  X  co^  a 

cosl cota  cosaA : —  =  0. 

g  gsma 

Setzt  man  hierin : 

cos l  ^  {cosa  cos Xf  —  sin  a  cos  X)  sin  u  -f-  cos  Xx  cos  u , 

cos  a  =  cosa  C05X  +  sin a  cosX^ , 

x=^vcosX^  vs^gstnur^r  J^ 

so  folgt: 

^.cosa 
cos  Xi  cos  u  =  sin  a  sin  u  cos  X  +  cos  Xm, 

9 
Mittels  dieses  Werthes  Ton  cosXf  geht  die  Gleichung 

cos^X+  cotfX^  +  co^Xf  =  i 
über  in 


*  Vergl.  hierüber  ZeiUcfarifi  f.  Math..ii.  Phys.,  Jahrg.  XII  S.510. 


474  Kleinere  Mittbeilungen. 


38) 


sina        „    .        J,sinuco8a  „  I* 
cosX^  + i— r"t — r  ^^*^  ^ 


{  COSti  \' 

=  (  7. — i — T — i — x~  )  tÄ*co«*a4-^*eo5*M  — (A*co^*a  +  o»)  cos'A't^ 
\hr  cos^a  +  p'  cosr  u/  ^  '  *  * 

Nun  ist  nach  30)  and  31) : 

cos  X '}/  (Ä*  C05*  a  4"  f^*)  =7=  Ä  ^^^'^  ö  cosw  +  y  co«  u  $in  w. 
Mit  Rücksicht  auf  28)  ist  ferner 

_        \dcosX      1   dudcosX     J .  cola  d  cosX 
C08Ä2  = — —  =—  _  _      -    = _ — . 

p       dt         p  dt      du  g cos u       du 

Setzt  man  diese  Werthe  von  cosX  und  cosX^  in  die  Gleichung  38),  so 
folgt: 

/ö  w  gh  cosa  sinu     V {         9^  cos^u         V  ff'  +  ^'  cos^a 

\d  u      g^  cos^  M  +  A*  cos*  a)       \^  cos*  m  +  Ä*  co**  a)  cos*  a 

oder 

dw  gh  cosa  sinu       g*co^u  j/(^*  + A*co5*a) 


öw       g^  cos^u-^-  h* cos*a  g*cos^u  +  h*cost*  a  A . cosa 

Der  Term  auf  der  rechten  Seite  muss  negativ  genommen  werden, 
wenn  der  Werth  von  cosX  aus  30)  der  Gleichung  29)  für  T=:cosX  genügen 
soll.  Einfacher  gelangt  man  zur  Bestimmung  des  Vorzeichens  durch  die 
Bemerkung,  dass  die  Gleichungen  29),  30)  und  39)  für  g  =  hsina  zu  densel- 
ben Gleichungen  führen  müssen,  wie  die  Gleichungen  10),  19)  und  20)  für 

^  CS  0.    Setzt  man 

h  cosa  costVi  —  g  cosu  sinw^ 

cos  tV  =  /  7  z — —z ,     — 5 , 

y  (g^  cos*  tt  +  Ä*  cosr  a 
g  cos  u  cos tVf  -{-h  cosa  sin iv, 
y  {g*  co^  u  +  Ä'  co^  a)      ' 
80  geben  die  Gleichungen  30),  31)  und  39): 

/g*  cos*  u  +  h*  cos*  a 


stn  fv  =3 


cosX 


cos  F 


g*  +  h*  cos*a 
g*  cos!*  M  +  A*  cos*  a 


g*  +  A'  co^a 
g  sin  u 


cosa  dWi  g*cos*u 


y  {g*  +  Ä*  cos* a)  du  g*  co^ u  •\- h* cos^ a  j/(A*  sin*a  —  ^  co^ m)* 

Die  Werthe  von  cosw^^  und  sinw^  lassen  sich  durch  die  Thetafttnetionen 
Jacob i*s  mit  complexen  Argumenten  ausdrücken. 

Die  sphärische  Loxodrome  liegt  auf  der  Kegelflftche 

a:'  +  y'+  {^-  |/(^  +  A«co**a)j«=  Ä'. 
Liegt  die  Spitze  der  Kegelfiäche  auf  der  Eugelfläche,  so  ist 

g*  =  h*  sin*a. 
Man  hat  dann  die  folgenden  einfacheren  Gleichungen: 
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r^,^^^^  "^^•^'■^.<^.^^-^-^— »^--^  *^^«^»,^s.^  .^w*,-»,^«- 


C09 X^s=^cosaco$fV'\'Hna  sinw  cosu^ 
cos  F==  cosa  sin w  —  sin a  cosw  cos u , 

cos  Z  =  sin  a  sin  u , 

dw  Utnga 

v  =  2hstna  stnUj     r — = : . 

du  sinu 
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A.  Ennepsr. 


ZXmi.    Veber  die  Bereelmiing  der  mittleren  Tagestemperatnr  am 

der  höchsten  und  tiefsten  Temperatur, 

Um  die  mittlere  Temperatur  eines  Tages  aas  der  höchsten  and  tiefsten 
Temperatur  desselben  TageB  zu  beetimmen,  werden  in  den  meteorologi* 
sehen  Handbüchern  mehrere  Auweisungen  gegeben,  welche  wohl  auf  em- 
pirischem Wege  gefunden  worden  sein  dürften ,  da  einer  theoretischen 
Ableitung  der  betreffenden  Ausdrücke  nirgends  ErwShnung  geschieht  In 
den  nachfolgenden  Zeilen  wird  nun  eine  mathematische  Herleitung  der 
Ausdrücke  versucht. 

Die  Aufgabe  ist  unbestimmt;  indessen  ist,  wenn  man  einen  normalen 
Verlauf  der  Temperatur  voraussetzt,  dieser  Verlauf  an  gewisse  Haupt- 
bedingungen geknüpft,  welche,  gehörig  berücksichtigt,  eine  brauchbare  und 
ungezwungene  Lösung  der  Aufgabe  ermöglichen.  Die  Tsgestemperatur 
muss  nftmlich  während  eines  Tages  in  ihrer  Abhängigkeit  vom  Sonnenstande 
bei  normalem  Witterungsverlanfe  von  einem  kleinsten  Werthe  bis  zu  eipem 
grössten  Werthe  stetig  zunehmen  und  von  letzterem  bis  zum  nächsten  Mi- 
nimum stetig  abnehmen»     Construirt  man  nun  die  Temperaturcurve  eines 

ü 


M 


91 


h  d 

Tages,  indem  man  die  Zeiten  als  Abscissen  und  die  Temperaturen  als 
Ordinaten  aufträgt,  so  wird  man  ausser  dem  tiefsten  und  höchsten  Punkte 
A  und  B  noch  die  beiden  Wendepunkte  C  and  />,  in  welchen  die  Curve  ans 
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der  Convezität  in  die  X^oncavität  oder  aus  der  ConcaviUit  in  die  Convexitat 
tibergebt,  als  cbarakteristiscbe  Punkte  ansaseben  baben;  lässt  man  ferner 
die  Temperaturcarve  mit  dem  tiefsten  Punkte  A  beginnen,  so  wird  sie  mit 
dem  zweiten  Minimum  A^  endigen,  und  es  liegt  in  der  Natur  der  Sacbe, 
dass  zwei  aufeinanderfolgende  Minima  der  Temperatur  als  gleicb  gross, 
also  Aa=iA^ai  angenommen  werden  können.  Durcb  die  fünf  Punkte  A^  C, 
By  D  und  Ax  tbeilt  sieb  die  Temperaturcurve  in  vier  Theile,  deren  £igen* 
tbttmlicbkeiten  sieb  am  passendsten  mit  jenen  der  Sinuslinie,  d.  i.  der  Linie 
von  der  Gleicbung 

1)  y  =  a,sinmx 

vergleicben  lassen ,  wenn  für  jeden  Theil  der  betreffende  Wendepunkt  als 
Coordinatenanfangspunkt  angenommen  wird  und  die  positiven  Richtungen 
der  Coordinatenaxen  gegen  den  Maximal-,  beziebungsweise  Minimalpunkt 
gericbtet  sind.  Ziebt  man  durcb  C  und  D  die  Linien  i^Fund  Gif  parallel 
zur  Abscissenaxe  und  setzt  man  Aa=^A^a=it  (Minimaltemperatur},  Bb=  T 
(Maximaltemperatur),  ferner  Cc  =  f|y  Dd^i^i  endlicb  die  Abscissen  (Zei- 
ten) ab=^Zy  ac  =  Zi  und  ad=z^,  und  berücksicbtigt  man  noch,  dass 
aa,  =  24  (Stunden)  ist,  so  sind  unter  Zugrundelegung  der  Gleicbung  1)  — 

wenn  man  derselben  die  passendere  Form  ys=:a.sin  —  x  giebf,    wofür 

x  =  Uy  y=^a  wird  -—  die  Gleichungen  der  Curven theile  CA^  CB^  DB  und 
D A^  nachstehende: 

CB...y^{T^i,)Mn      J"        x, 
DB  ...  y=  (r-0  sin-- -x, 

2  (?,  —  Z) 

DA,  ...y  =  il,-t).sin^.^^^^x. 

Die  mittlere  Ordinate  einer  Curve  wird  gefunden,  wenn  man  die 
Fläche  durch  die  Abscisse  dividirt;  um  daher  die  mittlere  Temperatur  eines 
Tages  zu  erhalten,  hat  man  die  Fläche  der  Temperaturcurve  durch  24  au 
dividiren.  In  unserem  Falle  besteht  die  Fläche  der  Temperaturcurve  aus 
den  vier  Theilen: 

ACca=:ECca--ECA, 
CBbc^rzCFbc  +  CBF, 
BDdb=:GDdb  +  BDG, 
DAi  a^d^DEa^d  —  DEAi. 

Somit  ist  die  Gesammtfläche  der  Temperaturcurve  gleich 
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(ECca  +  CFbc  +  GDdb  +  DHatd) 
+  (-  ECA  +  CBF+BDG—D  HA,) 
=  z,/,  +  (Z-  2,)  /,  +  (^,-Z)/,  +  (24 -  r.)  /, 
+  {'-'ECJ  +  CBF+BDG'-DH^^), 

somit  die  mittlere  Temperatur 

^  +  2^4  l—ECA+CBF+BDG  —  DHA,]. 

In  der  zweiten  Klammer  kommen  die  Flächen  der  vier  Sinnslinien  vor, 
F(ir  die  Linie 

y  =  a  .  sin  —  x 
^  2« 


wäre  die  Fläche  gleich 


o  I  ««  —  X  dx=  —au: 
J        2u  Ä       ' 


daher  hahen  wir 


folglich 


0 


Fläche  ECA  =  ^  z,  (/^  —  /) , 

n 

n 

„    Z)Zr^.=-(24-r.)(<,-0, 


'».  =  ^  C«i'i  +  (2  -  *,)  '.  +  (.-t  -  Z)  <t  +  (24  -  I,)  ^,] 


lATt 

oder  nach  einigen  Abkürzungen 

'"  =  ^  [(24  -  Z)  ^,  +  Z/.] 

+  ^  [24<  +  («,  -  r.)  (r-  0  -  (24  -  2)  ',  -  ^<.]. 

Noch  ist  in  Rechnung  zu  bringen,  dass  die  beiden  Sinuslinien  CA  und 
CB  in  ihrem  Anfangspunkte  C  und  die  beiden  Sinuslinien  DB  und  DA,  in 
ihrem  Anfangspunkte  D  eine  gemeinschaftliche  Tangente  haben.  Allgemein 

ist  bei  der  Linie  y=a  sin --x  die  trigonometrische  Tangent^^des  Neigttngs- 

V  — 
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■  -"  ^^ .^  ^  ^-^-^ ^  ^ ^^~-^  , 


Winkels  der  im  Anfangspunkte  gezogenen  geometrischen  Tangente  gleicb 

:  wir  haben  daher 

2   u 

^  z,  Z—Zt 

und 

^  2,  —  Z      24  -  z,  ' 

woraus 

Z/,  =  rr, +  Z/  — 2j/  und  (24— Z)  (,  =  24  T  — z,  J+z,/—  Z/, 

somit  durch  Addition 

7)  (24  ^  Z)  /,  +  Z/.  =  24  7-  (r,  -  z,)  (T-  0 

folgt.    Setzt  man  diesen  Werth  in  4)  ein,  so  erhält  man,  wenn  man  redncirt 
und  statt  n  seinen  Werth  substituirt 

.  ^m  =  7^-  {T-  i)  [0,637  -  0,0114  (?,  -  z,)] 

^  =  0,363.  r+  0,637.^  +  0,0114  (r,  —  «i)  (7—  0 , 

wo  (2(  —  2|)  die  Zeit  vom  vormittägigen  bis  zum  nachmittägigen  Wende- 
punkte bedeutet.    Giebt  man  der^Gleichung  8)  die  drei  Formen 

Ö)  <m  =  i  {T+O  +  [0,0114  (z,-  r,)- 0,137]  (7-  /), 

10)  /m  =  I  ( r+  2/)  +  [0,0114  (2,  -  2,)  +  0,030]  (r~  0 

und 

11)  'm  =  M3  ^  +  40  +  [0,0114  (z,  -  2,)  -  0,065]  (T -  0 1 

80  erhält  man,  wenn  man  darin  die  letzten  Ausdrücke  rechts  vernachlässigt, 
die  in  meteorologischen  Handbüchern  angeführten  Nähernngsformeln 

»')  <'»  =  4(7'+0, 

und 

11')  r„=i(3r+40. 

Wie  man  sieht,  ist  von  den  drei  letzten  Gleichungen  die  Gleichung  10) 
als  die  ungenaueste  anzusehen ;  besser  ist  O')  und  am  besten  ist  ll').  Die 
Gleichung  O')  wird  meistens  zu  grosse,  10^  immer  zu  kleine  und  ll')  in 
der  Begel  etwas  zu  kleine  Werthe  liefern. 

Es  lässt  sich  übrigens  allgemein  statt  8)  auch  schreiben : 

^2)'^=^(pr+50  +  [o,Oll4(z.-z,)-(^-O,363)](7'-0- 

Wählt  man  nun  für  q  und  p  solche  ganze  Zahlen,  dass,  je  nach  dem 
Werthe  von  {Zf—  z^),  d.  i.  entsprechend  der  Lage  des  Beobachtnngsortes 
und  der  Jahreszeit, 

-^ 0,368  nahe  gleich  0,0114  (z,  —  z,) 

wird,  so  erhält  man 
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•■^\^    -  .^  ^  -i-N*^— '\l*-.*■■^.*-"-^^•^v•^^^•.^.*■.^■^F•^■^.^^^N^^^^.^■,^,^^..^^^w^^^^■^-^■'^■  ^-^^ 


P  +  9 
als  diejenige  Oleichnng,  welche  vor  allen  ähnlich  gebauten  den  Vorzag  ver- 
dient. 

Hierdurch  ist  bei  aller  Einfachheit  eine  Verschärfung  der  Berechnungs- 
weise  geboten ,  welche  sich  namentlich  zur  Ermittelung  der  mittleren  Mo- 
natstemperatnr  aus  der  mittleren  höchsten  und  tieffiten  Temperatur  des 
Monats  eignen  möchte,  indem  die  Voraussetzung  eines  nahezu  normalen 
Verlaufes  der  mittleren  Monatstemperaturcurve  in  den  meisten  Fällen  statt- 
haft sein  wird» 

Fiume,  im  August  1870.  Prof.  E.  Stahlbergeb. 


XXIX.    TTeber  Spectra  negativer  Elektroden  und  lange  gebrimolLter 

Oeissler'scher  Bohren. 

In  der  Zwischenzeit  von  Brewster's  und  Miller 's  Arbeiten  bis  zu 
den  epochemachenden  von  Buusen  und  Kirchhoff  vollzog  sich  der  Fort- 
schritt der  Spectralaualyse  vorzüglich  auf  elektrischem  Gebiete.  Man  lernte 
die  Metalllinien  von  jenen  trennen,  die  von  den  Bestandtheilen  der  Luft 
herrühren,  und  Dove  lenkte  bereits  1858  die  Aufmerksamkeit  auf  die  ver- 
schiedenen Spectra  an  einer  positiven  und  an  einer  negativen  Elektrode*; 
er  hob  die  unmessbar  rasche  Umwandlung  des  einen  Spectrums  in  das  an- 
dere bei  der  Commutation  und  die  eventuellen  Aufschlüsse,  die  man  auf 
diesem  Wege  über  die  BeschafTenhcit  des  Kordlichtes  bekommen  könne, 
hervor.  Gleichfalls  1858  begann  Plücker  seine  berühmten  Arbeiten  über 
die  Spectra  in  Geissle raschen  Röhren.  Im  selben  Jahre  verglich  auch 
van  der  Willigen  das  Luftspectrum  an  der  positiven  und  negativen  Elek- 
trode und  constatirte  die  dem  letzteren  eigenthümlichen  drei  Maxima**. 
Die  chemischen  und  astronomischen  Triumphe  der  Spectralanaljse  nahmen 
in  den  nächsten  Jahren  nach  Bunseu's  und  Kirchhof f*s  Auftreten  alle 
Thätigkeit  in  Anspruch  und  so  blieben  Dove's  und  van  der  Willigen's 
Beobachtungen  bis  vor  Kurzem  ohne  Fortsetzuiig  und  eingehendere  Be- 
arbeitung. Aber  an  die  mit  verdünnten  Gasen  gefüllten  Röhren  knüpfte  sich 
die  räthselhafteste  Entdeckung,  welche  die  Spectralanalyse  seit  B  u  n  s  e  n  und 
Kirch  hoff  bereicherte,  die  mehrfacher  Spectra  eines  und  desselben  Stof- 
fes, welche  von  Plücker  und  Hittorf  gemacht  *•*,  durch  Wtillner  be- 


•  Pogg.  Ann.  1858,  Bd.CIV,  S.  184 -« 188. 
♦♦  Pogg.  Ann.  1859,  Bd.CVI,  S.626flgg. 
***  Philo».  Trans.  1866,  Bd.  J55,  8. 1  ügg. 
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stäiigt  und  aasgedehnt  wurde*.    Sie  wurde  vor  wenigen  Monaten  von  Du- 
brunfaut  bestritten*^,  indem  er  das  zweite  Wasserstoffspectrum  Wüll- 
n er* 8. durch  Stickstoffreste  im  Gase  erklären  wollte.    Wüllner  h^t  aber 
seine  Entdeckung  dieser  Erklärung  gegenüber  aufrecht  erhalten**^,   aod 
dass  er  dies  zu  tbun  berechtigt  war,  hat  unsere,  im  Folgenden  mitgetfaeilte 
Untersuchung  Tollständig  bestätigt.     Dennoch  müssen  inPIÜcker's  nnd 
Wüllner's  Entdeckung  die  tbatsächlichen  Erscheinungen  von  der  theore- 
tischen Auslegung  unterschieden  werden,  und  wir  werden  auf  die  wichtige 
Frage  nach  der  Mehrheit  der  Spectra  eines  Stoffea  als  solchen  am  Schlnsse 
der  vorliegenden  Arbeit  nochmals  zurückkommen«  1865  veröffentlichte  Wal- 
ten hofen  eine  interessante  Arbeit  über  die  Beibenfolge,  in  welcher  Spec- 
trallinien  bei  fortgesetzter  Verdünnung  verschwinden*}-.    Bereits  im  Jahre 
1858  hat  Plücker  auch   das   eigenthümliche  magnetische  Verh&lten  des 
Lichtes  am  negativen  Pole  entdeckt  ff«    Da  dessen  Erklärung  jedoch  bis 
heute  nicht  von  jeder  Schwierigkeit  befreit  ist,  so  musste  sich  hierdarch  das 
Interesse  an  der  spectralanaljtischen  Verschiedenheit  zwischen  dem  Lichte 
im  positiven  Theile  des  elektrischen  Funkens  und  dem  Lichte  an  der  nega- 
tiven Elektrode  steigern. 

Indem  wir  im  October  vorigen  Jahres  beschlossen,  die  Studien  Dove^s 
und  van  derWilligen's  aufzunehmen,  waren  wir  von  drei  Gredanken 
vorzüglich  geleitet:  erstens  hofften  wir  über  das  magnetische  Licht  Anf- 
schlüsse  zu  erlangen;  zweitens  musste  es  uns  nach  den  älteren  Angaben 
möglich  scheinen,  spectralanaljrtische  Kennzeichen  für  negativ  -  elektrische 
Zustände  zu  bekommen  und  dadurch  negative  Elektricität  vielleicht  in  gros- 
sen irdischen  und  himmlischen  Erscheinungen  entdecken  zu  können;  drit- 
tens durften  wir  erwarten,  vielleicht  zwischen  den  mehrfachen  Spectris  eines 
Stoffes  im  engen  Theile  und  den  mehrfachen  Spectris  je  nach  def  Elektrode 
einen  Zusammenhang  zu  entdecken. 

Sicher  aber  mussten  wir  neue  Thatsachen  auffinden,  wenn  wir  den  Un- 
terschied des  Lichtes  an  den  beiden  Elektroden  nicht  blos  bei  Luft,  sondern 
bei  den  einzelnen  Gasen  aufsuchten.  Wir  durften  voraussetzen,  dass  Stick- 
stoff und  atmosphärische  Luft  übereinstimmen  würden,  und  dass  V7asser- 
stoffgas,  Sauerstoffgas  etc.  Neues  geben  würden.  In  der  That  verschafften 
wir  uns  drei  Geissler^sche  Röhren,  eine  Stickstoffröhre,  eine  Wasserstoff- 


*)  Festschrift  der  niederrheinischen  Qesellschaft  für  Natur-  und  Heilkunde  sar 
50jährigen  Jubelfeier  der  Universität  Bonn.    Bonn,  bei  A.  Markus.    18G8.    S.  7.  — 
Pogg.  Ann.  1868,  Bd.CXXXV,  S.  496flgg.,  1869,  Bd.  CXXXVII,  S.337flgg. 
**)  Compt.  rend.  T.  69,  8. 1245.   T.  70,  S.  448. 
***)  Compt.  rend.  T.  70  S.  125. 
t)  Sitzungsber.  d.  k.  Akad.  d.  W.  math.-natnrw.  Cl.,  Bd.  LI,  IL  Abih. ,  1865, 
S.  535  flgg. 

tt)  Pogg.  Ann.  1858,  Bd.  CHI,  S.  88 flgg. 
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röhre  und  eine  Saaerstoffröbre  y  bezeichnet  entsprechend  mit  N,  ff  und  0, 
Dnd  wir  fanden  am  negativen  Pole  von  iV^die  van  der  Willigen'scheii 
drei  Mazima,  am  negativen  Pol  von  ff  ein  grüngelbes  Maximum,  am  nega- 
tiven  Pol  von  0  sechs  Maxima:  ein  rothes,  ein  gelbgrtines,  ein  grünes,  ein 
grünblanes,  ein  blaues  und  ein  violettes.  Diese  drei  Spectra  beobachteten 
wir  bereits  November ,  aber  wir  wollten  von  den  sämmtlichen  Spectris  die« 
ser  Köhren  sorgfältige  Zeichnungen  anfertigen  und  diese  mit  einer  gleich- 
seitigen Zeichnung  des  Soimenspectirums  combiniren,  um  unsere  Resultate 
durch  Beziehung  auf  die  nächstliegenden  Fraunhofer 'sehen  Linien  sowohl 
selbst  mit  Beobachtungen  der  Aurora  horealis^  des  Zodiacallichtes ,  der  Pro- 
tuberanzen  und  anderer  kosmischen  Lichterscheinungen  vei^leichen  zu  kön- 
nen, als  auch  für  spätere  Beobachter  unsere  Wahrnehmungen  verwendbarer 
KU  machen. 

Diese  Beobachtungen  machten  wir  mit  einem  gewöhnlichen  Spectral« 
apparate,  der  ein  S  t  e  i  n  h  e  i  P  sches  Flintglasprisma  besitzt.  Um  sowohl  den 
Beobachtungen,  als  auch  den  Zeichnungen  ein  grösstmögliches  Mass  von 
Genauigkeit  au  geben,  wandten  wir  uns  an  Herrn  Professor  Hlasiwets, 
und  derselbe  stellte  uns  mit  grösster  Liberalität  den  in  seinem  Besitze  be- 
findlichen, vom  Professor,  nunmehrigen  Hofrath,  Ritter  v.  Schrötter  und 
Herrn  Starke  sehr  zweckmässig  construirten,  mit  drei  Prismen  versehenen 
grossen  Spectralapparat  zu  Gebote.  Sollten  die  Zeichnungen*  die  nöthigen 
Details,  einen  genügend  grossen  Massstab  und  die  erforderliche  Genauig- 
keit besitzen ,  so  konnten  sie  nur  in  einem  längeren  Zeiträume  vollendet 
werden.  Inzwischen  erschien  in  den  Compies  rendus  der  Pariser  Akademie 
vom  10.  Januar  eine  Mittheilung  Secchi's,  worin  er  nebst  Anderem,  was 
sich  direct  auf  die  Sonne  bezieht,  auch  erwähnt,  dass  er  mehrfache  Spectra 
desselben  Stoffes  je  nach  dem  engen  oder  weiten  Theile  der  Geissler- 
schen  Röhren  wahrnimmt**.  Er  schreibt  diese  verschiedenen  Spectra  dem- 
selben Stoffe  bei  verschiedener  Temperatur  zu.  Insbesondere  glaubt  er  der 
Erste  zu  sein,  der  im  engen  und  weiten  Theile  einer  Geissl er' sehen 
Röhre  verschiedene  Spectra  sieht.  Aber  eine  Arbeit  über  die  Schichtung 
des  elektrischen  Lichtes,  die  Einer  von  uns  am  3.  Januar  18Ö0  veröffent- 
lichte, knüpfte  bereits  an  eine  solche  Beobachtung  des  Hofrathes  v.  Et- 
tingshausen  an***. 


*  Dieselben  fertigt  Prof.  Kuhn  an. 

**  Compt.  rend.  T.  70  S.  82. 

***  Sitzgsber.  d.  k.  Akad.  d.  W.  malh.-natorw.  CK,  XLIII.  Bd.  1861,  S.  löflgg. 
S.  16  sagt  der  Verfasser  der  Arbeit:  ,Jch  hielt  es  daher  für  interessant,  zu  unter- 
suchen, ob  die  obenerwähnte  Verschiedenheit  der  Spectra  in  den  verschieden  weiten 
Theilen  der  Ge  Issl er  ^ sehen  Röhren  von  einer  Verschiedenheit  des  Spectrams  einer 
und  derselben  Substanz  je  nach  der  Weite  der  Röhre  oder  von  einer  Anordnung  ver7 
schiedener  Stoffe  herrührt.** 
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Darch  langen  Gebrauch  erlitten  swei  unBorer  Stickstoffröhren  und  eine 
Wasserstoffröhre  Modificationen ,  auf  welche  wir  später  zurückkommen. 
Neben  den  Beobachtungen  am  grossen  Apparate  stellten  wir  am  kleinen 
Apparate  Vergleichungen  mittels  des  sogenannten  „Vergleichsprismas^*  an« 
Wir  verglichen  die  drei  Spectra  am  negativen  Pole  mit  den  von  Plücker 
znnächst  berücksichtigten  Spectris  der  capillaren  Theile  der  drei  Röhren, 
sowie  auch  mit  dem  Spectrum  des  Quecksilbers.  In  letzterer  Beziehung  sei 
erwähnt,  dass  wir  eine  möglichst  vollständigeVergleichung  mit  allen  Metall- 
spectris  beabsichtigen.   Das  Resultat  unserer  bisherigen  Vergleichungen  ist 
folgendes:   von  den  drei  Mazimis  am  negativen  Pole  der  Stickstoffirt&re 
stimmt  das  am  wenigsten  brechbare  (gelbgrüne)  mit  der  hellsten  Sauerstoff- 
linie, d.  h.  mit  der  hellsten  Linie  im  engen  Theile  der  Sauerstoffröhre»    Ty%A 
zweite  Maximum  stimmt  mit  gar  keiner  Linie  eines  engen  Theiles ;   das 
dritte  Maximum  stimmt  mit  einem  sehwachen  Bande  im  engen  Theile  der 
Stickstoffröhre,  wobei  wir  vorläufig  nur  von  unmodificirten  Röhren  sprechen. 
Das  Maximum  am  negativen  Pole  des  Wasserstoffes  stimmt  mit  keiner  Linie 
im  engen  Theile  einer  unmodificirten  Köhre.    Von  den  fünf  Maximis  am 
negativen  Pole  der  Sanerstoffröhre  stimmt  das  gelbgrüne  Maximum  mit  einer 
Linie  im  engen  Theile  der  Sauersto&öhre ,  das  blaugrüne  Maximum  mit 
einer  Linie  im  engen  Theile  der  Stickstoffröhre,  das  violette  Maximum  mit 
der  violetten  Quecksilberlinie,  das  grüne  und  das  blaue  Maximum  jedoch 
stimmt  mit  keiner  Linie  im  engen  Theile  der  drei  unmodificirten  Rohren. 
Von  den  Uebereinstimmungen  schwächerer  Linien  behalten  wir  uns  vor,  bei 
späterer  Gelegenheit  vollständigere  Mittheilung  zu  machen.   Auch  müesea 
wir  beifügen ,  dass  die  Vergleichungen  nur  jene  Genauigkeit  besitzen ,  die 
der  kleine  Apparat  gestattet.    Wir  haben  ferner  die  drei  negativen  Spectra 
unter  einander  verglichen  und  gefunden,  dass  gar  keine  Maxima  überein- 
stimmen;  doch  findet  sich  das  violette  Maximum  am  negativen  Pole  des 
Sauerstoffes  als  deutliche  Linie  auch  am  negativen  Pole  des  Stickstoffes. 
Da  beide  Röhren  von  Geissler  mittels  der  Queckeilberlaftpumpe  her- 
gestellt sind ,  so  kann  das  Auftreten  der  violetten  Quecksilberlinie  in  beiden 
Fällen  keine  Verwunderung  erregen.   Unter  Berücksichtigung  des  Queck- 
silberspectrums, von  dem  noch  eine  oder  die  andere  Linie  ausser  d^r  er- 
wähnten  mit  schwachen  Linien  in  den  Röhren  stimmt,  ergiebt  sich  jeden- 
falls ans  den  vorliegenden  Beobachtungen  bereits  das  wichtige  Resultat, 
dass  man,  abgesehen  von  Quecksilber  und  später  zu  erwähnenden  Natrium- 
spuren, mindestoDS  sechs  verschiedene  Spectra  in  drei  Röhren  hat. 

Indem  am  grossen  Apparate  die  Beobaclitungen  sehr  lange  fortgesetst 
wurden,  ergab  sich  nicht  nur  die  von  Wüllner  beobachtete  Veränderung 
der  Wasserstoffröhre,  sondern  auch  eine  nicht  minder  interessante  Modifica- 
tion  der  Stickstoffröhre«  Die  modificirte  Wasserstoffröhre  ergab  das  von 
Wüllner  J7II  benannte,  von  Bettender  ff  in  der  Festschrift  zum  Bonner 
Jubiläum  gezeichnete  Spectrum.    Indem  der  Eine  von  uns  sowohl  dieses, 
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als  das  Spectrom  im  engen  Theile  der  noch  nicht  modificirten  Stickstoflf- 
r5hre  zeichnete,  ergab  sich  mit  unwiderleglicher  Evidenz,  dass  dieses  Spec- 
trum nicht  Yon  Stickstoffresten  in  der  Wasserstoffröhre  herrühren  kann, 
dass  also  Wüllner  gegen  Dubrunfant  in  dieser  Beziehung  unbedingt 
Recht  hat. 

Was  dieModification  der  Stickstoffröhre  betrifft,  so  nahm  sie  folgenden 
Verlauf.  Während  anfangs  das  negative  Olimmlicht  in  scharfer  Begrenzung 
und  wenig  ausgebreitet  den  negativen  Poldraht  umgab  und  der  jenseits  des 
dunklen  Baumes  befindliche  Theil  des  betreffenden  weiteren  Röhrenstückes 
wenig  hell  war,  wurde  nach  einiger  Zeit  das  Glimmlicht  grösser  und  füllte 
den  ganzen  Raum  um  den  negativen  Poldraht  bis  zum  Glase;  zugleich  war 
auch  der  jenseits  des  dunklen  Baumes  befindliche  Theil  des  betreffenden 
BöhrenstÜckes   heller  geworden.     Da  trat  eine  weitere  Veränderung  der 
Röhre  derart  ein,  dass  das  Glimmlicht  nahezu  verschwand,  das  Licht  an  der 
Uebergangsstelle  von  der  capillaren  Röhre  zum  Stücke  am  negativen  Pole 
sich  schichtete  und  eine  hellere  Stelle  zeigte,  das  Licht  im  engen  Theile  an 
Helligkeit  abnahm  und  zugleich  lavendelblau  wurde,  und  endlich  auch  im 
Stücke  am  positiven  Pole  dunkle  Schichten  auftraten.  Binnen  einer  halben 
Stunde  war,  nachdem  einmal  diese  Erscheinungen  sichtbar  geworden  waren, 
die  Modification  vollendet.  War  dies  geschehen,  so  verschwanden  die  wäh- 
rend des  Ueberganges  wahrnehmbaren  Schichten  wieder  gänzlich.  Dagegen 
trat  nun  eine  wunderschöne  und  äusserst  lebhafte  Fluorescenz  ein,  und  zwar 
nicht  nur  am  negativen  Pole,  sondern  wohl  in  dem  am  negativen  Pole  be- 
findlichen Röhrenstücke,  aber  daselbst  nun  jenseits  des  dunklen  Raumes, 
gegen  den  engen  Theil  der  Bohre  zo  am  lebhaftesten.    Auch  dort,  wo  der 
positive  Foldraht  das  Glas  berührte,  trat  eine  deutliche  Fluorescenzwir- 
kung  hervor.   Ja  zuweilen  war  die  Fluorescenz  in  allen  Theilen  der  Bohre 
bis  zum  dunklen  Baume  deutlich  sichtbar,  und  nur  gerade  am  negativen 
Pole  war  Dunkelheit.   Zugleich  war  am  positiven  Pole  eine  dem  Glimmlicht 
im  späteren  Stadium  ähnliche  Lichtumfluthung  eingetreten.    In  der  capil- 
laren Bohre  bemerkte  man  ab  und  zu ,  namentlich  während  des  Umwand- 
lungsprocesses,  hell  leuchtende  gelbe  Punkte.   Sie  traten  an  dem  Ende  der 
Röhre  auf,  das  dem  negativen  Pole  näher  liegt.  Der  Spectralanalysis  unter- 
worfen ,  ergaben  diese  gelben  Punkte  ein  Natriumspectrum  von  änsserster 
Lebhaftigkeit.  Hervorzuheben  ist  noch,  dass  die  lavendelblaue  Färbung  des 
engen  Theiles  nicht  plötzlich  auftritt,  sondern  sie  wi)rd  zuerst  an  der  dem 
negativen   Pole   zunächstliegenden  Stelle  der  Capillarröhre  sichtbar  und 
breitet  sich  von  da  immer  mehr  nach  der  Mitte  aus.    Eine  Commutation  be- 
schleunigt in  diesem  Stadium  die  Umwandlung,  und  nach  derselben  ist  sie 
binnen  Kurzem  vollständig  vollbracht. 

Wenn  man  eine  modificirte  Stickstoffröhre  der  Untersuchung  mit  dem 
kleinen  Apparate  und  dem  Vergleichsprisma  unterwarf,  so  ergab  sich  fol- 
gende merkwürdige  Tbatsache :  die  drei  Maxima,  die  man  am  negativen 
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Pole  der  nnmodificirten  Stickstoffröhre  findet,  sind  jetst  in  allen  Theilen  der 
Röhre  sichtbar«  Am  negativen  und  positiven  Pol,  namentlich  am  letzteren, 
ftieht  man  beinahe  nur  die  drei  Maxima«  In  der  Mitte  ist  ein  reicheres  Spec* 
trum,  aber  mit  Ausnahme  einiger  schwacher  Nebenlinien  stimmeo  dieses 
Spectrnm  und  das  am  negativen  Pol  der  nnmodificirten  Stickstoffröhre  über» 
ein  —  nm  ganz  deutlich  au  sein:  nicht  blos  auf  die  drei  Mazima,  sondem 
ferner  noch  auf  zahlreiche  andere  sichtbare  Linien  bezieht  sich  diese  Ueber- 
einstimmung,  und  nur  in  wenigen  schwachen  Nebenlinien  lässt  sich  eine 
Verschiedenheit  bemerken.  Es  ist  also  in  dieser  Röhre  das,  was  van  der 
Willigen  und  Andere  als  das  negative  Spectrum  der  Luft  betrachteten, 
durch  alle  Theile  wahrnehmbar.  Die  Beobachtung  gewinnt  an  Interesse, 
wena  wir  uns  erinnern ,  dass  nun  auch  der  positive  Pol  wie  von  Glimmlicht 
nmfluthet  ist  und  dass  die  Fluorescena  des  Glases  jetzt  keineswegs  mehr  am 
negativen  Pole  allein  oder  vorzüglich  auftritt,  sondern  dass  sie  auch  jenseits 
des  dunklen  Raumes  und  am  positiven  Pole  bemerkbar  ist,  ja  manchmal 
jenseits  des  dunklen  Raumes  viel  stärker  als  am  negativen  Pole,  ja  sogar 
Jbisweilen  nur  bis  zum  dunklen  Räume,  äusserst  lebhaft,  ohne  sich  über  den- 
selben  hinaus  zu  erstrecken.  In  solcher  Weise  bekommt  nach  langem  Ge- 
brauch eine  Stickstoffröhre  ebenso,  wie  eine  Wasserstoffröhre  ein  neues 
Speetrum,  was  wir,  wenn  wir  vom  negativen  Pol  der  nnmodificirten  Höhre 
nichts  wüssten,  als  i^II  in  analoger  Art  auffassen  könnten,  wie  Wfillner 
das  Spectrum  in  der  durch  langen  Gebrauch  modificirten,  Wasserstoffrohre 
als  iTII  betrachtet. 

Nun  wissen  wir  aber,  dass  es  das  Spectrum  des  negativen  Poles  ist,  das 
sich  in  der  modificirten  Röhre  in  allen  Theilen  findet.  Ist  vielleicht  etwas 
Aehnliches  auch  bei  der  modificirten  Wasserstoffröhre  der  Fall?  Wir  haben 
wohl  nicht  nöthig,  erst  daraufhinzuweisen,  welch  merkwürdiger  Zusanftnen- 
hang  sich  in  diesem  Falle  zwischen  den  Spectris  am  negativen  Pole  und 
den  neuen  Spectris  im  engen  Theile  durch  langen  Gebrauch  modificirter 
Röhren  ergäbe  und  wie  dadurch  J7 II  WüUner's  in  eine  höchst  beachtens* 
werthe  Relation  gebracht  wäre.  Nun ,  die  Beobachtung  zeigt  am  negativen 
Pol  einer  Wasserstoffröhre  ein  grüngelbes  Maximum^  dem  zwei  schwache : 
eine  grüne  und  grüngelbe  Linie  vorangehen,  und  zwei  schwache:  eine 
blaugrüne  und  eine  blaue  folgen,  die  mit  dem  grünblauen  und  blauen  Maxi- 
mum  des  negativen  Poles  der  Sauerstoffröhre  übereinstimmen.  Im  engen 
Theile  der  modificirten  Röhre  ist  die  Natrinmdoppellinie  am  hellsten,  ge- 
hört aber  natürlich  nicht  zu  Bll,  Was  von  Hll  im  kleinen  Apparat  sieht-  ' 
bar  ist,  sind  fünf  Linien,  die  mit  den  am  negativen  Pol  derWasserstoffrdhre 
bemerkbaren  vollständig  übereinstimmen,  nur  dass  das  Maximum  nicht  so 
deutlich  hervortritt.  Ueberhaupt  zeigen  sich  bei  den  eben  besprochenen 
Spectris  manche  relative  Helligkeitsunterschiede ,  auf  die  wir  für  diesmal 
noch  nicht  eingehen.  Die  Auslegung  dieser  Thatsachen  ergiebt  sich  von 
selbst  und  wird  durch  folgende  merkwürdige  Beobachtung  noch  evidenter. 
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Wir  pumpten  auf  einer  zweistief  ligen  Luftpumpe  eine  Eöhre  so  lange 
aus,  bis  die  Barometerprobe  ihren  niedersten  Stand  erreicht  hatte  nnd  sich 
zeigte,  man  könne  nicht  weiter.  Die  abgeschmolzene  Röhre  zeigte  im  engen 
Theile  eine  Uebereinanderlagernng  des  gewöhnlichen  Sauerstoff-,  Wasser- 
stoff- und  Stickstoffspectrums;  die  Sauerstoff linien  waren  davon  die  relativ 
hellsten.  Am  negativen  Pole  der  Röhre  sah  man  auch ,  wie  meist  bei  Luft- 
röhren, drei  Maxima,  neben  denen  wenig  mehr  wahrzunehmen  war;  bei 
näherer  Prüfung  zeigte  sich  aber,  dass  diese  drei  Maxima  nicht  die  ge- 
wöhnlichen waren;  sondern  mit  den  drei  Wasserstoff  linien,  d.  h.  Ha,  Eßy  Ey 
fitimmten. 

Ein  besonderes  Interesse  nehmen  noch  die  Fluorescenzerscheinungen 
in  Anspruch.  Längst  ist  die  Flaorescenzwirkung  des  elektrischen  Funkens 
bemerkt  worden,  insbesondere  findet  man  aber  allgemein  die  Fluorescenz- 
-wirkung  des  Lichtes  am  negativen  Pol  hervorgehoben.  Diese  Sprechweise, 
die  man  noch  in  allen  Büchern  angewendet  findet,  gehört  aber  jedenfalls 
Anschauungen  über  das  elektrische  Licht  an,  welche  mit  den  durch  die 
Spectralanalyse  rectificirten  nicht  mehr  übereinstimmen.  Durch  die  Spec- 
tralanalyse  ist  es  höchst  wahrscheinlich  geworden ,  dass  die  Zusammen- 
setzung des  von  einem  glühenden  Körper  ausgesendeten  Lichtes  nicht  von 
der  Ursache  des  Glühzustandes,  z.  B.  Verbrennungsprocess,  elektrischer 
Strom  etc.,  sondern  nur  von  der  materiellen  Beschaffenheit  des  glühenden 
Körpers  abhängt.  Was  ist  Flnorescenz  anderes,  als  die  Wirkung  ultravio- 
letter Lichtbestandtheile?  Warum  sollte  also  hier  etwas  Anderes  gelten^ 
Dadurch,  dass  nun  mit  der  Verbreitung  des  sichtbaren  Spectrums  des  Lich- 
tes am  negativen  Pole  durch  die  ganze  Röhre  eine  »naloge  Ausbreitung  der 
Fluorescenzwirkung  Hand  in  Hand  geht,  wird  die  richtige  Auffassung  der 
Fluorescenzwirkung  in  markanter  Weise  unterstützt.  Eine  interessante  Be- 
obachtung ist  es  auch,  dass  bei  einer  modificirten  Stickstoffröhre  die  Fluo- 
rescenzwirkung unter  gewissen  Umständen  durch  Stromtheilung  wie  ver- 
stärkt erscheint.  Man  kann  sich  dieselbe  kaum  anders  erklären,  als  dass 
im  letzteren  Falle  gerade  der  die  Fluorescenzwirkung  bedingende  materielle 
Träger  einen  mindestens  relativ  grösseren  Antheil  an  der  Strahlenemission 
erhält.  Also  auch  diese  Beobachtung  ist  nur  mit  der  von  uns  vertretenen 
Ansicht  von  der  Fluorescenzwirkung  des  elektrischen  Lichtes  einer  plau« 
siblen  Deutung  fähig.  —  Um  es  nochmals  kurz  und  mit  anderer  Ausdrucks- 
weise zu  sagen:  Es  verhält  sich  mit  den  ultravioletten  Strahlen,  wie  mit  den 
sichtbaren,  sie  werden  von  den  Stoffen,  wenn  dieselben  glühen,  emittirt, 
sind  für  dieselben  charakteristisch,  wie  Spectrallinien,  aber  unabhängig  von 
der  Glühursache,  sei  dieselbe  chemisch  oder,  wie  in  unserem  Falle,  elek- 
trisch. Dass  sich  dies  durch  unsere  Untersuchung  bestätigte,  dürfte  der 
Beachtung  würdig  sein. 

Kehren  wir  jetzt  nochmals  auf  die  Frage  der  mehrfachen  Spectra  ein- 
facher Stoffe  zurück,  sowie  auf  die  Spectra  positiven  und  negativen  Lichtes. 
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Die  Verbreitnng  der  Spectra  des  negativen  Lichtes  in  modificirten  Rdhreo, 
sowie  das  Wasserstoffspectram  am  negativen  Pole  unserer  selbsterzeugten 
Bohre  scheinen  für  den  stofflichen  Ursprung  dieser  Spectra  zu  sprechen. 
Sollte  bei  dem  Zasammenhang  der  Spectra  modificirter  Röhren  mit  denen 
des  negativen  Lichtes  nicht  auch  der  stoffliche  Ursprung  dieser  xweitea 
Spectra  wahrscheinlich  sein? 

Die  Thatsache ,  dass  der  negative  Pol  einer  neuen  Röhre  schon  das- 
selbe Spectrum  besitzt,  wie  der  enge  Theil  der  lange  gebrauchten ,  legen 
wir  also  dahin  aus,  dass  ein  bestimmtes  Stoffgemenge ,  durch  dieses  Spee- 
trum  cbarakterisirt,  am  negativen  Pole  glüht.  Jedenfalls  glüht  sodann 
dieses  selbe  Oemenge  bei  der  modificirten  Röhre  auch  im  engen  Theile,  sei 
es,  dass  sich  durch  den  langen  Gebrauch  dieses  Stoffgemenge  selbst  immer 
mehr  entwickelt,  z.  6.  aus  dem  Gase,  oder  sei  es,  dass  es  durch  Verschwin- 
den des  Hauptstoffes,  indem  z.  B.  derselbe  von  den  Elektroden  absorbirt 
wird ,  zur  überwiegenden  Geltung  in  der  ganzen  Röhre  kommt.  In  dem 
„Stoffgemenge**  dürften  sich  übrigens  Stoffe  in  grösserer  Anzahl  befinden. 
Die  von  uns  bereits  begonnene  Reduction  der  einzelnen  Linien  auf  einzelne 
Stoffe  wird  eine  unsere»  nächsten  Aufgaben  bilden. 

Prof.  Dr.  Edm.  Rbitlinqer. 
Prof.  MoRiz  Kuhn. 


XXX.    XrümmungsTerhältnisse  eines  Curvenbüsohels  in  eüiem  SeheiteL 

Hat  man  ein  Curvenbüchel  n^^^  Ordnung  und  construirt  in  einem  der 
n'  Scheitel  die  Krümmungsmittelpuukte  der  einzelnen  Curven,  so  wollen 
wir  uns  die  Frage  stellen,  was  für  einen  Ort  die  sftmmtlichen  Krümmungs- 
mittelpunkte erfüllen. 

Bezieht  man  das  Curvenbüschel  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
system,  dessen  Anfangspunkt  der  in  Betracht  gezogene  Curvenscheitel  ist, 
so  stellt  sich  die  Gleichung  der  Curven  des  Büschels  in  der  Form 

1)  ^  =  t/  +  Jl»s=0 

dar,  wobei  u  und  v  die  Gleichungspolynome  zweier  Curven  des  Büschels 
sind,  welche  für  a;  =  0,  y=0  gleichzeitig  verschwinden. 

Bezeichnet  man  die  zwei  Differentialquotienten  von  q)  nach  cp  mit 
9t )  Vu  ^^^  J^°®  nach  y  mit  9^,  ^n,  endlich  den  nach  x  und  y  mit  ^i^,  so 
erhält  man  bekanntlich: 

^N  ^y <Pti+^PSPtf  +  P^9n 
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,  Für  die  Coordinaten  des  Krttmmangsmittelpunktes  c  der  Canre  1)  er- 
geben sich  nach  den  gemachten  Voraussetzungen  die  Werthe : 

4J  1=: ^'P' 

5)  '^  =  -7-' 

woraus  sofort  folgt  (wie  auch  a  priori  eingesehen  werden  kann) : 

6)  P  =  -^- 

Berücksichtigt  man  den  ersten  Theil  der  Doppelgleichung  1),  so  er- 
giebt  sich: 

-:_?^  =  — J.  =  — *lL+iüi 

woraus  folgt: 

7)  i  =  ?^^i^ll^. 

Hierbei  haben  etwa  u,  und  u,  dieselbe  Bedeutung  wie  <pi  und  g),,  d.  h. 
es  sind  die  ersten  Differentialquotienten  von  u  nach  o:  und  y^ 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  3)  nach  Berücki^ichtigung  yon  1)  und  6) 
in  die  Form  bringen: 

(w,t  +  A»„)  —  2  ~  («„  +  Aü„)  +  ~  (w„  +  A»„) 

'^  ^  -  K  +  U'O  ' 

und  wenn  man  statt  q  den  aus  b)  fliessenden  Werth 

r+p'     V  +  ri' 

einsetzt,  so  geht  die  Gleichung  8)  Über  in 

^  +  V* ^ (^n  +  ^Pfi)  ^/'  -  2gi?  (M|,  +  Ivtt)  +  ^  (t/,,  +  Xv2t) ^ 
1?"      '^  i^'K  +  ^^t) 

Setzt  man  schliesslich  an  die  Stelle  von  k  den  sich  in  7)  darstellenden 
Werth,  so  erhält  man  nach  einer  einfachen  Umformung  und  nach  Unter- 
drückung des  sich  in  beiden  Nennern  einfindenden  Factors  if  eine  Gleich- 
ung ,  welche  man  in  der  Form 

schreiben  kann,  wobei  abkürzend 

« 

(r,|  M,  —  M„»4)  ==  ^,       (r„M,  —  W„P,)  =  Ä  , 

gesetzt  wurde.  Die  Grössen  A^  B,  C^  D^  E  sind  von  |  und  r^  unabhängige 
constante  Grössen,  da  man  in  der  ganzen  Entwickelung ,  die  sich  auf 
den  von  uns  speciell  in  Betracht  gezogenen  Büschelscheitel  bezieht,  op  &=  0, 

S3* 


4SS  Kleinere  MittfaeiluDgen. 


».^^-^  ^^^j 


^  =  0  zu  setzen  hat,  so  dass  also  t^t  ^  V| ,  t/t,  r,,  ti,|,  z^n ,  u^^  v^^  t/{, ,  v^^  die 
Wertbe  des  Differentialquotienten  von  u  und  v  sind,  nachdem  man  hierin 
ic  =  0 ,  y  =  0  gesetzt  hat. 

Die  Gleichung  9),  eine  Beziehung  zwischen  den  Coordinaten  |»  iy  des 
Krümmungsmittelpunktes  irgend  einer  Curve  unsers  Büschels  im  betrachte- 
ten Scheite],  stellt  somit  die  Gleichung  des  von  den  sämmtlichen  Krum- 
muugsmittelpunkten  erfüllten  Ortes  dar. 

Wie  man  sofort  erkennt,  ist  9)  die  Gleichung  einer  Curve  dritter  Ord- 
nung, welche  im  Coordinatenanfangspunkte  (weil  die  Glieder  der  ersten 
und  nullten  Potenz  fehlen)  einen  Doppelpunkt  besitzt.  Die  Tangenten  die- 
ses Doppelpunktes  haben  dann  bekanntlich  die  Gleichung 

oder 

woraus  sofort  folgt,  dass  sie  durch  die  beiden  imaginären  Kreis pankte  hin- 
durchgehen. 

Wir  können  demnach  folgenden  Satz  aussprechen : 

„Construirt  man  in  einem  Scheitel  eines  Curvenbü  schela 
die  Krümmungsmittelpunkte  der  einzelnen  Curven,  so  erfül- 
len sie  eine  Curve  dritter  Ordnung  vierter  Classe,  welche 
den  Scheitel  zu  einem  Doppelpunkte  besitzt  und  daselbst 
die  zwei  nach  den  imaginären  Kreispunkten  gehenden  Strah- 
len berührt." 

Diese  Curve,  C^  wollen  wir  sie  nennen,  besitzt  also  immer  einen  iso- 
lirten  Doppelpunkt,  und  da  dessen  Tangenten  nach  den  Kreispunkten 
gehen ,  so  ist  die  Strahleninvolution ,  für  welche  diese  Tangenten  die  Dop- 
pelstrahlen sind ,  eine  Involution  rechter  Winkel.  Die  Curve  C^  hat  somit 
die  Eigenschaft,  dass  je  zwei  ihrer  conjugirten  Punkte  vom  Doppelpunkte  d 
aus  unter  rechten  Winkeln  gesehen  werden. 

Eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte  ist  bestimmt, 
sobald  man  diesen  und  sechs  weitere  Punkte,  oder  sobald  man  die  Tangen- 
ten des  Doppclpunktes  und  vier  weitere  Punkte  kennt. 

Für  unsere  Curve  C^  sind  offenbar  die  Doppelpunktstangenten  gleich- 
zeitig mit  dem  Doppelpunkte  bestimmt,  da  sie  dessen  Verbindungslinien  mit 
den  imaginären  Kreispnnkten  sind.  Die  Curve  C^  der  Krümmungsmittel- 
punkte wird  sonach  vollkommen  bestimmt  sein,  sobald  man  ihren  Doppel- 
punkt und  vier  weitere  Punkte  kennt.  Bezüglich  des  Curvenbüschels  drückt 
sich  dies  folgendermassen  aus. 

„Sind  die  Krümmungsradien  von  vier  Curven  eines  Bü- 
schels in  einem  Scheitel  der  Grösse  und  der  Richtung  nach 
bekannt,  so  kann  man  den  Krümmungsradius  jeder  fünften 
Curve  in  demselben  Scheitel  lineal  construiren.** 
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Es  sei  also  etwa  h  der  Scheitel  des  Caryenbüscbels  and  0|,  Oj,  0,,  O4 
die  Krümmongscentra  der  vier  Curven  C, ,  (7,,  C,,  C^  des  Büschels  im  Schei- 
tel j,  somit  dO,,  dOs,  dO,,  60^  deren  Krümmangsradien.    Man  verlangt  nun 

den  Krümmungsradius  dO^  jener  Curve  C^  des  Curvenbüschels  zu  con- 
struiren,  welche  die  durch  8  beliebig  gelegte  Gerade  0^  zur  Normale  hat.* 

Den  Endpunkt  O5  des  fraglichen  Krümmungsradius  wird  man  nach 
Früherem  als  den  Schnittpunkt  der  Normale  O5  mit  der  Curve  C^  dritter 
Ordnung  erhalten,  welche  durch  Oj ,  O,,  0,,  0^  hindurchgeht,  in  d  einen  Dop- 
pelpunkt besitzt  und  daselbst  die  beiden  nach  den  imaginären  Kreispunkten 
gehenden  Strahlen  berührt. 

Diese  Curve  C^  kann  man  sich  nun  einfach  als  das  Erzeugniss  zweier 
ein  -  zweideutiger  Büschel  herstellen ,  von  denen  das  eindeutige  einen  der 
vier  Punkte  0|,  0,,  0,,  0^  z.  B.  0|  und  das  zweideutige  den  Doppelpunkt  ^ 
zum  Scheitel  hat.  (Vergl.:  „Theorie  der  mehrdeutigen  geometrischen 
Elementargebilde"  etc.    B.  G.  Teubner,  1869.    II.  Tbeil,  Art.  18.) 

Bestimmt  man  den  Directionskegelschnitt  R  („Theorie**,  I.  Th.  Art.  22) 
bezüglich  des  Strahlenpaares  dO^,  0^0^,  so  erhält  man  für  denselben  folgende 
Tangenten:  Die  Gerade  OjO^,  welche  wir  als  Tangente  I  bezeichnen  wol- 
len; die  Tangente  II  als  Verbindungslinie  des  Schnittpunktes  von  b%  und 
0,0^  mit  dem  Schnittpunkte  von  OjO,  und  dO^^;  die  Tangente  III  als  Verbin- 
dungslinie des  Schnittpunktes  von  dO,  und  0,0^  mit  dem  Schnittpunkte  von 

OjOj  und  60^.  Ferner  muss  der  Kegelschnitt  R  die  Doppelpunktsfangenten 
der  Curve  C^^  welche  hier  von  h  nach  den  imaginären  Kreispunkten  gehen, 
berühren ,  d.  h.  der  Punkt  h  ist  ein  Brennpunkt  des  Kegelschnittes  /?.  Wir 
kennen  somit  drei  Tangenten  I|  11,  III  und  den  Brennpunkt  d  des  Direc- 
tionskegelschnittes,   wodurch  dieser  vollkommen  bestimmt  ist.    Fällt  man 

von  d  auf  I,  II,  III  resp.  die  Perpendikel  dl,  62,  d3  und  legt  durch  deren 
Fusspunkte  1,  2,  3  den  Kreis  ÜT,  so  kann  man  mittels  desselben  beliebig 
viele  Tangenten  von  R  und  damit  auch  beliebig  viele  Punkte  von  C^  con- 

Btruiren.  Jede  Tangente  von  R  schneidet  nämlich  0,0^  und  dO^  in  zwei 
Punkten,  welche  mit  d  und  Oj  verbunden,  zwei  sich  in  einem  Punkte  von  C^ 
schneidende  Gerade  geben. 

Um  nun  den  auf  O5  liegenden  Punkt  der  Carve  zu  finden,   sei  m  der 

Schnittpunkt  von  0^  mit  OjO^;  über  dm  als  Durchmesser  beschreiben  wir 
einen  Kreis,  welcher  K  ausser  in  1  noch  in  einem  zweiten  Punkte  schneidet. 


*  Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  man  weder  das  Cnrvenbüscliel  C^C^C^C^*., 
noch  die  Curve  C5  insbesondere  kennen  müsse,  sondern  dass  es  genügt,  die  vier 
Krümmungscentren  Oi ,  O^,  O9,  O4  und  den  Scheitel  d  zu  kennen. 
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welcher  mit  m  verbanden  eine  Tangente  des  Directionskegelschnittes  R  lie- 
fert, welche  SO^  in  n  schneiden  möge.  Die  Gerade  0,  n  schneidet  alsdano 
den  Strahl  0^  im  verlangten  Punkte  O5,  wodurch  unsere  Aufgabe  gelöst  er- 
scheint. 

Da  die  Curve  C^^  die  unendlich  weite  Gerade  in  drei  Punkten  schnei- 
det, so  giebt  es  unter  den  sämmtlichen  von  uns  betrachteten  Krtimmungs- 
halbmessern  drei.,  welche  unendlich  gross  sind.  Solchen  aber  entspricht  je 
eine  Curve  des  Büschels,  welche  im  Scheitel  ö  einen  Inflexionspunkt  be- 
sitzt.   Wir  können  demnach  sagen: 

„Unter  den  Curven  eines  Büschels  giebt  es  für  jeden 
Scheitel  drei,  welche  in  ihm  einen  Inflexionspunkt  be- 
sitzen.** 

Da,  wie  wir  gesehen  haben,  durch  vier  Krümmnngslinien  die  Gesammt- 
heit  der  übrigen  bestimmt  ist,  so  kann  man  folgenden  Satz  als  bewiesen 
betrachten : 

„Wenn  zwei  Cnrvenbüschel  einen  gemeinsamen  Scheitel 
besitzen  und  in  diesem  vier  Curven  des  einen  Büschels  vier 
Curven  des  andern  osculiren,  so  osculirt  jede  Curve  des 
einen  Büschels  die  sie  berührende  Curve  des  zweiten  Bü- 
schels in  dem  besagten  Scheitel.** 

Durch  Combination  der  beiden  letzten  Sätze  gelangt  man  sofort  zu 
folgendem : 

„Haben  vier  Curven  eines  Büschels  einen  der  Bttschel- 
scheitel  zum  Inflexionspunkte,  so  haben  denselben  Scheitel 
alle  übrigen  Curven  zum  Inflexionspunkte.** 

Denn  das  Strahlenbüschel,  dessen  Scheitel  der  betrefifende  Büschel- 
Scheitel  ist,  enthält  vier  Strahlen  (die  vier  Inflexion Stangen ten),  welche  mit 
vier  Curven  des  Büschels  in  Osculation  sind.  Somit  sind  alle  Strahlen  des 
Büschels  mit  allen  Curven  des  Büschels  in  Osculation,  d.h.  der  Scheitel i^t 
für  alle  Curven  ein  Inflexionspunkt. 

Aus  dem  letztbewiesenen  Satze  folgt  unmittelbar  die  bekannte  Gron^i- 
eigenschaft  syeigetischer  Curvenbüschel  dritter  Ordnung: 

„Alle  Curven  dritter  Ordnung,  welche  durch  die  nenn 
Inflexionspunkte  einer  Curve  dritter  Ordnung  hindurch- 
gehen, besitzen  diese  Punkte  gleichfalls  zu  Inflexionspnnk- 

ten.** 

Denn  bekanntlich  liegen  die  neun  Inflexionspunkte  einer  Curve  dritter 
Ordnung  zwölfmal  zu  dreien  auf  einer  Geraden,  die  neun  Scheitel  eines 
Curveubüschels  dritter  Ordnung  bildend.  Durch  jeden  Inflexionspunkt 
gehen  vier  Gerade ,  von  denen  jede  zwei  der  übrigen  acht  Inflexionspunkte 
enthält;  man  kann  demnach  jede  solche  Gerade  mit  zweien  durch  die  secbs 
nicht  auf  ihr  liegenden  Inflexionspunkte  gehenden  Geraden  als  eine  Curve 


\ 
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dritter  OrdnuDg  betrachteoi  und  zwar  ist  es  offenbar  eine  Carve,  welche  im 
betrachteten  Scheitel  einen  Inflexionspunkt  besitzt.  Für  jeden  Scheitel 
erhält  man  vier  solche  Curven,  welche  in  ihminflexion  besitzen,  und  somit 
werden  nach  dem  letzten  Satze  alle  Curven,  welche  durch  die  neun  In- 
flexioQspnnkte  hindurchgehen,  in  diesen  Inflpzion  haben. 

Ist  das  von  uns  in  Betracht  gezogene  Cnrvenbüschel  ein  Eegelschnitts- 
büschel  mit  den  Scheiteln  a^  ß^  y^  ^9  ^^^  ^^^  denkt  sich  die  Cnrve  C^  der 
Krümm ungsmittelpnnkte  für  den  Scheitel  6  bestimmt,  so  sind  diejenigen 
drei  Kegelschnitte  des  Büschels,  welche  in  8  eine  Inflezionstangente  be- 
sitzen,  die  drei  Grenzkegelschnitte  des  Büschels  und  die  Inflezionstangen« 

ten  sind  die  Strahlen  da,  jj3,  öy^  und  folglich  sind  die  zugehörigen  Krüm- 

mungsxnittelpunkte  die  Richtungen  der  zu  da,  ößy  öj  senkrechten  Geraden« 

I>iese  drei  Richtungen  sind  zugleich  die  drei  Schnittpunkte  der  Cnrve 
C^  mit  der  unendlich  weiten  Geraden  der  Ebene. 

Mittels  dieser  Bemerkung  ist  es  nicht  schwer,  folgende  Aufgabe  aufzu- 
lösen : 

„£s  ist  ein  Cnrvenbüschel  (C)  gegeben;  man  soll  ein 
Kegelschnittsbüscfael  construiren,  welches  mit  dem  Büschel 
{C)  einen  Scheitel  8  gemein  hat  und  in  diesem  Scheitel  das 
Büscliel  (C)  osculirt." 

Seien  C| ,  C,,  {7,  jene  drei  Curven  des  Büschels  (C),  welche  in  8  In- 
flexionstangenten  besitzen ,  und  ^^i ,  ^s  *  -^t  seien  die  drei  Tangenten  von 
^1  >  ^ti  ^i  11^  8;  ferner  sei  C^  eine  beliebige  vierte  Cnrve  des  Büschels. 
Construirt  man  einen  willkürlichen  Kegelschnitt*,  welcher  C^  in  8  osculirt 
und  ^, ,  J^,  Ag  resp.  in  a,  /?,  ^  schneidet,  so  ist  das  Kegelschnittsbüschel 
{ttßy8)  ein  solches,  welches  Curve  für  Curve  das  Büschel  {C)  in  8  osculirt. 
Dies  folgt  sofort  nach  dem  vorvorletzten  Satze,  da  wir  hier  im  Kegelschnitts- 
büschel vier  Curven  (die  drei  Inflezionstangenten  A^^  ^,,  J^  und  den  an- 
genommenen Kegelschnitt)  haben,  welche  vier  Curven  (C,,  C,,  C,,  C^)  des 
Büschels  (C)  in  8  osculiren. 

Prag,  im  September  1870.  Dr.  Emil  Weyr. 


XXXI.    Bemerkungen  zu  zwei  Aufsätzen  des  Herrn  Mohr. 

Herr  Mohr  hat  im  4.  Hefte  dieser  Zeitschrift,  S.  269  und  277,  zwei 
Aufsätze  veröffentlicht:  ,,üeber  die  Ursache  der  ungleichen  Leitungsfäbig- 
keit  dej  Gase  für  Wärme"  und  „Berechnung  der  beim  Wasser  zur  Erwär- 
mung und  Ausdehnung  nöthigen  Wärmemenge  oder  der  Wärmemenge  bei 
constantem  Druck  und  Volumen",  welche  mir  zu  einigen  kurzen  Bemer- 
kungen Veranlassung  geben. 


*  £tws  den  Krümmungskreis  von  C4  in  8, 
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In  dem  ersten  Aufsatze  gelangt  er  za  dem  Resultate,  dass  die  specifiscb 
leichteren  Gase  die  Wärme  besser  leiten  müssen,  als  die  schwereren,  weil 
die  leichteren  Atome  bei  gleicher  Temperatur  eine  grössere  Geschwindigkeit 
haben,  als  die  schwereren.  Er  betrachtet  diese  Erklärung  der  verschiedenen 
Wärmeleitung  als  neu  und  sagt  z.  B.  auf  S.  272:  ,,Die  bis  jetzt  unerklfirte 
grosse  Leitungsfähigkeit  des  Wasserstoffes  gegen  alle  anderen  Gase  findet 
in  der  ungleichen  Geschwindigkeit  der  Gase  ihre  Begründung,  ohne  dasi 
man  genöthigt  wäre,  dem  Wasserstoff'  eine  metallische  Natur  zuzuschreiben/ 

Nun  habe  ich  aber  scbon  im  Jahre  1862  eine  ziemlich  ausgedehnte  Ab- 
handlung über  die  Wärmeleitnng  der  Gase  publicirt  *,  in  welcher  ich  die 
Wärmeleitung  aus  der  Molecularbewegung  erklärt  und  ihren  Znsammeii- 
hang  mit  dem  specifischen  Gewichte  bestimmt  nachgewiesen  habe.  Am 
Schlüsse  der  Abhandlung  sind  die  darin  gewonnenen  Resultate  übersichtlich 
in  vier  kurze  Sätze  zusammengefasst,  deren  letzter  lautet:  „Das  Wärme- 
leitungsvermögen ist  bei  leichteren  Gasen  grösser  als  bei  schwereren,  und 
muss  daher  insbesondere  beim  Wasserstoff  bedeutend  grösser  sein  ,  als  bei 
allen  anderen  Gasen.** 

Ich  muss  vermuthen,  dass  Herr  Mohr  diese  Abhandlung  nicht  gekannt 
hat,  was  mich  aber  insofern  befremdet,  als  er  selbst  meine  Abhandlungen- 
Sammlung,  in  welcher  auch  diese  Abhandlung  sich  befindet,  citirt  hat. 

Auch  eine  andere,  in  dem  ersten  Aufsatze  von  Mohr  erwähnte  Erscbei- 
nung,  nämlich  dass  bei  gleich  starkem  galvanischem  Strome  ein  in  Kohlen- 
säure befindlicher  Platindraht  schon  glühen  kann ,  während  ein  in  Wass6^ 
Stoff  befindlicher  ebensolcher  Draht  noch  dunkel  ist,  habe  ich  in  einer  be- 
sondern Abhandlung  vom  Jahre  1852  weitläufig  besprochen**. 

In  seinem  zweiten  Aufsatze  berechnet  Herr  Mohr  für  Wasser  den 
Unterschied  zwischen  der  specifischen  Wärme  bei  constantem  Drucke  nnd 
bei  constantem  Volumen,  und  erhält  dabei  andere  Resultate,  als  ich  gefunden 
habe***.  Diese  Abweichung  erklärt  sich,  abgesehen  von  anderen  auf  die 
Ilechnungsweisd  bezüglichen  Umständen,  hinlänglich  daraus,  dass  Herr 
Mohr  nur  die  äussere  Arbeit  betrachtet,  welche  das  Wasser  bei  der  Aas- 
dehnung thun  kann,  während  meiner  Ansicht  nach  auch  die  innere  Arbeit 
in  Betracht  kommen  muss,  welche  sich  nur  unter  Zuhilfenahme  des  zweiten 
Hauptsatzes  der  mechanischen  Wärmetheorie  bestimmen  lässt. 

Bonn,  5.  October  1870.  K.  Clausius. 


*   Poggendorf  f^8  Annalen,  Bd.  115  S.  ] ,  und  Abhandlungen  über  die  me- 
chauischo  Wärmetheorie ,  Bd.  II  S.  277.  • 

**   Pogg.  Ann.,  Bd.  87S.50I. 
***   Pogg.  Ann. ,  Bd.  125  S. 374 ,  und  Abhandlnngensammlung ,  Bd.  II  &  19. 
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Vorlesungen  über  analytiBche  Geometrie  des  Eaomes  von  Dr.  Otto  Hesse, 
ord.  Prof.  am  Polytechnicnm  zn  München,  II.  Auflage.  Leipzig, 
B.  G.  Teubner. 

Feiice  la  gioventü  alemanna  che  e  educata  nelle  matemaUche  da  iali 
professori !  *)  rief  vor  acht  Jahren ,  als  er  die  eben  erschienene  Ranm- 
geometrie  des  Hrn.  Hesse  gelesen,  Hr.  Lnigi  Cremona  ans,  nun- 
mehr selbst  unter  den  Pioniren  geometrischer  Forschung  der  Vordersten 
Einer.  Die  deutsche  Jugend  hat  sich  empfänglich  gezeigt  für  das  Vor- 
treffliche, was  ihr  geboten  war.  Wir  sind  Zeugen  des  fast  unerhörten 
Ereignisses,  wie  ein  ziemlich  umfangreiches  mathematisches  Werk,  wel- 
ches sich  in  den  bisher  schwer  zugänglichen  und  selten  erklommenen 
Höhen  unserer  Wissenschaft  bewegt,  durch  die  überaus  geschickte  Füh- 
rung des  pfadkundigen  Verfassers  sich  in  verhältnissmässig  kurzer  Frist 
als  Gegenstand  allgemein  verbreiteten  Studiums  herausstellt,'  dergestalt, 
dass  eine  neue  Auflage  nöthig  geworden,  um  der  allerorts  laut  ertönen- 
den Nachfrage  zu  genügen. 

Der  Inhalt  des  Werkes  übt  eine  doppelte  Anziehungskraft  aus,  ent- 
sprechend seinem  doppelten  Charakter,  der  in  Folgendem  besteht.  Man 
kann  es  ansehen  als  geometrische  Theorie  der  aus  Punkten,  Ebenen 
und  Flächen  zweiten  Grades  zusammengesetzten  Kauragebilde  und  ihrer 
polaren  Eigenschaften  unter  Hinzuziehung  der  Analysis  als  eines  Hülfs- 
mittels,  oder  als  geometrische  Illustration  zu  einer  sehr  vollständig  durch- 
geführten Theorie  der  homogenen  Functionen  ersten  und  zweiten  Grades 
mehrerer  Variabein.  Dieser  doppelte  Charakter  des  Buches  entspringt 
aus  der  besonderen  Beanlagung  seines  Verfassers,  dem  es  ebenso  leicht 
wird,  mit  sichtendem  Scharfblick  unter  einer  grossen  Anzahl  von  Glei- 
chungen und  Variabein  verschiedener  Gattungen  Ordnung  zu  halten, 
aus  jeder  sich  gelegentlich  darbietenden  neuen  Combination  derselben 
den  grössten  Vortheil  für  die  Behandlung  des  ihm  vorliegenden  Problems 


*)  Rivista  itnliana,  10.  Febbrario  1862. 
Litoratarxtg.  d.  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Fhys.,  XV,  1. 
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zu  ziehen,  oder  bei  innerlicher  Betrachtung  eines  von  Linien  und  Flächen 
durchzogenen  Raumes  die  nützlichsten  Vorstellungen  zu  gestalten,  zn 
fixiren  und  für  seine  Zwecke  wirksam  zu  variiren,  mit  einem  Worte 
eines  Mannes,  dem  algebraische  sowohl  wie  geometrische  Phantasie  stets 
bereites  ßüstzeug  sind. 

Nicht  weniger  als  der  Inhalt  hat  die  Form  des  Werkes  Anziehungs- 
kraft ausgeübt,  und  zwar  ebensowohl  durch  die  kunstreiche  Anordnung 
des  Stoffes,  auf  die  wir  sofort  zurückkommen,  als  durch  den  bewun- 
derungswürdig ausgebildeten  Sinn  des  Verfassers  für  Symmetrie  der 
Rechnung,  den  das  kleinste  Detail  seiner  Formeln  erkennen  lässt,  ein 
Sinn,  den  vor  Allen  er  thcils  durch  mündliche  Lehre,  theils  durch  das 
gute  Beispiel,  welches  er  in  seinen  Abhandlungen  gab,  der  neueren 
mathematischen  Generation  eingeimpft  hat. 

Die  zweite  Auflage  weicht  von  der  ersten,  was  Specialitäten  im 
Gange  der  Darstellung  betrifft,  mehrfach  ab  und  bringt  auch  wesentlich 
Neues.  Utn  diese  Veränderungen  der  Reihe  nach  besprechen  zu  können, 
muss  ich  zunächst  den  allgemeinen  Plan  des  Werkes  in  Erinnerung 
bringen.  Es  beginnt  mit  der  Ebene  in  Punktcoordinaten  und  leitet  schon 
in  den  ersten  Vorlesungen  einen  bei  der  ferneren  Behandlungs weise  der 
Probleme  durchgehenden  Gedanken  ein,  der  in  der  Einführung  gewisser 
Multiplicatoren*)  besteht,  eine  Methode,  bekannte  geometrische  Sätze 
abzuleiten  und  neue  zu  finden,  deren  Fruchtbarkeit  in  der  vierten  Vor- 
lesung über  das  PascaVsche  Sechseck  sich  reichlich  zu  erkennen  giebt. 
Die  sechste  Vorlesung  macht  dann  den  Leser  mit  Grundlage  der  fer- 
neren symmetrischen  Behandlung  der  Probleme  der  homogenen  Coor- 
dinaten**)  bekannt. 

Aber  in  der  voraufgehenden  fünften  Vorlesung  tritt  der  leitende 
Faden   des  Werkes  zuerst  deutlich  zu  Tage,  jener  originelle  Dualismus 


*)  Sind  ^=»0,  Ai=^0,  ^2  =  ^  die  Gleichungen  von  drei  Ebenen«  so  ist 
^ -l"  ^1^1  +  ^2-^2  =  ^i  wenn  i,  und  l^  beliebige  Grössen  bezeichnen,  die  Glei- 
chung aller  Ebenen,  welche  durch  den  Durchschnittspunkt  der  drei  ersten  gehen. 
Sind  die  Gleichungen  ^  »>  0,  ^}  =s  0,  A^^^O  so  beschaffen,  dass  es  zwei  WerUie 
Ai  und  Xf  giebty  vermöge  deren  die  Gleichung  A  -{-  kxAi-\-  lfA2^=°0  identisch 
erfüllt  ist,  so  schneiden  sich  die  drei  Ebenen  in  einer  Geraden.  Die  Variirung 
dieses  Gedankens,  der,  wenn  ich  nicht  Irre,  von  PlUcker  herrührt,  ist  im. Texte 
gemeint. 

**)  Wenn  man  an  den  homogenen  Coordinaten  bisweilen  aussetzen  hört,  dass 
sie  ein  blosses  algebraisches  Instrument  ohne  geometrische  Bedeutung  sind,  so  ist 
dies  nicht  ganz  richtig.    Wenn  man  in  der  Gleichung  einer  Flüche  statt  der  Coor- 

dinaten  x,  y,  z  die  Quotienten  — ,   ~,  — ,  also  vier  Variabein  einführt,  so  hat 

PVP 
dies  den  guten  geometrischen  Sinn,  dass  man  die  Gleichung  aller  der  gegebenen 

Fläche  nach  dem  Parameter  p  variabeln  ahn  liehen  Flachen  aufstellt.  Hält  man 
dies  fest,  so  ist  es  leicht,  manche  scheinbar  rein  algebraische  Operation  geome- 
trisch zu  iutorpretiren. 
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der  Anordnung  des  Stoffes,  der  in  kunstvoller  Durchfleclitung  zweier 
reeiproker  Yorstellungsweisen  dem  Loser  mit  jeder  nenen  Vorlesung  eine 
neue  Ueberraschung  bereitet. 

Die  Seele  dieses  Dualismus  ist,  geometrisch  zu  reden,  die  Recipro- 
citftt  von  Punkt  und  Ebene,  seine  wahre  Grundlage  ist  aber  wohl  alge- 
braischer Natur.  Zunächst  die  lineare  Gleichung  ux-^vy'\-fvz=l 
kann  bei  Variation  der  Coordinaten  o;,  y,  z  und  wenn  u,  Vj  w  ungeändert 
bleiben,  angesehen  werden  als  Gleichung  aller  Punkte  einer  Ebene  oder 
der  Ebene  selbst,  wenn  indessen  ti,  v,  w  variiren  und  xr,  y,  z  constant 
bleibt,  ist  sie  die  Gleichung  aller  Ebenen,  die  durch  einen  Punkt  gehen, 
der  mithin  bei  dieser  Veränderlichkeit  der  einzige  ruhende  Pol  ist;  man 
kann  die  Gleichung  ansehen  als  Gleichung  dieses  Punktes.  Diese 
übrigens  bekanntlich  auch  sonst  hervortretende  Reciprocität  zwischen 
Punkt  und  Ebene  führt  zu  neuen  Sätzen,  wenn  man  sie  auf  die  Theorie 
der  Flächen  zweiten  Grades  anwendet.  Die  Bemerkung,  dass  man  eine 
Fläche  ebensowohl  als  Ort  der  Punkte,  die  auf  ihr  liegen,  wie  als  Enve- 
loppe  ihrer  Tangentenebenen  ansehen  kann,  ist  es,  die  sich  hier  nütz- 
lich erweist  und  den  Dualismus  begründet,  der  sich  algebraisch  in  der 
Reciprocität  der  homogenen  Functionen  kundgiebt.  *)  Dieser  in  Hrn. 
Hessens  Werk   so   sinnreich   durchgeführte  Dualismus   setzt   der  Bestim- 


*)  Man  findet  die  Enveloppe  eines  durch  Variation  der  Parameter  a,  ßi  .  •  • 
in  /*(a?,  y,  z,  <x,  ^,  . . .)  &si  0  entstehenden  Flächen  Systems  durch  Elimination  von 

a,  P,  . . .  aus  den  Gleichungen  /*=  0,  ö^  =  0,  ös  =  0,  . . .    Sacht  man  hier- 

nach  die  Enveloppe  der  Ebenen  ux  -{•  vy  '\'  wz  •\-  rp  =^  0^  wenn  «,  ü,  iü,  r 
gemäss  einer  homogenen  Relation  zweiten  Grades  F  {u,  t>,  w,  r)  =  0  variiren,  so 
hat  man  aus  den  Gleichungen 

xdu  +  ydo  +  ^f^^  +  P^^  ==  0, 

-5-  ö«  +  -5-  rfü  +  ;5—  tfti;  +  -.5-  rfr  =  0 
Öu  ov  cw  er 

oines  der  Differentiale  zu  elimini'ren  und  die  Coefficienten  der  übrigen  gleich  Null 
zu  setzen;  bildet  man,  was  auf  dasselbe  hinausläuft,  die  Gleichungen 

,       i    dF       ^  ,      ,     BF        . 

Ix  +  -^  ^  0,        l.y  +  ^  =«=  0  u.  8.  w., 

denkt  sich  ans  diesen  Gleichungen   u,  u,  Wj  r  bestimmt  und  in  /'  =»  0  eingesetzt, 

so  fällt  A.  heraus  und  man  erhält  eine  andere  homogene  Gleichung  zweiten  Grades 

f  (.r,  //,  z,  p)  =■  0  fUr  die  Enveloppe.     Fehlen  in  der  Gleichung  /'  =  0  die  Glieder 

dF 
mit  den  Potenzen  und  Produkten  von  w,  t>,  w,  so  liefern  die  Gleichungen  iUc  +  v-r-  =  0 

Oft 

u.  8.  w.  einen  Punkt  als  Enveloppe. 

dF 
Die  Functionen  /"und  Fsind  einander  reciprok  und  wenn  man  setzt  a?  =  4  ,      , 

^  fU 

V  ==  i  ^    w.  8»  w.,     so    folgt    f  =1  F  =^  na:  -\-  vy  -\-  ivz  -f  ^P   ^'»^'1    "  —  i  V    » 


V    =    ^;j--  U.  R.   W. 

'ciy 
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mung  der  Flächen  zweiten  Grades  durch  Pankte  einerseits  (9.  Vorl.), 
ihre  Bestimmung  durch  Tangenten  ebenen  andererseits  (11.  Vorl.)  ent- 
gegen. Der  10.  Vorlesung  über  Pol  und  Polarebene  steht  gegenüber 
die  12.  über  harmonische  Polarebenen.  Dem  Kegel  als  Grenzfall  der 
Gleichung  in  Punktcoordinaten  wird  ein  durch  einen  Kegelschnitt  be- 
grenztes Stück  Ebene,  die  Grenzfläche,  gegenüber  gestellt  (14.  o. 
15.  Vorl.).  Endlich  stehen  sich  ebenso  gegenüber  die  schönen  Vor- 
lesungen 16  und  17  über  das  Poltetraeder  in  Bezug  auf  mehrere  Flächen, 
die  Hr.  Cremona  für  le  piü  helle  in  queslo  libroy  que  e  tutto  hello  da 
capo  a  fondo  erklärte.  Nun  ändert  sich  mit  dem  Gegenstand  der  Cha- 
rakter des  Werkes,  insofern  die  algebraische  Seite  in  den  Vordergrund 
tritt.  Es  handelt  sich  nun  um  das^  Hauptaxenproblem,  mit  welchem  die 
elliptischen  Coordinaten  verflochten  sind.  Dann  folgen  noch  die  Capitel 
über  Focallinien,  Rotationsflächen,  Kreisschnitte,  eine  kurze  Darstellung 
der  Hauptsätze  von  der  Krümmung  der  Flächen,  und  wir  sind  am  Schluss 
der  alten  Ausgabe.  Zu  dieser  summarischen  Uebersicht  wäre  nur  hinzu- 
zufügen, dass  das  Werk  die  Bedingungen  zu  seinem  Verständniss  für 
Anfanger  bei  sich  führt,  indem  die  der  Algebra  Unkundigen  aus  der 
7.  u.  8.  Vorl.  die  nöthigen  Grundbegriffe  über  Determinanten  und  homo- 
gene Functionen  schöpfen  können.  An  diesem  allgemeinen  Plane  ist 
kaum  etwas  geändert,  dagegen  Folgendes  im  Einzelnen. 

Die  Vorlesungen  1  bis  6  incl.  sind  bis  auf  Unwesentliches  geblieben 
wie  sie  waren.  Diese  und  die  folgende  Vorlesung  (Determinanten  und 
homogene  Functionen)  sind  bedeutend  erweitert.  Nachdem  in  der  7.  Vorl. 
das  Multiplicationstheorem  der  Determinanten  ausführlicher  dargelegt  ist 
und  mit  einem  Beispiel  versehen,  welches  gewisse  lineare  Ausdrücke 
transformiren  lehrt  und  dessen  Nutzen  sich  sofort  in  einer  interessanten 
Anmerkung  zeigt,  wo  die  von  Jacobi  geleistete  Integration  einer  Di£Fe- 
rcntialgleichung,  der  Verallgemeinerung  einer  von  Euler  behandelten 
Differentialgleichung,  in  wenigen  Zeilen  durch  einige  Umformung  auf 
ganz  leichte  Weise  erreicht  wird,  sind  noch  einige  Hauptsätze  über 
Functionaldeterminanten  beigebracht.  Die  8.  Vorlesung  ist  eine  wahre 
Fundgrube  von  Beispielen  geschickter  Determinantenrechnung.  Nach  Vor- 
führung einiger  Sätze  über  homogene  Functionen  wird  das  Tetraeder- 
volum ausgedrückt,  die  Bedingung,  dass  vier  Punkte  in  einer  Ebene 
liegen,  aufgestellt,  dann  die  sieben  Formen  abgeleitet,  welche  man  der 
Bedingung  für  die  Involution  ertheilen  kann,  dann  folgt  das  Tetraeder- 
volum als  Product  zweier  gegenüberliegender  Kanten,  deren  kürzester 
Entfernung  und  des  Sinns  ihres  Winkels,  die  Länge  der  Tangenten  von 
einem  Punkte  an  einen  Kegelschnitt,  die  Diagonal  punkte  eines  Vier- 
ecks, dessen  Ecken  als  Schnittpunkte  zweier  Kegelschnitte  gegeben  sind, 
endlich  das  merkwürdigste  Beispiel  ist  die  Horleitung  des  Hyperboloids 
als  Ort   einer   sich   auf  drei   andern   bewegenden  Geraden.     Giebt  man 
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den  Oleichnngen  der  festen  Geraden  besondere  Formen  nnd  legt  sie 
zweckmässig  zum  Coordinatensystem,  so  lässt  sich  die  Aufgabe  bekannt- 
lich leicht  lösen  und  man  gelangt  auch  unschwer  zum  Kegel,  dessen 
Geraden  der  festen  und  der  beweglichen  in  ihren  verschiedenen  Lagen 
parallel  sind.  In  dem  in  Rede  stehenden  Beispiel  wird  die  Position 
aber  ohne  Kriegslist  und  von  der  ungünstigsten  Seite  erstürmt,  die 
Gleichungen  der  Geraden  sind  in  der  allgemeinsten  Form  angenommen 
und  zwar  ist  jede  Gerade  durch  drei  Gleichungen  gegeben.  Da  lernt 
der  Schüler  dann,  wie  man  durch  ^geeignetes  „ Concentriren  der  Glei- 
chungen" (Ausdruck  des  Hrn.  Hesse)  es  vermeidet,  mit  einer  Deter- 
minante aus  18^  Elementen  zu  operiren  und  wie  man  durch  Benutzung 
zu  Tage  tretender  Vortheile  doch  schliesslich  auf  die  eleganteste  Weise 
zum  Resultate  gelangt. 

In  den  folgenden  Vorlesungen,  bis  zur  17.  incl.,  deren  Inhalt  die 
dualistisch  behandelten  allgemeinen  Eigenschaften  der  Flächen  zweiten 
Grades  bilden,  ist  nichts  wesentliches  geändert.  Die  wenigen  Aen- 
dfe>rungen  bestehen  in  der  Milderung  einiger  dem  Verständniss  nachthei- 
ligen Kürzen  der  ersten  Ausgabe.  (S.  121  statt  93  der  I.  Ausg.  und 
die  reciproke  Stelle  S.  140 ,  141  statt  S.  111  der  älteren  Ausg.,  ferner 
noch  Zusätze  auf  S.  177  u.  181.) 

Wichtiger  sind  die  Aenderungen,  welche  bei  der  Coordinatentrans- 
formation  beginnen.  Die  in  den  voraufgehenden  Vorlesungen  abgehan- 
delten allgemeinen  Eigenschaften  der  Flächen  zweiten  Grades  führten 
nun  zur  Trennung  des  Kegels  von  der  übrigen  Familie  und  unter- 
schieden diese  nur  in  Flächen  mit  und  ohne  Mittelpunkt,  wobei  die 
parallele  Coordinatentransformation  für  Punkt-  und  Ebenoncoordinaten 
angegeben  wurde  (13.  Vorl.).  Die  weitere  Transformation  der  Flächen 
zweiten  Grades  auf  die  Hauptaxen,  durch  welche  die  Familie  in  ihre 
Arten  zerfällt,  erheischt  die  vollständige  lineare  Coordinatentransforma- 
tion. Aus  der  Verallgemeinerung  beider  Probleme  des  Hauptaxenpro- 
blems  und  der  Coordinatentransformation  ist  die  allgemeine  Theorie  der 
homogenen  Formen  zweiten  Grades  entsprungen.  Im  Gegensatze  zur 
älteren  Ausgabe,  die  mit  dieser  beginnt  und  die  speciellen  Probleme 
nachher  behandelt,  verfolgt  die  neue  Ausgabe  den  richtigen  Weg,  wel- 
cher hier  auch  der  geschichtliche  ist,  Coordinatentransformation  und 
Transformation  auf  die  Hauptaxen  voranzustellen,  nachher  aber  dem 
Bedürfniss  des  Lesers  gerecht  zu  werden  und  den  höheren  analytischen 
Zusammenhang  der  speciellen,  zu  Gunsten  der  geometrischen  Probleme 
ersonnenen  Operationen  klarzulegen. 

Schon  die  20.  Vorl.  über  Coordinatentransformation  enthält  neues. 
Nachdem  wir  uns  von  neuem  gefreut  über  die  originelle  Auffassung  des 
schiefwinkligen  Coordinatensystems  als  Grenzfall  des  tctraedrlschen,  wenn 
drei  Tetraederecken   ins   Unendliche  rücken   (ähnlich  wie  schon   früher 
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(16.  YorL)  die  conjugirten  Halbmesser  als  Grenzfall  des  Poltetraeders 
eingeführt  wurden),  finden  wir  die  Sätze  über  die  Entwickelungscoeffi- 
cienten  von  Potenzen  und  Produkten  orthogonaler  Substitutionen  durch 
Hinzuziehung  der  Transformationsformeln  für  Ebenencoordinaten  sym- 
metrischer abgeleitet  und  bedeutend  vermehrt,  indem  sie  sich  auf  die 
Entwickeluug  des  Produkts  Z^T^Z^  wenn  JT,  F,  Z  orthogonal- lineare 
Functionen  von  x,  y^  z  sind,  nach  Potenzen  von  x^  y,  z  beziehen.  Wir 
werden  hier  zu  merkwürdigen  Sätzen  über  die  Theilung  der  Einheit  im 
Quadrate  geführt  und  auf  neuem  Wege  zu  einer  Formel  von  Jacobi. 

Die  19.  Vorl.  enthält  das  Problem  der  Transformation  der  Gleichung 
einer  Oberfläche  zweiten  Grades  auf  die  Hauptaxen  als  Coordinatenaxen, 
welches  analytisch  sich  als  Problem  der  gleichzeitigen  Transformation 
einer  homogenen  Form  zweiten  Grades  und  einer  quadratischen  Form 
in  zwei  quadratischen  FoVmen  erweist  und  auf  die  Eintheilung  der 
Flächen familie  in  ihre  Arten  führt.  Hieran  schliesst  sich  dann  die 
20.  Vorl.,  die,  wesentlich  algebraischer  Natur,  das  Problem  der  19.  Vorl. 
ganz  allgemein  behandelt  und  zwei  homogene  Formen  mit  beliebig  vielen 
Variabein  in  zwei  quadratische  Formen  überführt.  Diese  Vorlesung, 
welche  in  schönem  Schwünge  die  Ergebnisse  der  Untersuchungen  von 
Canchy,  Jacobi,  Kummer  und  Borchardt  an  uns  vorüberflihrt,  ist  ein 
Meisterstück.  Wir  sehen  dieses  schwierige  Problem  nach  jeder  Richtung 
befriedigend  gelöst  und  zwar  in  so  glatter,  durchsichtiger  Weise,  dass 
wir  kaum  begreifen  können,  wo  es  hier  die  Schwierigkeiten  zu  über- 
winden gab.  Und  doch  hat  es  zur  Aufklärung  dieser  Fragen  der  An- 
strengungen der  ersten  Mathematiker  bedurft,  ehe  es  z.  B.  gelang,  den 
Fall  gleicher  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung  zu  erledigen,  in  wel- 
chen man  vielmehr  erst  eine  klare  Einsicht  gewann,  als  es  Kummer 
durch  eine  wahre  Divination  gelungen  war,  die  Grösse,  von  welcher  die 
Kcellität  der  Wurzeln  einer  gewissen  cubischen  Gleichung  abhängt,  in 
Quadrate  zu  zerlegen.  Damit  der  jugendliche  Leser  nicht  wähne,  es 
sei  alles  so  glatt  abgegangen,  und  um  den  Männern  gerecht  zu  werden, 
welche  an  diesem  Gebäude  mitgebaut  haben,  ist  in  einem  Anhange  zur 
20.  Vorl.  die  Geschichte  des  Problems  kurz  angeführt. 

Nun  folgt  in  der  21.  u.  22.  Vorl.  das  Problem  der  Hauptaxen  bei 
Curven  und  Flächen  zweiten  Grades  in  seiner  allgemeinen  Auffassung, 
wo  die  ganze  Gruppe  der  durch  die  analytische  Operation  gleich- 
zeitig auf  die  Hauptaxen  transformirten  Curven  und  Flächen  ins  Auge 
gefasst  wird,  nämlich  die  zweifache  confocale  Curvenschaar  und  die 
dreifache  confocale  Flächenschaar  und  damit  in  innigem  Zusammenhange 
stehend  die  Lame'schen  Coordinaten.  Hier  waren  in  der  alten  Aus- 
gabe an  einigen  Stellen  Entwickelungen  von  Sätzen  bei  den  Carven 
nur  angedeutet,  die  sich  später  bei  den  Flächen  ausgeführt  fanden,  wo- 
durch  dem   Studium   eine   Schwierigkeit  erwuchs.     Dem  ist  abgeholfen 
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bis  auf  eine  Stelle,  wo  in  der  21.  Vorl.  die  sehr  nützliche  FArmol  17 
abzuleiten  dem  Leser  überlassen  ist,  der  vermuthlich  einfach  darauf  los- 
rechnen wird,  während  die  allgemeinere  Formel  sich  in  der  22.  Vorl. 
§.  301  fast  ohne  Rechnung  durch  Schlüsse  ergiebt.  Jacobi  sagte  einmal 
bei  einer  ähnlichen  Gelegenheit:  „Wenn  wir  zuerst  in  der  Wüste 
herumgeirrt  sind,  so  ziehen  wir  mit  um  so  grösserer  Freude  in  das  ge- 
lobte Land  ein.*' 

Zu  den  in  der  älteren  Ausgabe  gegebenen  Anwendungen  und  Aus- 
führungen des  Vorigen,  den  Vorl.  23  n.  24  über  geodätische  Linien 
auf  dem  Ellipsoid  und  über  Focalcurven  ist  in  der  neuen  Ausgabe  noch 
die  gänzlich  neue  Vorl.  25  über  die  Axeu  des  Körpers  hinzugefügt, 
die  ich  gleichzeitig  mit  einer  anderen  neuen  ^  den  Anhang  bildenden 
Vorlesung  am  Schlüsse  dieser  Inhaltsschilderung  besprechen  werde. 

In  den  Vorlesungen  über  Rotationsoberflächen  und  über  Kreis- 
schnitte (27  u.  28)  ist  in  der  neuen  Ausgabe  entschiedener  und  aus- 
führlicher Bezug  genommen  auf  die  algebraische  Theorie  der  20.  Vorl., 
indem  sie  die  geometrische  Illustration  bilden  zu  dem  Falle  gleicher 
Wurzeln  der  Fundamentalgleichung.  So  ist  in  Vorl.  27  die  Stelle  S.  379 
neu,  in  der  Vorlesung  über  Kreisschnitte  theils  neu,  theils  verändert, 
S.  398  u.  ff.  So  bilden  diese  Vorlesungen  gleichsam  den  Abschluss  zu 
der  in  dem  Werke  vorgetiagenen  geometrisch  -  algebraischen  Lehre,  die 
in  der  20.  Vorl.  sich  zur  höchsten  Allgemeinheit  erhebt  und  deren  be- 
sondere algebraische  Schwierigkeit:  der  Fall  gleicher  Wurzeln  der  Fanda- 
mentalgleichung  auch  besonderen  geometrischen  Verhältnissen  entspricht; 
bei  den  Rotationsflächen  werden  zwei  Axen  der  Flächen  gleich,  bei  den 
Kreisschnitten  die  zwei  Axen  der  Curve,  in  welcher  eine  Ebene  die 
Fläche  schneidet. 

Endlich  die  29.,  30.,  31.  Vorl.  handeln  von  der  Krümmung  der 
Flächen  im  Allgemeinen.  Dieser  kurze  Abriss  der  Lehre  von  der  Krüm- 
mung der  Flächen  enthält  die  wichtigsten  Resultate  von  Mcusnier,  Euler, 
Monge,  Dupin,  von  dessen  Theorem  in  der  neuen  Ausgabe  zwei  schöne 
Beweise  gegeben  sind,  dringt  aber  nicht  bis  zu  Gauss  vor  und  hat  auch 
wohl  wesentlich  den  Zweck,  in  dieses  Gebiet  die  hier  von  den  Fran- 
zosen etwas  vernachlässigte  Symmetrie  hineinzutragen. 

Es  bleibt  uns  noch  übrig,  den  Inhalt  der  zwei  neuen  Vorlesungen 
anzugeben,  welche  der  neuen  Auflage  zur  nicht  geringen  Zierde  ge- 
reichen. Beide  enthalten  Anwendungen  der  im  Werke  vorgetragenen 
Methoden  auf  mechanische  Probleme  und  zwar  allerdings  solche,  die 
bisher  eine  elegantere  Behandlung  sehr  erwünscht  erscheinen  Hessen. 
Die  erste  Vorlesung  beschäftigt  sich  mit  der  Bestimmung  der  Hauptaxen 
der  Körper.  Nennen  wir  mit  dem  Verfasser  Axen  der  Körper  in  Bezug 
auf  einen  vorgeschriebenen  Punkt,  drei  rechtwinklige  Coordinatenaxen 
X^   F,  Z,   in  Bezug  auf  welche  die  Integrale  fXYdm^  fXZdm,  fVZdm 
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versch'winden ,  nnd  Hauptaxen  des  Körpers  seine  Axen,  wenn  der 
vorgeschriebene  Pnnkt  der  Schwerpunkt  des  Körpers  ist»  so  lässt  sich 
das  Resultat  der  Vorlesung  zusammenfassen,  wie  folgt.  Jeder  Körper 
bestimmt  ein  System  confocaler  Flächen  des  zweiten  Grades,  dessen 
Mittelpunkt  der  Schwerpunkt  des  Körpers  ist,  dessen  Hauptaxen  die 
Hauptaxen  des  Körpers  sind  und  deren  drei  Normalen  in  jedem  Punkte 
des  Raumes  mit  den  drei  Axen  des  Körpers  für  diesen  Punkt  zusammen- 
fallen. Höchst  interessant  ist  die  Ableitung  dieser  Sätze.  Der  Ver- 
fasser geht  aus  von  der  Gleichung  einer  Fläche  zweiten  Grades  in 
Ebonencoordinaten   ti,  v,  fv,  r,   deren  Coef&cienten   die   Integrale  Jdtm^ 

fxdm^  fydm^  fzdm^  ^Jxydm^  2jxzdm^  2jyzdm^  Jx^dm^  fy^dm^  fz^dm 

sind,  der  demnach  die  Form  f{xu  +  y»  -f-  z«;  -j-  r)^rfm  =  0  gegeben 
werden  kann,  da  ti,  v,  n^,  r  mit  der  Integration  nichts  zu  schaffen  haben. 
Diese  Fläche  ist  ein  imaginäres  Ellipsoid,  dem  das  erwähnte  System 
confocaler  Flächen  seinerseits  confocal  ist.  Von  der  Annahme  dieser 
Fläche  aus  gelangt  der  Verfasser  mit  der  ihm  eigen thümlichen  zierlichen 
Eleganz  zum  Resultate;  und  wenn  in  der  That  kein  Grund  vorhanden 
ist,  unter  der  Schaar  der  reellen  confocalen  Flächen  eine  besonders 
hervorzuheben  und  auf  sie  den  Körper  zu  beziehen,  so  eignet  sich 
gerade  jenes  imaginäre  Ellipsoid  dazu,  erstens  weil  die  Aufstellung  sei- 
ner Gleichung  nur  die  Kenntniss  der  obigen  zehn  Integrale  voraussetzt 
und  nicht  die  Auflösung  einer  Gleichung  dritten  Grades  und  in  seiner 
Gleichung  auch  kein  willkürlicher  Parameter  vorkommt,  wie  in  der  der 
reellen  Flächenschaar,  über  den  man  erst  zu  verfügen  hätte,  dann  aber 
besonders  wegen  der  Leichtigkeit,  mit  der  aus  seiner  Gleichung  alle 
Axeneigenschaften  des  Körpers  folgen.  Es  ist  demnach  ganz  gerecht- 
fertigt, wenn  Hr.  Hesse  diese  Oberfläche  als  charakteristisch  für  den 
Körper  in  die  Mechanik  einführt  und  ihr  einen  besonderen  Namen  bei- 
legt. Er  nennt  sie  das  imaginäre  Bild  des  Körpers.  Um  den 
hier  gelungenen  Fortschritt  zu  würdigen,  reicht  es  aus,  einen  Blick  auf 
die  Behandlung  desselben  Gegenstandes  bei  Poisson  (Traitö  de  Mec. 
Livre  IV,  Chap.  II)  zu  werfen. 

Die  Planetenbewegung  (Anhang)  steht  insofern  mit  dem  Werke 
im  Zusammenhange,  als  die  Methoden  des  Verfassers  auch  hier  gute 
Dienste  leisten.  Das  wichtigste  darin  ist  ein,  wie  wir  glauben,  voll- 
ständig neues  Verfahren,  das  letzte  Integral  der  Bewegungsgleichnngen 
des  Planeten  zu  finden.  Kurz  gefasst  ist  der  Inhalt  der  Vorlesung 
etwa  folgender:  Die  Bewegungsgleichungen  des  Planeten  sind  für  eine 
räumliche  Bewegung  aufgestellt,   also  drei  Differentialgleichungen  erster 

XX 

Ordnung  x''= s-  u.  s.  w.,  r  =  }/x^  "j-  y*  +  2:^.    Zuerst  wird  nacb- 

r 

gewiesen,    dass   die  Bahn   des   Planeten   eben   ist,   indem   gezeigt  wird, 
dass  das  Volum  des  Tetraeders,  dessen  vier  Ecken  die  Sonne  und  drei 


/2„2A  +  ^-^,-, 
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snccessive  Lagen  des  Planeten  bilden,  verschwindet.  Es  werden  alsdann 
die  Flächensätze  abgeleitet,  die  anf  Grand  jener  Betrachtung  mit  dem 
Tetraeder  die  Ebene  der  Planetenbahn  liefern.  Dann  folgt  die  Oleichnng 
der  lebendigen  Kraft.  Dnrch  geschickte  Gombination  der  Gleichung  der 
lebendigen  Kraft,  der  Flächensätze  und  der  Gleichung  rrr=xx'\-yy'\-zz 
erhält  der  Verfasser  diese  Gleichung: 

r  r' 

(h  und  c  Constanten),  aus  der  sich  sofort  das  fünfte  Integral  in  r  und  i 
ergiebt.     Ausserdem  folgt  durch  Differentiation: 

Diese  Gleichung  ist  die  Gleichung  der  Bewegung  des  Planeten  auf  dem 
Kadiusvoctor,  von  der  Bewegung  des  Hadiusvectors  selbst  gänzlich  ab> 
gesehen.  „Wenn  man  daher ,|*  wie  sich  Hr.  Hesse  ausdrückt,  „auf 
dem  Radiusvector  eines  Planeten  lebte,  ohne  eine  Vorstellung  von  der 
Bewegung  des  ßadiusvectors  um  die  Sonne  zu  haben,  so  könnte  ma*n 
die  Bewegung  dos  Planeten  auf  dem  Radiusvector  nicht  durch  das 
Newton^sche  Gesetz,  dass  die  Anziehung  geschähe  umgekehrt  propor- 
tional dem  Quadrate  der  Entfernung  des  Planeten  von  der  Sonne,  er- 
klären; es  müsste  noch  die  umgekehrte  dritte  Potenz  der  Entfernung 
zu  Hülfe  genommen  werden." 

Vorstehende  Gleichung  hat  aber  noch  den  oben  berührten  Vortheil, 
dass  sie  uns  das  sechste  Integral  und  zwar  in  dreifacher  Form  mit  der 
grössten   Leichtigkeit  abwirft.     Combiniren  wir  sie   mit  einer  der  Glei- 

chungen   a;"= 3-  u.  s.  w.,    z.  B.  mit  der  ersten,   so   kann   man  au 

beiden  Gleichungen  das  Verfahren  der  Integration,  welches  zu  den 
Flächensätzen  führt,  anwenden.  Multiplicirt  man  die  zweite  mit  r,  die 
erste  mit  x  und  zieht  sie  von  einander  ab,  so  erhält  man 

tt        ff                 ^ 
rx  —  r  X  =^ ö  X 

und  wegen  der  zweiten: 

ff         ff     *^      ff 


also  durch  Integration: 

rx  —  rx  =  ^  X  -{-  b^^. 


c^ 


Solcher  Gleichungen  giebt  es  noch  zwei.  Indessen  wenn  man  auch  uui- 
eine  braucht,  so  zeigt  sich  dieser  Ueberfluss  in  den  Händen  des  Hrn. 
Hesse  doch  sehr  nützlich,  indem  er  mit  Hülfe  aller  vorhandenen  Glei- 
chungen durch  mannigfaltige  Gombinationen  die  Planetenbewegung 
schliesslich  so  definirt,  dass  die  Sonne  im  Brennpunkte  einer  Rotations- 
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Oberfläche  zweiten  Grades  liegt  nnd  daas  der  Planet  sich  in  der  Schnitt- 
curve  einer  durch  die  Sonne  gelegten  Ebene  mit  der  RotationsoberflXclie 
bewegt.  Die  Keppler'schen  Gesetze  sind  sämmtlich  abgeleitet  und  zuid 
Schloss  findet  man  noch  das  Wichtigste  über  das  Zweikörperproblem 
angegeben,  woritnf  das  Buch  mit  einer  Frage  schliesst;  wir  möchteD 
diese  Besprechung  auch  mit  einer  Präge  schliessen:  Wie  sollen  wir  die 
eigenthümliche  Lehre  nennen,  die  uns  in  dem  Buche  vorgetragen,  die 
zugleich  so  vielseitig  und  doch  so  einheitlich,  die  so  fein  gegliedert  ist 
und  doch  ein  compactes  Ganze  bildet?  Man  hat  sie  algebraische  Geo- 
metrie genannt,  ebenso  gut  könnte  man  sie  geometrische  Algebra  nennen. 
Ich  schlage  vor,  sie  nach  dem  Manne,  der  die  deutsche  mathematische 
Literatur  um  das  erste  klassische  Lehrbuch  bereicherte,  zu  nennen: 
Hesse'sche  Geometrie. 

Paul  du  Bois  •  RErMOMD. 


Die  Landen'sohe  Substitution  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Entwickelong 
der  elliptischen  Functionen.  Von  F.  J.  Kicu£i.ot.  Aus  einer 
Gorrespondenz  mit  Prof.  Schröter.  Königsberg,  Verlag  von 
Hübner  u.  Matz.    1868. 

Die  von  Landen  gegebene  Transformation  des  elliptischen  Inte- 
grales erster  Art  lässt  sich  bekanntlich  nach  Jacobi's  Schreibweise  fol- 
gen dcrmassen  darstellen : 

sin  am  (w^,  x)  =  -r/  sin  am  (  — ^  «,,  x'j  sin  am  l-^ 1-  Ä',',  x' j, 

^^^»^•'"  2l/x  , 

x'=  -     ,    -  ,         X,  s=  yl  —  x^  u.  s.  w. 

1    -f-  X 

ist.  Analog  der  Formel  sin  2  «  =  2  sin  u  •  sin  (ti  -{-  n)  gestattet  die 
obige  Relation  eine  fortgesetzte  Anwendung,  mittelst  deren  der  Ampli* 
tudensinus  zunächst  in  ein  Produkt  aus  2  n  Factoren  und  schliesslich 
in  ein  unendliches  Produkt  verwandelt  werden  kann,  aus  welchem  nachher 
durch  logarithmische  Differentiation  wieder  eine  Partialbruchentwickelung 
für  eine  andere  elliptische  Function  folgt.  Der  berühmte  Verfasser,  den 
man  als  den  Veteran  aus  der  Entstehungszeit  der  Theorie  elliptischer 
Functionen  bezeichnen  könnte,  knüpft  nun  an  den  obigen,  schon  vor 
langer  Zeit  von  ihm  ausgesprochenen  Gedanken  wieder  an,  um  zu  zei- 
gen, dass  sich  auf  dem  angedeuteten  Wege  nicht  nur  einige,  sondere 
alle  elliptische  Functionen  mit  Einschluss  von  Z  und  S  entwickeln  las- 
sen, dass  also  jener  Gedanke  weit  mehr  als  ein  speciell  auf  den  Am- 
plitudensinus anwendbarer  Kunstgriff  ist.  Das  Einzige,  was  das  ange- 
deutete, seinem  Principe  nach  sehr  einfache  Verfahren   einigermaassen 
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beeinträchtigt,  dürfte  eine  gewisse  Weitläufigkeit  sein,  welche  die  genaue 
Bechtfertignng  des  Ueberganges  vom  Endlichen  zum  Unendlichen  mit 
sich  bringt;  der  Verfasser  hat  diesen  Punkt  absichtlich  ausser  Betrach- 
tung gelassen  und  es  lässt  sich  daher  im  voraus  nicht  beurtheilen,  ob 
man  über  denselben  kurz  hinwegkommen  kann. 

Ausser  mehreren  brieflich  ausgesprochenen  Bemerkungen  des  Hm. 
Prof.  Schröter  ist  noch  der  von  demselben  hinzugefügte  Anhang  werth- 
voll;  derselbe  enthält  einige  elegante  geometrische  Untersuchungen  über 
die  von  Landen  und  Gauss  herrührenden  Transformationen  der  ellip- 
tischen Integrale.  Scul. 
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Recensionen. 

JaooT)  Bernonlli,  von  Director  Oiesel.    Programm  der  Realscbnle  erster 
Ordnung  ?ii  Leer  1869. 

Der  Verfasser  des  uns  vorliegenden  Programmes  ist  gar  vielfach  vom 
Schicksale  herumgeworfen  worden.  War  seine  Geschichte  der  Variations- 
rechvung  in  Torgau  entstanden,  so  kam  seine  Entstehung  des  Newton- 
Leib  nit  zischen  Prioritätsstreites  in  Delitzsch  heraus,  und  den  neuesten  wis- 
senschaftlichen Freundesgruss  schickt  er  uns  in  Gestalt  dieser  Biographie 
weit  aus  dem  fernen  Ostfriesland  zu.  Doch  woher  auch  die  Sendung 
stammte,  immer  war  sie  uns  gleich  schätzbar,  immer  eine  Quelle  neuer 
Freude  über  den  Ernst  der  Forschung,  über  die  Fülle  der  Vorkenntnisse, 
mit  welchen  Giesel  seine  geschichtlichen  Untersuchungen  ins  Werk  setzt. 
So  können  wir  auch  heute  nur  unser  Lob  über  die  Darstellung  der  mathema- 
tischen Leistungen  Jacob  BernouUi's  aussprechen.  Die  Entdeckung  der 
Integration  von  Differentialgleichungen  (wobei  leider  in  dem  Resultate  der 
Rechnung  S.  8  ein  unangenehmer  Druckfehler  stehen  geblieben  ist),  die  An- 
fänge der  Variationsrechnung,  die  erstmals  als  ein  wissenschaftliches  Ganze 
behandelte  Wahrscheinlichkeitsrechnung  treten  dem  Leser  klar  vor  Augen 
und  regen  ihn  an,  selbst  jene  Abhandlungen  und  Schriften  einmal  zur  Hand 
zu  nehmen,  welche  man  nur  mit  Unrecht  als  überwundenen  Standpunkt  be- 
trachten würde,  so  weit  auch  die  Wissenschaft  inzwischen  fortgeschritten  ist. 
Auch  der  an  die  isoperimetrische  Aufgabe  und  an  die  Brachistochrone  sich 
knüpfende  Streit  der  beiden  Brüder  B  e  r  n  o  u  1 1  i  ist  in  unserem  Programme  in 
seinem  Verlaufe  richtig  aufgefasst  und  behandelt.  Dagegen  müssen  wir  Ein- 
sprache einlegen  wider  die  Auffassung  des  Charakters  Jacob  Bernoulli^s, 
welche  in  der  ganzen  Biographie  sich  kundgiebt  und  zu  welcher  Giesel  sich 
durch  den  Brief  von  Joh.  Bern oulli  anLeibnitz  vom  26.  Februar  1701  hat 
verleiten  lassen.  In  diesem  Briefe  ist  nämlich  folgende  Anklage  ausgespro- 
chen.   Jacob  Bernonlli  habe  in  Gemeinschaft  mit  Samuel  B a 1 1 i e r  irgend 
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einen  Brief,  dessen  Inhalt  nicht  angegeben  ist,   als  von  Johann  verfasst  an 
eine  gewisse  nicht  genannte  Person  untergeschoben  und  die  darauf  geschrie- 
bene Antwort  zu  unterschlagen  gewusst.    Später  habe  Johannes  diese  That- 
sachen  erfahren,  und  beide  Thüter  hätten  im  privaten  Kreise  ihre  Schuld 
eingestanden  und  abgebeten.  Johannes  will  aber  diese  Erzählung  nnr  Li  e  i  b- 
nitz  allein  anvertrauen  {Haec  tibi  in  aures  dicta  sunto)^  was  wohl  den  ersten 
Herausgeber  des  Briefes  veranlasste  jene  ganze  Stelle  zu  unterdrücken.    Hat 
nun  Johannes  die  Wahrheit  gesagt,  so  ist,  wie  uns  scheint,  auch  nicht  von 
einem  Falsificate  und  einem  Betrüge,  wie  6  i  e  s  e  1  S.  7  Anmerkung  10  sich  aus- 
drückt, sondern  von  einer  unschuldigen  Mjstification  die  Rede.     Wäre  der 
Inhalt  des  Briefes  irgendwie  verftinglicher  Natur  gewesen  so  hätte  Johannes 
gewiss.nicht  darüber  geschwiegen;  so  discret  war  er  nie, «wenn  er  selbst  der 
Verschwiegenheit  dessen,  an  den  er  schrieb,  sicher  zu  sein  glaubte,   nud  bei 
Leibnitzen  vollends  that  er  sich  gar  keinen  Zwang  an      Aber  wir  geben 
weiter,  wir  glauben  die  ganze  Erzählung  nicht,  denn  auch  einer  Mystification 
halten  wir  «Jacob  für  unfähig.    Das  Datum  jenes  Ereignisses  soll  unmittel- 
bar mit  dem  Umzüge  «lohann's  nach  Groningen  zusammenfallen,  rl.  h.  also 
in  das  Jahr  1695.    Jacob  war  damals  41  Jahre  alt,  also  über  das  Alter  hinaus, 
in  welchem  ein  ernster,  sogar  griesgrämiger,  seit  drei  Jahren  brustkranker 
Mann  schlechte  Witze  der  Art  ausführt.    Johann  andrerseits  dürfen  wir  zu- 
trauen, dass  er  auch  Unwahres  sagte,  wo  es  ihm  passte.    Sollen  wir  an   den 
Brief  erinnern,  welchen  er  am  5.  Juli  1719  an  Newton  richtete  und  in  wel- 
chem er  mit  der  Formel  per  omnia  humanilalis  sacra  obfeslnr  beschwört ,   er 
sei  nicht  Verfasser  jener  durch  Leibnitz  veröffentlichten  Zuschrift,  welche 
doch  von  ihm  herrührte  ?    Sollen  wir  an  den  Aufsatz  im  Journal  des  Savans 
von  1698  erinnern,  in  welchem  Johann  in  Abrede  stellt,  dass  Jacob  seine  Me- 
thode zur  Lösung  dos  isoperimetrischen  Problems  richtig  errathen   habe, 
während  gegenwärtig  an  dem  Scharfsinn,  welchen  Jacob  durch  diese  Hypo- 
these an  den  Tag  legte,  nicht  gezweifelt  werden  kann?    Sollen  wir  den  Brief 
an  Leibnitz  vom  10.  September  1706  ins  Gefecht  führen,  durch  welchen  Jo- 
hann sich  die  durch  eigene  Kraft  gelungene  Erfindung  der  Integralrechnung 
zuschreibt,  er,  der  doch  der- Schüler,  wenn  auch  bald  selbstständig  arbeitende 
Schüler  seines  Bruders  war?  Wir  bedürfen  dieser  Beweismittel  kaum.    Sagt 
doch  Giesel  selbst  S.  10  An  merk.  19  mit  Bezug  auf  die  letztangeführte  Stelle: 

• 

„wie  so  manche  andere  Behauptung  Johannas  ist  auch  diese  unrichtig.'^ 
Und  unrichtig,  fügen  wir  hinzu,  wird  dann  wohl  auch  die  Anschuldigung 
vom  Februar  1701,  also  aus  einer  Zeit  sein,  wo  es  Johann  unbedingt  darauf 
ankam,  Jacob  in  den  Augen  der  gelehrten  Welt  herabzusetzen.  Einen  voll- 
giltigen  unmittelbaren  Beweis  freilich  haben  wir  nicht,  dass  gerade  hier  eine 
Unrichtigkeit,  sagen  wir  geradezu  eine  Lüge  vorhanden ,  aber  wir  wissen, 
dass  Johannes  einer  solchen  föhig  war,  wir  wissen  von  Jacob^s  Charakter  da- 
gegen nichts  Ungünstiges.  Wenn  aber  nach  dieser  Auseinandersetzung  der 
Brief  von  1701  nicht  bestimmend  auf  uns  wirken  kann,  so  sind  wir  ausser 
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Stande  nns  dem  anzuscbliessen,  was  Oiesel  S.  11  bemerkt,  Jass  dem  Jacob 
mehr  Schuld  als  dem  Johann  an  dem  unliebsamen  öffentlichen  Bruderzwiste 
zu  geben  sei.  Jacob  war  nun  einmal  der  Lehrer  seines  Bruders,  und  wenn 
dieser  sich  überhebend  Alles  aus  sich  selbst  geschöpft  haben  wollte,  so  war 
es  nur  natürlich,  dass  Jacob  ibm  einmal  öffentlich  auf  die  Finger  klopfte, 
nnd  es  war  auch  ganz  gesund  für  den  hochmüthigen  jungen  Mann.  Darin 
freilich  verurtbeilen  wir  Jacob,  dass  er  die  Abfertigung  eine  zu  derbe 
werden  Hess,  und  wir  freuen  uns  hier  wieder  mit  6ie sei  zusammenzu- 
treffen, der  uns  unsere  so  weit  abweichende  Meinung  nicht  verübeln  wird. 
Amicus  PlatOj  amicior  verilas.  Von  sonstigen  Bemerkungen  möchten  wir 
nur  noch  beifügen.  Hermann  in  seinem  Nekrologe  Jacob^s  {Jcia  Erudit. 
1706)  bat  S.  42  von  einer  Berufung  desselben  nach  Heidelberg  im  Jahre 
1684  gesprochen.  Dieselbe  Angabe  findet  sich  beiBattier  in  seiner  der 
Gesammtausgabe  von  Jac.  Bernoulli^s  Werken  vorgeschickten  Biographie 
S.  17,  and  Giesel  endlich  hat  sie  S.  7  wiederholt.  Wir  müssen  bezweifeln, 
ob  wirklich  von  einer  solchen  Berufung  schon  in  bestinimter  Weise  die  Rede 
war.  Die  Senatsacten  der  hiesigen  Universität  von  1684,  welche  wir  zu  die- 
sem Zwecke  verglichen  haben,  enthalten  wenigstens  kein  Wort  in  dieser 
Beziehung.  Natürlich  ist  damit  nicht  aufgeschlossen,  dass  in  privater  Weise 
eine  Anfrage  an  Jacob  Bernoulli  gestellt  worden  sein  kann.    Cantob. 


Pascal,  sein  Leben  nnd  seine  Kämpfe,  von  Dr.  Joh.  Georg  Drevdorff, 
Pastor  der  reformirten  Kirche  zu  Leipzig.  Leipzig,  Verlag  von 
Duncker  und  Humblot.    1870. 

Es  giebt  Werke,  welche  gleich  bei  ihrem  Erscheinen  die  allgemeine 
Anerkennung  sich  erwerben  durch  ihren  gediegenen  Inhalt,  durch  die 
Uebersichtlichkeit  der  den  Stoff  beherrschenden  und  für  den  Leser  zurecht- 
legenden Anordnung,  durch  den  Reiz  der  geistvollen  Sprache.  Wieder  an- 
dere Schriften  erwerben  sich  wenigstens  allgemeine  Aufmerksamkeit  durch 
die  Tendenz,  welche  ihnen  zu  Grunde  liegt,  wegen  des  absichtlichen  oder 
zufälligen  Zusammentreffens  eben  dieser  Tendenz  mit  den  grossen  die  Zeit 
erfüllenden  Fragen.  Um  wie  viel  freudiger  müssen  wir  nun  gar  ein  Buch 
begrüssen ,  welches  die  Verdienste  der  erstgenannten  Gattung  besitzt,  wäh- 
rend ihm  nicht  minder  jene  in  zweiter  Beihe  genannten  Vorzüge  zukommen. 
Beides  dürfen  wir  in  dem  uns  zur  Besprechung  vorliegenden  Bande  erken- 
nen und  rühmend  hervorheben.  Herr  Dreydorff  hat  seinen  Pascal  eben- 
so wie  die  ganze  einschlagende  Literatur,  soweit  sie  dem  Theologen  ver- 
ständlich sein  konnte,  aufs  Gründlichste  studirt,  er  hat  aus  diesem  Materiale 
ein  Lebensbild  zu  schaden  gewusst,  welches  darin  von  fast  allen  früheren 
Schilderungen  Pascal's  vortheilhaft  ab  weicht,  dass,  wo  Sprünge  vorkommen, 
klaffende  Bisse,  über  welche  man  sonst  mit  einem  Salto  mortale  hinüberzu- 
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setzen  liebte,  unser  Verfasser  sich  wenigstens  um  den  Ursprung  dieser  Spal- 
ten kümmert,  nachforscht,  wie  sie  entstanden  sind  und  wie  tief  sie  eindrin- 
gen.   „Plötzlich  entsteht  und  vergeht  Überhaupt  Nichts.     Alles ,   -was  wir 
nicht  als  positiv  widerlegt  betrachten  können ,  pflegen  wir  aus  einer  Periode 
des  Lebens  in  die  nächstfolgende  mit  hinüberzunehmen  ;  ja  wir  streben  recht 
absichtlich  darnach,  das  früher  Dagewesene  zu  bewahren  und,  sei  es  anch 
in  merklich  veränderter  Gestalt,  mit  den  Voraussetzungen  eines  neug-ewon- 
nenen  Standpunktes  ausgleichend  zu  vermitteln**  (S.  47).   Diese  Sätze  sind 
sicherlich  wahr,  und  wie  vollständig  auch  solche  Schriftsteller  davon  über- 
zeugt waren,  welche  in  PascaVs  Biographie  keinen  Gebrauch  davon  mach- 
ten, erweist  sich  daraus,  dass  sie  plötzliche  Krankheit ,  Visionen,  fast  Irr- 
sinn zu  Hilfe  zogen ,  und  um  das  eine  Unwahrscheinliche  zu  erklären.,  dem 
Leser  das  weit  Unwahrscheinlichere  aufzwangen,  an  einen  geistesgescb -wach- 
ten Verfasser  der  Pensees  und  der  Historia  Cycloidis  zu  glauben.    Bei  Herrn 
Dreydorff  dagegen  sehen  wir  einen  einheitlichen  Pascal  vor  uns,   ganz 
aus  einem  Gusse  entstanden ,  zwar  keinen  fehlerfreien  Helden ,  kein  Ideal 
eines  tadellosen  Menschen ,  aber  auch  keinen  dem  Irrenhause  Entgangenen. 
Die  Form  seines  Buches  ist  anziehend  und  fesselnd,  und  wenn  der  Freisinn 
des  Verfassers  uns  nicht  mit  Nothwendigkeit  an  seine  Stellung  als  Theolog 
erinnert,  so  sind  wir  die  Letzten,  ihm  aus  dieser  freien  Anschauung  einen 
Vorwurf  zu  machen.    Endlich  ist  die  Zeit,  in  welcher  das  Werk  erscheint, 
die  günstigste,  die  sich  dazu  treffen  Hess.    Einestheils  ist  die  Frage  wegen 
der  gefälschten  PascaTschen  Briefe  gerade  jetzt  entschieden  worden,   so 
dass  seine  Stellung  in  der  Entwicklung  der  Naturwissenschaften    keinen 
Streitpunkt  mehr  abgeben  kann ,  und  anderntheils  kann  das  politisch -reli- 
giöse Interesse  an  Pascal  nie  grösser,  nie  gerechter  gewesen  sein  als  gegen- 
wärtig, wo  wieder  ein  ganz  ähnlicher  Kampf  ausgefochten  wird,  wie  in  der 
Mitte  des  XVII.  Jahrhunderts.    Die  Concilsbriefe  finden  heute  kaum  weniger 
aufmerksame  Leser  als  damals  die  Provinzialbriefe ,  ihrem  Ursprung  wird 
kaum  weniger  eifrig  nachgespürt,  und  was  deren  Inhalt  betrifft,  so  ist  der 
Streit  Döllinger's  und  seiner  Anhänger  gegen  die  Infallibilisten  dem  der 
Jansenisten  gegen  die  Jesuiten  in  mehr  als  einer  Beziehung  an  die  Seite  zu 
stellen. 

Wenn  wir  dieser  allgemeinen  Anerkennung  des  Dreydorff 'sehen 
Buches  sogleich  auch  eine  Bemängelung  auf  dem  Fuss  folgen  lassen,  so  wird 
der  geehrte  Verfasser  sich  vielleicht  mit  seinen  eigenen ,  auf  den  ersten  Pro- 
vinzialbrief  bezüglichen  Worten  trösten:  „dass  wohlmeinende  Kritiker  ein 
Buch  unter  die  Loupe  nehmen,  um  sich  unter  den  zahllosen  Beifallsklat- 
Sehern  die  aristokratischen  Rechte  des  gebildeten  Beobachters  zu  wahren, 
als  welchen  man  sich  eben  dadurch  beweist,  dass  man  auch  dem  Treff- 
liebsten  seine  schwache  Seite  abmerkt  und  auch  im  günstigsten  Falle  nicht 
Alles  und  nicht  Alles  darum  zu  loben  findet,  was  und  weil  es  von  der 
Menge  gelobt  wird**  (S.  134J.    Aber  Scherz  bei  Seite,  wir  glauben  dem  Ge- 
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lehrten  und  seinem  Werke  nur  dann  volle  Gerechtigkeit  widerfahren  zu  las- 
sen, wenn  wir  dem  Leser  ehenso  sagen  ^  was  er  in  dem  Buche  nicht  suchen 
darf  y  als  was  er  auch  ungesucht  darin  finden  wird.  Nicht  suchen  darf  er 
Pascal  den  Mathematiker,  nicht  suchen  Pascal  den  Physiker. 

Wir  vevüheln  es  dem  Verfasser  nicht,  wenn  er  S.  8  von  dem  trockenen 
Rechte  und  der  noch  viel  trockeneren  Mathematik  spricht;  wenn  er  S.  34  im 
fortlaufenden  Texte  die  ganze  naturwissenschaftliche  Würdigung  PascaTs 
in  die  Worte  kleidet:  ;,lu  das  Jahr  1646  und  in  die  nächstfolgenden  (1647 
bis  1648)  fallen  seine  physikalischen  Entdeckungen  hinsichtlich  der  Be- 
deutung des  atmosphärischen  Druckes ,  über  das  Gewicht  der  Quecksilber- 
säule u.  a.,  die  wir  für  die  wichtigsten  halten  müssen,  die  ihm  gelungen 
sind;"  wenn  er  S.  483  die  Cycloidenuntersuchung  nur  in  einer  Anmerkung 
erwähnt;  wenn  er  S.  83  die  Schilderung  PascaTs  durch  Fontaine  \cei 
komme  que  non  seulemeni  taute  la  France^  mais  ioute  TEurope  a  admire. 
San  esprü  toujours  vif,  ioujours  agissnnt  etaii  d'tine  elendue^  d*une  eleva- 
tum, d^tine  fermele ,  ctune  penetration  et  dune  nettete  au  dela  de  ce  qu'on- 
peut  croire\  so  wortreich  und  übertreibend  nennt,  dass  es  einem  die  Ueber- 
setzung  in  unsere  Sprache  verleidet.  Das  Alles,  sagen  wir,  verübeln  wir 
Herrn  Dreydorff  keineswegs,  aber  dafür  muss  er  es. auch  uns  zu  Gute 
halten,  wenn  wir  durch  Abdruck  dieser  Stellen  unsere  nächsten  Leser  über- 
zeugeu,  dass  unsere  Einschränkung  gerechtfertigt  war,  er  habe  die  ein- 
schlagende Literatur  erschöpft,  so  weit  sie  dem  Theologen  verständlich  sein 
konnte.  Sein  Buch  ist  dadurch  noch  lange  kein  schlechtes  geworden!  Je- 
denfalls hätte  irgend  ein  anderer  Verfasser  es  nicht  besser  gemacht,  wel- 
chem vor  allen  die  mathematischen  und  physikalischen  Schriften  PascaTs 
zugänglich  gewesen  wären. 

Die  grossen  Naturforscher  und  Mathematiker  des  XVIl.  Jahrhunderts 
zeichnen  sich  insgesammt  durch  eine  Mittelstellung  zwischen  de<  exacten 
Wissenschaften  und  anderen  Wissenszweigen,  besonders  der  Theologie  aus: 
Galilei  und  Newton,  Leibnitz  und  Pascal  sind  zeugende  Beispiele. 
Die  beiden  Ersteren  bieten  freilich  durch  ihre  theologische  Seite  nichts  so 
Glänzendes,  dass  man  es  nicht  gern  im  Verborgenen  Hesse,  und  darum  wer- 
den Schriften  über  Galilei  und  Newton  gentigen  können,  die  von  einem 
mathematischen  oder  physikalischen  Verfasser  herrühren.  Leibnitz  stellt 
das  entgegengesetzte  Extrem  dar;  gross  in  allen  seinen  Geistesäusserungen 
kann  er  gar  nicht  von  einem  Einzelneu  erschöpfend  gewürdigt  werden;  der 
Philosoph  und  der  Mathematiker,  der  Staatsmann  und  der  Historiker,  der 
Theolog  und  der  Sprachgelehrte  können  jeder  von  seinem  Standpunkte  aus 
über  Leibnitz  schreiben,  sie  werden  sich. nur  gegenseitig  ergänzen  und 
vervollständigen.  Von  Pascal  endlich  sind  wenigstens  zwei  Behandlun- 
gen nothwendig,  will  man  ihn  ganz  kennen  lernen  und  in  seiner  kultur- 
historischen Bedeutung  richtig  schätzen.  Der  Theolog  und  der  Mann  der 
exaeten  Wissenschaften  finden  in  seinem  Wirken  reichen  Stoff  zur  Bespre- 
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clmng,  und  was  der  Eine  vop  ihnen  als  Ergebniss  seiner  Forschung  mit- 
tHeilt,  kann  und  darf  man  nicht  von  dem  Andern  fordern.  Nur  Cins  darf 
man  verlangen:  dass  der  Theolog  so  schreibe,  dass  der  mathematische 
Leser  sich  bei  ihm  orientiren  könne,  dass  der  Mathematiker  sich  die  Mühe 
nicht  verdriessen  lasse,  auch  dem  Theologen  verständlich  zu  werden. 

Herr  Dreydorff  hat  von  seinem  Standpunkte  aus  diese  so  eingeengte 
Aufgabe  gelöst.    Es  ist  ihm  gelungen,  die  für  uns  Laien  wenigstens    recht 
verwickelten  Streitfragen ,  welche  nicht  blos  zwischen  Jesuiten  und  Janse- 
nisten,  sondern  später  zwischen  den  Jansenisten  unter  einander  verhandelt 
wurden  ,  so  zu  beleuchten ,  dass  wir  wenigstens  glauben  dürfen  einen  'EHn- 
blick  darein  gewonnen  zu  haben.    Aber  an  diesem  müssen  wir  uns  freilich 
genügen  lassen  und  verweisen  unsere  Fachgenossen,  welche  es  nach  gleicher 
Kenntniss  gelüstet,  ohne  welche  PascaTs  Leben  und  Wirken  nie  ganz  be- 
griffen werden  kann ;  auf  das  uns  vorliegende  Buch  selbst.    Zu  referiren  da- 
gegen gestatten  wir  uns  über  die  wesentlichen  Lebensmomente  Pascal^s, 
über  dessen  Geistes-  und  Gemüthsentwicklung,  wie  sie  von  Herrn  Drey- 
dorff aufgefasst  wurden.  Wir  werden  also  keineswegs  die  ganze  Biographie 
in  gleichmässigem  Auszuge  mittheilen,  sondern  nur  die  Theile besonders  her- 
vorheben ,  welche  uns  durch  Auffassungsweise  oder  Darstellung  bemerkens- 
werth  erscheinen,  oder  zu  welchen  wir  Ergänzungen  hinzuzufügen  haben. 

An  die  Spitze  stellen  wir  die  vortreffliche  Charakterschilderung  (S.  58)- 
„Das  eigenthümlich  Weibliche  in  PascaTs  Empfindungsweise  und  in  seinem 
tiefen  und  reichen  Gemüthsleben  ist  nur  schwer  zu  verkennen.    Jedes  Ge- 
fühl, das  sich   seiner  bemächtigt,    nimmt  den  Charakter  der  Leidenschaft 
an,   und  wie   sehr  man  auch  die  Schärfe  und  Klarheit  seines  Verstandes 
bewundern  mag,  seine  eigentliche  Grösse  und  der  Hauptnerv  seines  Lie* 
bens  ist  nicht  auf  diesem  Gebiete  zu  suchen;  nicht  die  unerbittliche  Con- 
Sequenz   philosophischer   Principien,    sondern    die   noch    grössere  Geifvalt 
seines  pathologischen  Fühlens  und  Begehrens ,  in  welchen  er  nur  entweder 
siegen  oder  unterliegen  kann  ,  ist  die  stärkste  Triebfeder  seiner  Gedanken, 
seiner  Entwürfe ^  seiner  Handlungen.    Aus  dem  Uebergewicht  des  Gefühls 
über   die  Rechte  des  klaren  und  besonnenen  Verstandes  erklärt  sich  die 
Unruhe  und  Hast,  das  Abrupte  und  nicht  Vorauszuahnende  seiner  wech- 
selnden Entschli essungen."    Wir  möchten  diesen  Sätzen,  welche  wir  gern 
mitunterschreiben^  einzelne  Beispiele  un  verein  barlicher  Handlungen  hinzu- 
fügen, welchen  der  Leser  in  PascaTs  Leben  begegnet.    Neben  höchster 
Opferfähigkeit,  neben  der  Liebe  zur  Armnth  (S.  441)  findet  er  ein  klein- 
liches Markten  und  Feilschen  um  wenige  Thaler  in  dem  Erbschaftshandel 
mit  Jaqueline  (S.  48).   Neben  eckelhafter  Angeberei  Fortons,  er  glaube 
nicht  genügend  auf  Autorität  hin  (S.  36)  ein  mannhaftes  Aussprechen  des 
Satzes,   Päpste  und  Concilien  seien  nicht  frei  von  Irrthum  (S.  309)  und 
neben  diesem  wieder   ein  unehrenhaftes  Verleugnen  seiner  Freunde  von 
Portroyal  in  dem  15.  Provinzialbriefe ,  um  nicht  mit  diesen  als  Ketzer  zu 
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ersclieiiien  (S.  287).    Oder  um  Beispiele  anzuführen,  welche  in  dem  uns  vor- 
liegenden Buche  nicht  ei^ähnt  sind,  man  vergleiche  doch  nur  die  Hoch- 
schätzung Torricelli's,  welche  Pascal  in  seinen  physikalischen  Werken 
an  den  Tag  legt  mit  der  wegwerfenden  Behandlung  desselben  Gelehrten  in 
einer  mathematischen  Schrift;  man  erinnere  sich  der  Verachtung  aller  ex- 
acten  Forschung  in  den  letzten  Lebensjahren,  welche  geradezu  durch  die 
denkwürdige  Abhandlung  über  die  Cycloide  unterbrochen  wird.    Alle  diese 
Gegeusätze  sind  bei  Pascal  ganz  eigentlich  charakteristisch,  sie  stellen 
jene  kla£fenden  Bisse  dar,  von  denen  auf  der  ersten  Seite  dieser  Bespre- 
chuDg  die  Bede  war.    Leugnen  lassen  sie  sich  nicht,  ebensowenig  voraus- 
Bagen ;  es  bleibt  nur  übrig  was  Herr  Dreydorff  als  Aufgabe  bezeichnet 
(S.  50) :  „Man  muss  sich  begnügen  ihn  hinterher  zu  versteben.^^    Und  dazu 
bilft  uns  wieder  rückwärts  die  Kenntniss  von  PascaTs  Charakter,  welche 
wir  aus  unserem  Buche  uns  verschafft  haben. 

Blaise  Pascal  wurde  den  19.  Juni  1623  geboren.    Die  Mutter  starb 
schon  162C  oder  1628.    Der  Vater  gewöhnte  ihn  von  früher  Jugend  an  zu 
selbstständigem  Denken  und  Arbeiten,  und  so  war  Blaise   Pascal  gar 
bald ,   und  jedenfalls  nachdem  der  Vater  1638  sich  aus  politischen  Gründen 
ein  Jahr  lang  als  Flüchtling  verborgen  halten  musste,  schon  im  Alter  von  J5 
Jahren  der  eigentlichen  Erziehung  entwachsen,  seine  weiche  biegsame  6e- 
müthsart  in  einer  Zeit  sich  selbst  überlassen;  in  welcher  sie  von  fester  Hand 
in  eine  bleibende  Form  hätte  gebracht  werden  müssen.    Der  Verstand  des 
Knaben  arbeitete  freilich  unbeirrt  und  in  der  begonnenen  Bahn  verharrend 
weiter.    ,,Wie  Denken-können  nur  allmälig  erlernt  wird,  so  kann  Denken- 
müssen  nicht  an  einem  Tage  wieder  verlernt  werden,  wenn  Einer  nun  ein- 
mal sich  selbst  zum  Segen  oder  zum  Fluche  vom  Baume  der  Erkenntniss 
gegessen   hat.**    Diese  Wahrheit,   welche   Herr  Dreydorff   gelegentlich 
äussert  (S.  95);  ist  für  Pascal  ganz  besonders  wahr  und  giebt  uns  z.  B« 
auch  den  Schlüssel  für   die   schon  mehrerwähnten  CycloidenforschuDgen. 
Aber  das  Leben  des  Gemüths  gehorchte  nicht  dem  Verstände  als  Allein- 
herrscher; wer  vielmehr  gerade  des  jungen  Pascal  Umgebung  bildete,  der 
übte  auf  ihn  einen  übermächtigen  Einfluss  aus.  Den  Vater  traf  im  Januar  1640 
das  Unglück,  sich  am  Bein  zu  verletzen  (S.25).  Die  ihn  behandelnden  Aerzte 
gehörten  zu  den  Jansenisteu;  jener  eigen thümlichen  Schule  innerhalb  des 
französischen  Katholicismus ,  welche,  abgesehen  von  dogmatischen  Fragen, 
deren  Erörterung  wir  geflissentlich  vermeiden,  besonders  durch  thatkräftige 
Frömmigkeit,  durch  ein  mildthätiges ,  den  Freuden  der  Welt  abgewandtes 
Leben  sich  auszeichnet,  ähnlich  etwa  den  Pietisten  unter  den  deutschen 
Protestanten  des  XVIII.  Jahrhunderts.    Pascal  erfasste  die  gleiche  Rich- 
tung mit  einer  Leidenschaftlichkeit,  die  es  seiner  Ueberzeugung  weit  zuvor- 
that.    Selbst  unbekehrt  versucht  er  sich  als  Bekehrer,  als  rücksichtsloser 
Eiferer.    Der  Schwester  Jaqueline  flösst  er  den  Hang  zum  Klosterleben 
ein,  den  Kapuziner  Forton  denuncirt  er  wegen  allzufreien  Denkens  be- 
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züglicb  des  Glaubens  auf  Antorität  hin,  nachdem  er  dessen  Herzensmeionng 
in  wahrhaft  hinterlistiger  Weise  erforscht  hat  (S.  87) ,  und  zu  diesen  Hand- 
lungen bestimmt  ihn  sein  wilderregtes  Gemüth  in  demselben  Jahre  1667 ,  in 
derselben  Stadt  Rouen ,  in  welcher  er  in  Gemeinschaft  mit  dem  Festungs- 
intendanten  Petit  seine  Versuche  über  den  leeren  Raum  anstellte  und  Ter* 
öffentlichte!  Bald  sollten  aus  dieser  wissenschaftlichen  Thätigkeit  sich 
Folgerungen  ergeben ,  welche  rUckwirkten  auf  seine  Gemtithsentwicklong, 
auf  sein  ganzes  Leben. 

Wir  bedauern  es,  dass  Herr  Dreydorff  nicht  jene  physikalische  Ab- 
handlung und  die  an  dieselbe  sich  anknüpfende  Polemik  in  ausgie- 
bigerem Maasse  benutzt  hat.  Der  köstliche  Brief,  welchen  Pascal 's  Vater 
damals  an  Pater  Noel  richtete,  ist  ihm  zwar  nicht  entgangen,  und  er  findet 
in  demselben  mit  Fug  und  Recht  das  Vorbild  für  die  untibertrefifliche  Form 
der  Provinzialbriefe  (S.  15),  aber  auch  PascaTs  eigenen  Schriftstücke  ver- 
dienen Berücksichtigung  ebenso  wie  die  unglücklichen  Stylübungen  seiner 
Gegner.  Diese  Gegner  sind  nämlich  Jesuiten.  Bei  dem  gerecliten  Auf- 
sehen, welches  PascaVs  Entdeckungen  zwischen  den  Jahren  1647  und  1651 
in  und  ausserhalb  Frankreichs  aller  Orten  erregten,  ist  es  leicht  begreiflich, 
dass  auch  die  Anfeindungen  und  die  Vertheidigungen  des  genialen  jungen 
Gelehrten,  die  geradezu  niederträchtige  Kampfweise  seiner  Gegner  und  seine 
an  muthigen  Ausfällen  reiche  Defensive  ebenso  allgemein  bekannt  wurden. 
Klingt  nun  auch  in  PascaTs  Streitschriften  noch  kein  Hass  gegen  die.  Je- 
suiten im  Allgemeinen  durch,  sind  sogar  freundliche  Ausdrücke  über  diesen 
Orden  nachzuweisen,  wer  mag  dafür  einstehen,  wie  viel  oder  wie  wenig  da- 
von ernst  gemeint  ist,  wie  wenig  oder  wie  viel  dagegen  der  Ironie  angehört, 
welche  Pascal  schon  in  diesen  Briefen  meisterlich  zu  handhaben  weiss? 
Ist  doch  derselbe  Zweifel,  „ob  Pascal  die  Verderber  der  christlichen  Moral 
gleich  zu  Anfang  seiner  ersten  Bekanntschaft  mit  ihnen  (worunter  Herr 
Dreydorff  erst  das  Jahr  lö5rt  versteht)  recht  gründlich,  recht  gewissen- 
haft gehasst  hat"  (S.  217),  auch  in  jener  Periode  noch  gerechtfertigt,  wo 
Pascal  seine  Pfeile  nicht  gegen  den  Einzelnen,  sondern  gegen  die  6e- 
sammtheit  richtet.  Ja  dieses  stylistische  Znsammentreflfen  bestärkt  uns 
nur  in  unserer  Ansicht,  dass  die  Briefe  gegen  Pater  Noel  und  gegen  den 
Rector  von  Montferrand  für  A mault  und  seine  Freunde  die  Veran- 
lassung boten  keinen  Anderen  als  Pascal  mit  der  Abfassung  der  Provin- 
zialbriefe zu  betrauen,  für  Pascal  sich  dieser  Aufgabe  zu  unterziehen. 

Vielleicht  hätte  eine  genauere  Berücksichtigung  dieser  wissenschaftlich- 
polemischen  Thätigkeit  Herrn  Dreydorff  auch  noch  besser  über  die 
Schwierigkeit  von  PascaTs  Rückfalle  in  die  Weltlichkeit  hinweggeholfen, 
als  ihm  schon  jetzt  die  Erklärung  dieser  Periode  gelungen  ist.  Pascal 
kommt,  ein  schon  bekannter  Gelehrter,  nach  Paris.  Seine  Berühmtheit  bei 
solcher  Jugend  nöthigt  ihn  gewissermassen  in  mannichfache  Geselbchaft. 
Hatte  seine  Reise  nach  Paris  gleich  theilweise  den  Zweck,  sich  in  gute  first- 
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liehe  Bebandlnng  zn  geben ,  da  er  von  Kind  auf  schwächlich  nnd  leidend 
war,  80  verkehrt  er  doch  mit  der  Welt.  Männer  der  exacten  Wissenschaften, 
aher  auch  des  öffentlichen  Lebens  bilden  seinen  täglichen  Umgang.  Ihr  Ein- 
flnss  mnss  obsiegen,  mnss  die  noch  nicht  in  Saft  nnd  Blut  verwandelte 
religiöse  Neigung  verdrängen  und  weltlichere  Gelüste  an  ihre  Stelle  setzen. 
Inzwischen  starb  der  Vater  am  24.  September  1051.  Ein  Erbschaftshandel  mit 
Jaqueline,  bei  welchem  Pascal  — jetzt  an  ein  wenn  nicht  ausschwei- 
fendes doch  kostspieliges  Leben  gewöhnt  —  nur  die  Möglichkeit  ^^diese 
Lebensweise  noch  für  längere  Zeit  behaupten  zu  können*^  (8. 48),  vor  Augen 
sieht^  entfremdet  ihn  der  Schwester,  welche  durch  ihn,  aber  in  weit  nach- 
haltigerer Weise,  zur  Frömmigkeit  gelangt  war,  welche  jetzt  im  Kloster  zu 
Portroyal  ihren  Beruf  zu  vollenden  Gelegenheit  hat.  Es  bedurfte  eines  wirk- 
lichen Ereignisses,  um  den  so  veränderten  Pascal  den  Jansenisten  wieder 
in  die  Arme  zn  treiben.  Herr  Dreydorff  findet  dasselbe  gewiss  mit  Recht 
nicht  in  der  sogenannten  Brückengeschichte  (S.  61),  von  welcher  man  viel 
zu  viel  Aufsehen  gemacht  hat,  sondern  iu  einer  unglücklichen  Liebe  (S.  56), 
welche  schon  Faug^re  mehr  als  nur  wahrscheinlich  zu  macheu  wusste. 

Liessen  sich  nicht  sichere  Spuren  dieser  Liebe  in  den  von  Faug^re 
beigezogenen  Stellen  der  Gedanken  (^Pensees)  verfolgen,  ein  Nachweis 
etwa  aus  Störungen  der  gewohnten  Thätigkeit  wäre  geradezu  unmöglich. 
So  wie  aber  die  Sache  liegt,  setzt  uns  umgekehrt  jene  Thätigkeit  in  den 
Stand,  das  Datum  der  Katastrophe  genauer  zu  bestimmen.  Bereits  1647  hatte 
Pascal  ein  grosses  Werk  über  den  Luftdruck  und  verwandte  Dinge  ver- 
sprochen. In  seinem  Nachlasse  fanden  sich  zwei  vollendete  kleine  Abhand- 
lungen: Tratte  de  Päguilibre  des  liqueurs  und  Traue  de  la  pesanteur  de  la 
masse  de  tair^  entweder  Vorarbeiten  zu  jenem  Werke,  oder  nach  anderer 
Annahme  als  Ersatz  desselben  in  Folge  der  Unlust  PascaTs  an  breitspuri- 
gen Schriften.  Die  Abfassung  dieser  Abhandlungen  wird  in  das  Jahr  1653 
gesetzt.  Femer  fanden  sich  noch  kurze  Bruchstücke  eines  in  Theile,  Bü- 
eher,  Kapitel  und  Abschnitte  einzuth eilenden  Lehrgebäudes  dieser  Gegen* 
stände.  Wann  wollte  Pascal  ein  solches  verfassen?  Wann  hat  er  die  Ab- 
sicht aufgegeben?  Die  Antwort  auf  diese  Fragen  wird  eine  verschiedene 
sein,  je  nach  der  Bedeutung,  welche  man  den  erwähnten  Abhandlungen 
beilegt ;  auf  das  Datum  dieses  Fragmentes  ist  also  kein  Gewicht  zu  legen. 
Wir  bedürfen  dessen  aber  auch  nicht,  um  dem  Sommer  1654  einen  wissen- 
schaftlichen  Inhalt  zu  geben,  welcher  einen  gleich  erfüllten  vorhergehenden 
Winter  voraussetzt.  Der  20.  Juli,  der  24.  August,  der  27.  October  1654 
sind  nämlich  die  Daten  jener  drei  Briefe  PascaTs  an  Fermat,  in  welchen 
die  Grundlage  zur  Wahrscheinlichkeitsrechnung  gelegt  ist  und  welche 
selbst  das  arithmetische  Dreieck  nicht  nur  als  schon  erfunden ,  sondern  als 
bereits  zu  mannichfachem  Gebrauche  ausgebildet  voraussetzen.  Und  ebenso 
gesichert  ist  das  Datum  von  PascaTs  Sichzurückziehen  zu  den  Tröstungen 
strenger  Frömmigkeit.     „Zu  Ende   des  Mo^^ats  September  1654  erscheint 
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Pascal  gebrochenen  Geistes  und  auch  körperlich  leidender  als  je  zuvor 
bei  seiner  Seh wOAter  Jaqaeline,  nm  ihr  zu  beichten"  (8.63),  and  als 
Tag  der  vollständigen  Bekehrung  giebt  Pascal  selbst  auf  jenem  merk- 
würdigen Papieretreifen ,  den  er  bis  au  sein  Lebensende  in  sein  Oberkleid 
eingenäht  mit  sich  herumtrug,  den  23.  November  desselben  Jahres  an 
(S.  65).  Diese  beiden  Daten  and  die  des  zweiten  und  dritten  Briefes  an 
Format  lösen  vereinigt  die  gestellte  Aufgabe.  Der  Brief  vom  24.  August 
gehört  zu  dem  Klarsten  und  Elegantesten ,  was  die  mathematische  Literatur 
besitzt.  Damals  können  PascaTs  Gedanken  von  keinem  zerstreuenden 
Kammer  beeinträchtigt  gewesen  sein.  In  dem  Beichtstuhl  zeigt  er  sich 
schon  zerrissen  und  zu  Boden  geworfen.  Folglich  trat  die  Katastrophe  je- 
nes Romans,  zu  dem  uns  freilich  sogar  der  Name  der  Heldin  fehlt,  zwischen 
Ende  August  und  Ende  September  1654  ein.  Der  nachher  noch  geschrie- 
bene Brief  vom  27.  October  beeinträchtigt  diese  Vermathnng  keineswegs, 
begründet  dagegen  die  Annahme,  dass  erst  am  23.  November  die  Bekehrung 
Pascal's  vollendet  war.  Joner  Brief  ist  nämlich  eine  einfache  Empfangs 
anzeige  und  höfliche  Ablehnung  weiteren  Verkehrs,  wie  wir  beide  von  einem 
Manne  erwarten  dürfen,  dessen  Kopf  eingenommen  ist  von  unwissenschaft- 
lichen Sorgen.  Aus  demselben  Briefe  ersehen  wir  aber  auch,  dass  Pascal 
den  letztverflossenen  Samstag,  also  leichtnachweislich  den  24.  October  (wir 
wissen  nämlich  dass  der  23.  November  ein  Montag  war),  in  gelehrter  Gesell* 
Schaft  zubrachte.  Damals,  schon  vier  Wochen  nach  dem  Beichtgange  zu 
Jaqueline,  war  P a s c a  1  folglich  noch  nicht  im  Reinen  mit  sich,  aus  den 
gewohnten  Kreisen  endgiltig  auszuscheiden,  wenn  er  auch  schon  die  TLär- 
klinke  in  der  Hand  hielt,  und  erst  an  dem  wiederholt  genannten  Montage 
vollzog  sich  nach  langem  Geisteskampfe,  dessen  Beweis  wir  mit  Herrn 
Dreydorff  in  jenem  amulettartigen  Papier  streifen  finden,  die  völlige  Los- 
s{igung  von  der  Weltlichkeit. 

Pascal  begiebt  sich  am  7.  Januar  1655  auf  das  Land,  wo  er  bald  mit 
den  frommen  jansenistischen  Einsiedlern  um  die  Wette  ascetischen  Uebun- 
gen  und  dem  Lesen  der  heiligen  Schrift  sich  widmet.  Das  Jahr  1655  ist  es 
aber  auch,  in  welchem  der  Streit  zwischen  Jansenisten  und  Jesuiten  aus- 
bricht, ein  Kampf,  der  bei  der  praktisch  entgegengesetzten  Richtung  bei- 
der über  kurz  oder  lang  einmal  entbrennen  musste,  sei  es  nun  über  diesen 
oder  jenen  dogmatischen  Punkt.  Um  so  leichter  fällt  es  uns,  unserem  aus- 
gesprochenen Vorhaben  gemäss  das  Dogmatische  selbst  unberücksichtigt  zu 
lassen  and  nur  zu  wiederholen,  was  wir  schon  behauptet  haben.  Nicht  zu- 
fälligerweise wurde  Pascal  zum  Kämpen  in  diesem  Streite  ausersehen, 
nicht  aas  blosem  Gehorsam  erfüllte  er  das  von  ihm  Verlangte.  Er  war 
durch  seine  Vergangenheit  dazu  bestimmt.  Nicht  als  ob  er  mit  besserem 
Rüstzeuge  gewappnet  gewesen  wäre  als  die  anderen  Freunde,  nicht  als  ob 
er  die  Waffen  der  Theologie  besonders  leicht  oder  gern  gehandhabt  hätte, 
aber  wenn  die  Theologie  ihm  fremd  war,  so  kannte  er  doch  die- Theologen, 
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die  ihm  gegenüberstanden,   es  waren  ihm  altbekannte  Gegner,  es  waren 
Jesuiten ! 

Haben  wir  bisher  unr  Dinge  besprochen,  welche  hauptsächlich  in  dem 
„PascaTs  Leben**  tiberschriebenen  ersten  Buche  des  uns  vorliegenden 
Werkes  (S.  3—109;  enthalten  waren,  so  kann  und  muss  von  diesem  Punkte 
an  unser  Referat  sich  kurz  fassen.  Ein  Anszug  aus  dem  zweiten  Buche 
„PascaTs- Polemik"  (S.  113 — 344)  würde  entweder  zu  einem  grossen  Auf- 
satze anschwellen  oder  gar  zu  dürftig  und  farblos  erscheinen.  Wir  ver- 
weisen weit  lieber  unsere  Leser  auf  den  hier  genannten  Abschnitt  seibat. 
Mit  gleicher  Kürze  gehen  wir  über  das  dritte  und  letzte  Buch  ».PascaTs 
Niederlage'*  (S.  347 — 462)  hinweg.  Nicht  als  ob  dasselbe  einen  Auszug 
nicht  zuliesse  oder  nicht  verdiene,  aber  hier  schwimmen  Biographie  und 
dogmatische  Kritik  so  sehr  in  einander  über,  das  wir  darauf  verzichten, 
uns  den  Vorwurf  des  ürtheils  über  Dinge ,  die  wir  selbst  eben  erst  kennen 
gelernt  haben,  zuzuziehen.  Wir  wollen  nur,  um  unserer  kurzen  Biographie 
PascaTs  eine  Art  von  Abschluss  zu  geben,  die  Daten  einiger  Begeben- 
heiten feststellen.  • 

Die  Provinzi albriefe  erscheinen  vom  23.  Januar  1656  an  bis  zum  24.  Fe- 
bruar 1657.  Zwischen  den  5.  und  6.  Brief  fällt  auf  den  24.  Februar  1656  das 
Wunder  vom  heiligen  Dorn,  welches  Herrn  Dreydor ff  den  Anlass  zu 
einer  vortrefflichen  Abschweifung  über  Wunderglaube  und  Mythenbildung 
(8.  357 — 384,  besonders  S.  361)  gegeben  hat.  Entgegnungen  der  Jesuiten, 
besonders  die  gelungene  Flugschrift  Rabat- Joye  des  Jansenistes  öffnet 
Pascal  die  Augen  über  die  thatsächliche  Situation  (S.  385).  Er  sieht  sich 
im  Eifer  des  Gefechtes  weiter  geführt,  als  es  ihm  lieb  ist,  er  muss  sich 
selbst  gegen  den  Vorwurf  der  Ketzerei  vertheidigen  oder  in  offenen  Bruch 
zur  katholischen  Kirche  treten.  Letzteres  kann  Pascal  nicht  mit  seinem 
Gewissen  vereinigen,  denn  für  ihn  gilt  genaa  dasselbe,  was  wir  bei  anderer 
Gelegenheit  von  Galilei  zu  behaupten  Anlass  nahmen.  Er  kann  unter  Um- 
ständen dem  Papste  gegenübertreten,  aber  ,,er  beklagt,  dass  er  sich  zwi- 
schen Gott  und  dem  Papst  sehe^*  (S.  403) ,  er  bleibt  dabei  guter  Katholik, 
er  will  es  wenigstens  bleiben.  Dieser  innere  Kampf  reibt  den  durch  lange 
Kränklichkeit,  durch  abschwächende  Bussübungen,  durch  angestrengte 
Geistesarbeit  geschwächten  Körper  vollends  auf.  Die  ,, Gedanken**,  welche 
in  dem  Jahre  1658  entstanden  sind ,  zeigen  in  ihrer  aphoristischen  Gestalt 
die  Unmöglichkeit  einer  ununterbrochenen  regelmässigen  Thätigkeit.  Viel 
leicht  dürfen  wir  auch  annehmen,  dass  sich  PascaTs  ein  wenn  auch  un- 
bewusster  Widerwille  gegen  Theologie  und  damit  zusammenhängender 
schriftstellerischer  Thätigkeit  bemächtigt  hatte,  denn  aus  der  Oycloiden- 
untersuchung ,  deren  Datum  durch  das  Preisausschreiben  vom  Juni  1658 
festgestellt  ist,  wie  ans  den  daran  anknüpfenden  Veröffentlichungen  vom 
Januar  1659  strahlt  das  geistige  Bild  des  Verf&d^^^^  ^^  ^^^^^  Helle  hervor. 
Es  ist  derselbe  klare  Gedankengang,  ^^rsQ\b^  Reichthum  der  Ideen,  wie 
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in  den  Arbeiten  der  früheren  Jahre;  nur  der  Charakter  ist  verbittert,  die 
Polemik,  welche  gegen  Torricelli  und  gegen  den  Pater  LaMou^re  ge- 
führt wird,  ist  persönlicher,  als  wir  es  von  Pascal  gewöhnt  sind.  Diese 
Veröffentlichung  ist  die  letzte,  zu  welcher  Pascal  sich  bekannte,  das  vor- 
letzte Schriftstück,  welches  wir  überhaupt  von  ihm  besitzen. 

Einen  Brief  nämlich  hat  er  sicherlich  noch  geschrieben,  an  Styl  und 
Inhalt,  an  Ernst  und  Begeisterung  des  Verfassers  der  Provinzialbriefe  und 
der  Gedanken  gleich  würdig;  aber  er  hat  ihn  nicht  unterschrieben.  Er 
begnügte  sich ,  der  ungenannte  Secretär  zu  bleiben  und  Ehre  wie  Verant- 
wortlichkeit seiner  Schwester  Jaqueline  zu  Überlassen.  Jaqueline,  das 
uugeniessbare  Geschöpf,  wie  wir  sie  mit  Herrn  Dreydorff  (S.  25)  in  ihrer 
Jugend  nennen  müssen ,  hatte  sich  im  Laufe  der  Jahre  zur  Glaubensbeldin 
entwickelt.  Am  8.  Juni  1661  erschien  ein  Formular,  durch  dessen  Unter- 
schrift von  Seiten  aller  Diener  und  Dienerinnen  der  Kirche  der  dogma- 
tische Streit  endgiltig  geschlichtet  werden  sollte.  Geschlichtet!  Das  heisst, 
der  jansenistischen  Partei  war  geradezu  befohlen,  ihre  Meinung  aufzugeben, 
ihre  Führer  zu  verleugnen ,  oder  aber  bei  der  Unterschrift  des  Hilfsmittels 
jesuitischer  Moralisten  des  heimlichen  Rückhaltes  sich  zn  bedienen.  Gegen 
Beides  empörte  sich  PascaTs  Stolz  und  Gewissen.  Ihm  selbst  wurde 
freilich  die  Unterschrift  nicht  abverlangt,  wohl  aber  seiner  Schwester  als 
Nonne,  und  ihr  theilte  er  seine  Ansichten,  seine  Entrüstung  mit.  Jaque- 
line, in  dem  freudigen  Vorgefühle  eines  erwünschten  Märtyrthums,  rich- 
tet den  von  ihrem  Bruder  vorgeschriebenen  Protest  an  eine  der  Nonnen 
von  Portroyal.  Die  Bemühung  war  vergeblich.  Am  22.  Juni  unterzeich- 
neten die  Nonnen  das  Formular  und  auch  Jaqueline  musste  diesen  Act 
der  Untreue  an  sich  selbst  vollziehen.  Ihr  Herz  brach.  Sie  starb  den 
4.  October  desselben  Jahres.  Zehn  Monate  später  folgte  ihr  der  Bruder 
in  das  Grab.     Blaise  Pascal  starb  den  19.  August  1662. 

Unter  vielen  Fragen,  welche  an  die  Ereignisse  von  1061  sich  an- 
knüpfen, ragt  diejenige  hervor,  welche  Herr  Dreydorff  schon  S.  321  auf- 
wirft,  wer  der  consequentere  Vertreter  seiner  Richtung  genannt  zu  werden 
verdient,  der  Verweigerer  der  Unterschrift  oder  der  sie  leistete?  Er  sieht 
sich  veranlasst,  den  Letzteien  als  den  Folgerichtigere»  anzuerkennen:  so 
lange  die  Jansenisten  innerhalb  des  Katholicismus  bleiben  wollten ,  muss- 
ten  sie  sich  schliesslich  unterwerfen.  Doch  fast  Hessen  wir  uns  verleiten, 
hier  den  theologischen  Kern  näher  zu  berühren,  und  das  wollen  wir  ja 
nicht!  Wir  verweisen  also  wiederholt  auf  das  hiermit  besprochene  Buch, 
aas  welchem  wir  selbst  so  Vieles  gelernt  haben ,  zur  Erläuterung  aller  die- 
ser Schwierigkeiten.  Wir  dürfen  vielleicht  andererseits  hoffen ,  dass  unser 
Referat  einiges  Material  zur  Lösung  anderer  Schwierigkeiten  enthalte, 
welche  nach  unserer  Meinung  wenigstens  bisher  nicht  genügend  überwun- 
den worden  sind.  Cantor, 
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Studien  ttber  höhere  Geodäsie  von  Dr.  C.  Eremiker.   Berlin  1809.    Weid. 

mann^sche  Buchhandlung,    gr.  8. 

Schon  im  Jahre  1856  hat  sich  der  Herr  Verfasser  in  einer  in  den  Astro- 
nomischen Nachrichten  8.  1022  abgedruckten  Abhandlung  damit  beschAf- 
tigt,  diejenigen  Aufgaben  der  Geodäsie,  welche  man  nach  dem  Vorgange 
von  Legendre  und  Anderen  mittelst  sphäroidischer  Trigonometrie  zu 
lösen  gewöhnt  ist,  in  möglichst  elementarer  Weise  mit  Umgehung  der  die- 
sen Problemen  von  Haus  aus  fremden  geodätischen  Linie  zu  lösen.  In- 
zwischen ist  es  ihm  gelungen,  den  Relationen  für  den  üebergang  von  einer 
astronomisch  bestimmten  Station  eines  geodätischen  Dreiecksnetzes  zu 
einer  anderen  beliebig  weit  entfernten  eine  grössere  Durchbildung  zu  ge- 
ben, und  wir  finden  sie  in  vorliegender  Schrift  völlig  streng  in  geschlosse- 
ner und  zur  Rechnung  geeigneter  Form  aufgestellt  und  durch  Beispiele  er- 
läutert. Wir  können  uns  der  Ansicht  des  Herrn  Verfassers,  dem  oft  be- 
handelten Problem  eine  für  die  Praxis  erwünschte  durchsichtige  und  be- 
queme Lösung  gegeben  zu  haben,  vollständig  und  um  so  mehr  anschliessen, 
als  derselbe-  seine  grosse  Einsicht  in  die  Anfordernngen  der  rechnenden 
Astronomie  and  Geodäsie  anderweit  genugsam  bethätigt  hat  Konnten  wir 
,uns  auch  nicht  allenthalben  mit  den  gegebenen  Auseinandersetzungen  ein- 
verstanden erklären,  so  betraf  dies  doch  immer  nur  mehr  die  Hauptaufgabe 
der  Studien  des  Herrn  Verfassers  nicht  wesentlich  angehende  Punkte. 

In  der  Einleitung  wird  insbesondere  nachzuweisen  versucht,  dass  die 
geodätische  Linie  nicht  nothwendig  in  die  Geodäsie^ehöre  und  ihr  Name 
auch  viel  richtiger  der  als  Feldlinie  benannten  und  den  geodätischen  Mes- 
sungen mehr  entsprechenden  Curve  gebühre.  Diese  letztere ,  auf  welche 
(ohne  jedoch  einen  Namen  einzuführen)  bereits  1867  Herr  von  Andrae 
im  ersten  Bande  der  dänischen  Gradmessung  aufmerksam  gemacht  hat,  ist 
charakterisirt  durch  die  Eigenschaft ,  dass  in  jedem  ihrer  Punkte  die  die 
Qurve  tangirende  Normalebene  der  kruipmen  Fläche  auch  die  beiden  End-  \^  ^ 
punkte  der  Curve  enthält.  Der  Herr  Verfasser  weist  auch  noch  auf  andere 
als  Hilfslinien  auf  dem  Sphäroid  verwendbare  Curven  hin,  untersucht  in- 
dessen nur  die  Feldlinie  und  die  beiden  sie  einhüllenden  Verticalschnitte 
in  einem  letzten  Abschnitte  des  Werkchens  etwas  eingehender.  Diese  drei 
Curven  sollen  vor  allen  anderen  den  geodätischen  Messungen  entsprechen 
und  hinsichtlich  der  Winkelmessungen  müssen  wir  dem  beistimmen.  Dass 
das  Abstecken  einer  sogenannten  Geraden  auf  einer  krummen  Fläche  aber 
auch  in  einer  geodätischen  Linie  erfolgen  kann,  geht  aus  deren  Eigen- 
thümlichkeit  hervor,  wonach  jedes  Linienelement  als  die  Projection  der 
Verlängerung  eines  der  beiden  benachbarten  auf  die  krumme  Fläche  auf- 
gefasst  werden  kann.  Bedenken  wir  ferner,  dass  die  geodätische  Linie 
zwischen  zwei  Punkten  auch  für  irgend  zwei  andere  ihrer  Punkte  geodä- 
tische Linie  ist,   die  Feldlinie  eine  entsprechende  elegante  Eigenschaft 
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nicht  hat,  und  erwägen  wir  noch,  dass  zur  Theorie  der  geodätischen  Linie 
nur  die  Kenntniss  der  Coefficienten  des  Linienelementes  erforderlich  ist 
(was  von  Herrn  Weingarten  in  den  Astronomischen  Nachrichten  1733  und 
1782  anfs  Nene  in  Erinnerung  gebracht,  aber  zuerst  von  Gauss  hervor- 
gehoben wurde)«  so  möchten  wir  der  geodätischen  Linie  und  nicht  der 
Feldlinie  den  Vorrang  einräumen. 

« 

Die  successive  Berechnung  der  Längen  und  Breiten ,  wie  der  Azimute 
der  Stationen  eines  beobachteten  trigonometrischen  Netzes  bedarf  indessen 
der  Hinzunahme  einer  Hilfslinie  auf  der  krummen  Fläche  gar  nicht;  die 
gegebenen  Formeln  beweisen,  dass  die  Reduction  auf  das  Sehnendreieck 
und  die  weitere  Rechnung  mit  den  Sehnen  ganz  vortheilhaft  ist;  doch  wird 
vorgeschlagen,  erstere  im  Falle  beobachteter  Dreiecke  durch  die  Reduc- 
tion der  die  Punkte  verbindenden  Curven  auf  die  zugehörende  Sehne  za 
ersetzen,  welcher  nun  freilich  wieder  zur  Ermittelung  der  Curvenlängen 
eine  Rechnung  auf  dem  Sphäroide  vorausgehen  muss,  die  sich  jedoch  für 
so  kleine  Dreiecke  bekanntlich  ganz  bequem  anstellen  lässt  und  wobei  die 
Frage,  ob  als  Curve  geodätische  Linie,  Feldlinie  oder  Verticalschnitt  zn 
wählen  sei,  wegen  der  hier  nur  unmerklichen  Längenverschiedenheit  der 
genannten  bedeutungslos  wird.  Die  Genauigkeit  der  Formeln  ist  schon  für 
siebenstellige  Logarithmen  so  gross,  dass  die  berechneten  Unterschiede 
der  astronomischen  Coordinaten  von  der  Schärfe  der  geodätischen  Messung 
nichts  verloren  gehen  lassen.  Die  von  Punkt  zu  Punkt  fortschreitende 
Rechnung  führt  auch  zu  den  entfernten  Punkten  des  Netzes,  ohne  dass 
man  nöthig  hätte,  die«e  mit  dem  Anfangspunkte  direct  zu  verbinden.  Dies 
würde  nur  Sinn  haben,  wenn  von  zahlreichen  Uebergangspunkten  keiner 
astronomisch  bestimmt  worden  wäre.  Die  Angabe  der  auf  dem  Sphäroid 
gemessenen  und  bekanntlich  von  dessen  Dimensionen  ziemlich  unabhängi- 
gen kürzesten  EntPeinung  der  beiden  astronomisch  bestimmten  Stationen 
böte  dann  allerdings  den  Vortheil,  in  gedrängter  Weise  die  Messungsresnl- 
tate  zusammen  zn  fassen.  Nehmen  wir  nun  mit  dem  Verfasser  aber  zahl- 
reiche astronomische  Stationen  an ,  so  erhalten  wir  durch  Vergleichung  der 
Messungen  und  Rechnungen  Gleichungen  zur  Ermittelung  einer  möglichst 
anschliessenden  mittleren  Erdoberfläche,  etwa  eines  oscillirenden  Sphä- 
roides.  Das  hierbei  einzuschlagende  Ausgleichungsverfahren  wird  durch 
allgemeine  Gleichungen  erläutert. 

Hierbei  kommt  der  Herr  Verfasser  auch  auf  die  Definition  einer  Me- 
ridianebene  und  auf  die  Lothstörnngen  zn  sprechen.  Diese  sind  die  Ab- 
weichungen der  wahren  Lothrichtung  von  der  Lothrichtung  der  mittleren 
angeschmiegten  Oberfiäche.  Sie  äussern  sich  als  Störung  in  Breite  und 
Länge,  und  wie  uns  eine  leichte  Rechnung  zeigte,  auch  Astrouomische 
Nachrichten  1245  von  General  T.F.Schubert  angegeben  worden  ist, 
nicht  minder  in  Azimut,   wofür  sie  dem  Product  aus  Längenstörnng  und 
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Sinns  der  geographischen  Breite  gleich  wird*.  Nach  Herrn  Dr.  Bremi- 
ker*8  nicht  weiter  durch  Rechnung  begründeter  Meinung  ist  der  Einflnss 
der  Lüthstörung  auf  Azimut  aber  genau  fo  zu  vernachlässigen,  wie  der- 
jenige auf  die  Horizontalwinkel,  und  er  motivirt  dies  durch  den  Satz,  dass 
.gestörte  und  nngestörte  Meridianebene  sich  im  Pole  schneiden  (S.  8),  an 
welchem  auch  wir  nichts  auszusetzen  haben,  dem  der  Herr  Verfasser  indess 
S.  23  selbst  nicht  treu  bleibt,  indem  er  dort  die  ungestörte  Meridianebene 
allgemein  durch  Normale  und  einen  nicht  näher  fixirten  Coordinätenanfang 
legt,  welches  letztere  Verfahren  durchaus  nicht  gebilligt  werden  kann. 

Ungestört  bleiben  ausser  den  Horizontalwinkeln  nur  alle  Winkel  zwi^ 
sehen  der  Polrichtung  und  beliebigen  Objecten,  woraus  freilich  die  Geo- 
däsie keinen  Nutzen  zu  ziehen  vermag,  da  hier  die  Normale  eben  ganz 
ausser  Betracht  bleibt.  Geometrische  Nivellements  ferner  geben  immer 
den  wahren  Höhenunterschied  (enthalten  also  die  ganze  Störung),  wenn 
nur  die  Distanzen  angemessen  klein  genommen  werden.  Nimmt  man  sie 
aber  grösser  als  einige  Hundert  Meter,  so  würde  man  schon  einen  kleinen 
Einfluss  einer  rein  ellipsoidischen  Gestalt  der  Erde  verspüren  können.  Die 
über  grössere  Entfernungen  bewirkten  trigonometrischen  Nivellements  ent- 
halten die  Lothstörungen  in  anderer  Form  als  die  geometrischen,  und  bei 
genauerer  Kenntniss  der  Strahlenbrechung  würden  aus  der  Verbindung 
geometrischer  und  gegenseitiger  trigonometrischer  Nivellements  eben* 
falls  Gleichungen  für  die  Lothstörung  resultiren,  die  jedoch  ausser  der 
Entfernung  der  Stationen  auch  noch  die  Erhebung  der  wahren  (gestörten) 
Oberfläche  über  die  mittlere  enthalten  werden  und  zur  Berechnung  der- 
selben bei  bekannten  Lothstörungen  dienen  könnten.  Wenn  also  S.  7  ge- 
sagt wird ,  dass  ein  auf  verschiedenen  Wegen  in  sich  zurückkehrendes  tri- 
gonometrisches Nivellement  nicht  nothwendig  Null  als  Höhenunterschied 
ergeben  müsse,  so  unterliegt  dies  keinem  Zweifel,  ohne  dass  man  deshalb 
Discontinuitäten,  wie  der  Herr  Verfasser,  vorauszusetzen  braucht. 

Die  Formeln  für  Breiten-,  Längen-  und  Azimutalunterschiede,  zuerst 
lallgemein  aufgestellt,  werden  mit  Rücksicht  auf  BesseTs  Erdsphäroid  spe- 
cialisirt  und  dazu  drei  Hilfstafeln  beigegeben,  die  jedem  Rechner  will- 
kommen sein  werden.  Die  erste  Tafel  gewährt  in  einfacher  Weise  die 
schärfste  Berechnung  des  Unterschieds  von  geographischer  und  reducirter 
Breite;  die  zweite  giebt  die  Krümmungsradien  in  verschiedenen  Azimuten 
unter  verschiedenen  Breiten  und  erleicl^tert  die  Berechnung  der  zur  Re^uc- 
tion  auf  das  Sehnendreieck  noth wendigen  Depressionen  der  Sehnen  unter 
den  Ortshorizont.  Die  dritte  Tafel  endlich  dient  zur  Reduction  von  Bogen 
auf  Sehne. 

Für  kürzere  Entfernungen  scheint  es  uns  etwas  genauer  zu  sein,  als 


*    In  recht  klarer  Weise  behandelt  diesen  Gegenstand  das  1858  ersch* 
Werk:  „Ordnance  Sumey^^  von  Oberstlieutenant  H^  James,  pag.  600  seo 
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wie  es  6.  40  entwickelt  ist,  besser  beide  Depressionswinkel  einer  Seboe 
gleich  gross  anzunehmen,  indem  man  sie  mit  dem  arithmetischen  Mittel  der 
änssersten  Krümmungen  berechnet  nnd  nicht  diese  einzeln  znr  Bestimmnng 
der  respectiven  Depressionen  zn  benutzen.  Dafür  sprechen  auch  schon  die 
Beispiele  S.  56—58. 

Noch  könnte  man  erinnern,  dass  in  dem  grösseren  Beispiele  immer 
Ton  einem  Dreiecke  und  S.  43  seq.  auch  vom  sphärischen  Excess  eines  sol- 
chen die  Rede  ist,  ohne  dass  man  recht  weiss,  wo  ein  solches  zu  suchen  ist. 
Die  aus  den  sechs  Verticalschnitten  gebildete  dreieckige  Figur  ist  kein 
Dreieck  im  gewöhnlichen  Sinne  und  hat  noch  viel  weniger  einen  sphAri- 
sehen  Excess. 

Am  Ende  der  Abhandlung  stellt  der  Herr  Verfasser  in  Aussicht,  die 
zum  Abschlüsse  des  Ganzen  fehlenden  Diiferentialformeln  vielleicht,  wenn 
es  seine  Berufsgeschttfte  gestatten  würden,  nachzuliefern  und  wir  wünschen 
im  Interesse  der  Sache ,  dass  dieser  Zeitpunkt  recht  bald  eintreten  möge, 
um  damit  den  Schritt  zu  einer  wesentlichen  Bereicherung  der  praktischen 
Geodäsie  vollendet  zu  sehen. 

Sternwarte  Hamburg,  im  Januar  1870. 

F.  R.  Helme RT. 
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17.  lieber    einige  Integrale,    welche    die   BessePschen    Functionen    J.      enihalten. 

H.  We  b  e  r.     Grelle  LXIX ,  222. 
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55.  Sur  la  double  gineration  de  Cepicycloides  planes,     Fourei,     N,  ann.  math,  XXVIlIy 

1&2. 
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Cantor.     Zeitschr.  Math.  Phjs.  XIV,  152. 

Funetioii. 

59.  Zur  Theorie  der  symmetrischen  Funetionen.     Hertens.     Grelle  LXIX,  289. 
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70.  Rapport  faxt  ä  Vacad6mie  royale  des  sciences  des  Pays-ßas  relalivement  aux  lettres 
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Recensionen. 

Die  partiellen  Differentialgleichungen  and  deren  Anwendung  anf  phytika- 
llBChe  Fragen.  Vorlesungen  von  B.  Kiehann.  Für  den  Drnck 
bearbeitet  und  herausgegeben  von  K.  Hattendorff.  Braun- 
Bchweig,  Fr.  Vi e weg  &  Sohn. 

Riemann  hat  als  Lehrer  der  Oöttinger  Hochschule  vorzüglich  über 
folgende  Gegenstände  gelesen : 

1.  über  A  b  e  P  sehe  Functionen ; 

2.  über  partielle    Differentialgleichungen   und   deren  Anwendung 
auf  Physik , 

und 

3.  über  die  mathematiscbe  Theorie  der  Schwere,  des  Magnetismus 
und  der  Elektricität.* 

Da  Riemann  selbst  nur  Weniges  von  seinen  mathematiscben  Unter- 
suchungen veröffentlichte,  so  traten  bei  dessen  Lebzeiten  schon  ein  Paar 
von  seinen  Schülern,  Prym  und  Roch,  nachdem  ihnen  die  Erlaubniss  des 
Meisters  bereitwilligst  ertheilt,  mit  Arbeiten  des  Lehrers  über  den  ersten 
Gegenstand  hervor.  —  Auch  schon  zwei  Jahre  vor  Riemann 's  zu  frühem 
Tode  veröffentlichte  Du  rege,  gestützt  auf  Riemann's  Arbeiten,  „die 
Elemente  der  Theorie  der  Functionen  einer  complexen  veränderlichen 
Grösse".  Die  beiden  folgenden  Jahre  1865  und  1866  haben  uns  noch  Arbei. 
ten  über  Abel' sehe  Functionen  gebracht.  Ich  erinnere  an  Neumann's  Ar- 
beiten und  an  die  von  Clebsch  und  Gordan.  Auch  diese  Arbeiten  ver- 
danken zum  Theil  fast  ganz,  zum  Theil  weniger  den  Untersuchungen  Rie- 
mann's  ihre  Entstehung. 

Da  Riemann' 8  Arbeiten  auf  dem  ersten  Gebiete  geradezu  epoche- 
machend gewesen  sind,  so  lässt  sich  wohl  mit  Recht  erwarten,  dass  das  ma- 
thematische Publikum  begierig  sein  wird,  Riemann 's  Vorlesungen  über 
den  zweiten  und  dritten  Gegenstand  kennen  zu  lernen.  Herr  Hatten- 
dorff, ein  Schüler  Riemann 's,  hat  neuerdings,  mit  Erlaubniss  der  Frau 
Professor  Riemann,  die  nachgelassenen  P^niete  des  grossen  Mathema- 
tikers  benutzend,   die  Vorlesungen  über  ^»^.'el^®  Differentialgleichungen 

♦  Wie  ich  höre,  werden  nächstens  auch  ^^  ^^'ft^otleauDgenübeT  diesen 

dritten  Gegenstand  von  einem  seiner  Schüler  v  ^  ^<^     C^^'^  vieTÄen. 
tiUmurzt^.  d.  Zeitschr.  r.  Math.  a.  Phy^.  XV,  3.  ^W^^  ^ 
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berausgegeben.  Ich  habe  mir  nur  zur  Aufgabe  gesetzt,  dem  goehrten  Leser 
dieser  Zeitschrift  kurz  vorzuführen,  was  Herr  Hattendorff  id  seinem 
Bache  bietet,  und  ausserdem  habe  ich  einerseits  zu  zeigen  unternommeo, 
ob  derselbe  wiedergiebt,  was  Riemann  in  den  letzten  Jahren  seinen  Zu- 
hörern  vorgeführt  hat,  und  andererseits,  wie  der  Herr  Herausgeber  sich 
dieser  Aufgabe  entledigt. 

Zur  Orientirung  des  geehrten  Lesers  halte  ich  es  für  noth wendig,  den 
grössten  Theil  der  Vorrede  des  Herrn  Herausgebers  wörtlich  wiederzu- 
geben.  Die  Vorrede  lalltet : 

„Die  Vorlesungen  Über  partielle  Differentialgleichungen,  welche  ich 
hiermit  der  Oeffentlichkeit  übergebe,  sind  von  Riemann  während  sei- 
ner akademischen  Thätigkeit  in  Oöttingen  gehalten ,  und  zwar  im  Winter 
1854/55,  im  Winter  1860/61  und  im  Sommer  1862.  Ueber  den  grössten 
Theil  derselben  findet  sich  neben  einer  Reihe  kürzerer  Notizen  eine  zu- 
sammenhängende Ausarbeitung  von  Riemann's  eigener  Hand  vor. 
Dieselbe  ist  allerdings  in  der  Form;  in  welcher  sie  vorliegt,  nicht  znr 
Veröffentlichung  bestimmt  gewesen.  Man  hat  sie  vielmehr  als  sorgfältige 
Vorbereitung  für  den  mündlichen  Vortrag  anzusehen.  Darnach  würde 
man  durchaus  gegen  Riemann's  Absicht  gehandelt  haben,  wenn  man 
seine  Ausarbeitung  wörtlich  hätte  zum  Abdruck  bringen  wollen.  Doch 
ist  dieselbe  für  die  Herausgabe  von  grosser  Wichtigkeit,  insofern  d^  Ge- 
dankengang und  die  Entwickelung  der  Formeln  fast  durchweg  beihehal* 
ten  werden  konnte  und  musste.  Dass  ich  bei  der  Redaction  mir  freie 
Hand  gehalten  habe,  rechne  ich  mir  nicht  als  besonderes  Verdienst  an; 
aber  ich  muss  es  erwähnen,  weil  in  dieser  Beziehung  ich  allein  die  Ver- 
antwortung zu  tragen  habe.  Die  Einleitung  ist  wörtlich  abgedruckt.  Sie 
trägt  im  Manuscripte  die  Bezeichnung:  Michaelis  1854.  Die  zusammen- 
hängende Bearbeitung  enthält  von  dieser  Einleitung  nur  den  ersten  Satz 
und  fängt  dann  sofort  mit  den  bestimmten  Integralen  (§  2)  an. 

„Ausser  Riemann^s  eigenem  Manuscripte  habe  ich  die  in  der  Win- 
tervorlesung 1860/61  von  mir  gemachten  Aufzeichnungen  und  das  darnach 
ausgearbeitete  Heft  zu  Orunde  gelegt.  Diese  enthalten ,  was  Gedanken- 
gang und  Formeln  betrifft,  dasselbe,  wie  das  Manuscript;  sie  gehen  aber 
an  verschiedenen  Stellen  über  den  Inhalt  des  letzteren  hinaus.  So  sind 
die  §§  36  bis  40  etwas  ausführlicher  behandelt,  als  in  Riemann's  Hand- 
schrift. Die  §§  71  bis  73,  79  bis  97,  101 ,  107  bis  113  sind  in  der  Winter- 
vorlesung 186C/61  neu  hinzugekommen.  Am  Schlüsse  des  Semesters  bat 
Riemann  auch  noch  die  Bewegung  eines  Ringes  in  einer  unendlichen 
Flüssigkeit,  analog  der  Dirichle tischen  Aufgabe  von  der  Kugel,  be- 
handelt. Er  hat  sich  jedoch  darauf  beschränkt,  in  die  partielle  Diffe- 
rentialgleichung Ringcoordinaten  einzuführen  und  für  die  Lösung  den 
Weg  im  Grossen  vorzuschreiben.    Bei  der  Durchführung  der  Rechnung 
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bleibt  mir  nocb  ein  Punkt  anfznklären,  und  ich  möchte  deshalb  das  Pro- 
blem für  eine  besondere  Bearbeitung  vorbehalten/* 

In  der  Einleitung  sind  einige  geschichtliehe  Data  über  mathematische 
Physik  gegeben  und  darauf  wird  auf  den  grossen  Werth  hingewiesen,  den 
die  partiellen  Differentialgleichungen  für  diese  Wissenschaft  haben. 

£s  folgt  alsdann  der  erste  Abschnitt  mit  derUeberschrift:  f,Bestimmte 
Iptegrale**.  Nachdem  der  Begriff  der  Stetigkeit  einer  Function  festgestellt, 
wird  erläutert,  was  ein  einfaches,  bestimmtes  Integral  ist.  Dann  werden  die 
Eigenschaften  des  bestimmten  Integrals  besprochen  und  es  wird  festgesetzt, 
was  man  unter  einem  bestimmten  Integrale  zu  verstehen  hat,  wenn  die 
Function  upter  dem  Integralzeichen  für  einen  Werth  der  Variabein,  der 
zwischen  den  Grenzen  des  Integrals  liegt,  unendlich  wird.  Und  nan  wird 
zuletzt  noch  der  Fall  erledigt,  wenn  die  Grenzen  unendlich  werden. 

Dann  folgt  das  bestimmte  Doppelintegral ,  die  Herleitung  des  Werthes 
des  bestimmten  Integrals  aus  dem  des  unbestimmten ,  und  ferner  die  Be- 
nutzung des  Doppel  Integrals,  um  den  Werth  eines  bestimmten,  einfachen 
Integrals  zu  ermitteln,  wenn  man  den  des  unbestimmten  nicht  finden  kann, 
^eispiel: 


u 

Dann  werden  noch  einige  andere  bestimmte  Integrale  behandelt,    die  für 
die  späteren  Untersuchungen  von  Wichtigkeit  sind.    Dahin  gehören : 

e^^* cosbxdx    und       /  e^^* sinhxdx^ 


/ 


0 

«  go 


/sin  ßy  ,  _       t    $iny 

—f-^y      'ind      I    —^cosyydy, 

0  U 

OD  X 

/x  sinbx  +  k  cosbx    ,  -,      l  t  , 

— ¥+1^ —  ^"^  ""V  '" 

ü  u 


und 


^— ff*'  cos  ßx  fj 


Nachdem  der  Werth  des  letzten  Integv» 


-•/f 


e 


abgeleitet,  sagt  der  Herausgeber:  „Dq^       ^  .^    ^    Wtv,     A^ 


^\s^'Ä'^'ik- 
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schrftnkuDg ;   aber  y  JL   ist  posidv  zn  nehmen/*     Ebenso  schreibt  der  Be- 
arbeiter  früher,  nachdem  derselbe  die  Gleichnng  gefanden 


X 


J\-''^dx=\   j/^: 


0 

„Hier  ist  die  Quadratwurzel  mit  positivem  Zeichen  zn  nehmen/*    Der  Leh- 
rer dagegen  hat  die  Bemerkung  gemacht: 

„Die  Oleichnngen    sind    nnr   so   lange   giltig,    als  cc  eine 
reelle,  positive  Orösse  ist/* 

Dass  die  Quadratwurzel  mit  positivem  Zeichen  zu  nehmen,   ist  schon 
früher,  bei  der  Gleichung 


/  e-^dx=:\Y^^ 


0 
aus  welcher  die  vorige  abgeleitet,  ausdrücklich  bemerkt  worden. 

Der  zweite  Abschnitt  handelt  von  den  unendlichen  Beihen.  Zuerst 
wird  definirt,  wann  eine  unendliche  Reihe  convergent  genannt  wird.  Dana 
werden  die  convergenten  Beihen  in  zwei  Classen  getheilt,  in  Beihen,  die 
nur  positive  Glieder  enthalten,  und  in  solche,  die  aus  positiven  und  nega- 
tiven bestehen. 

Darauf  folgt  die  Untersuchung  der  Reihe 

a,  sin  x-^-  a^sin'iX'\-  a^sinZx-^-  .,.^=^f  {x) , 
nachdem  auf  die  Geschichte  dieser  Reihe  aufmerksam  gemacht  ist.     Zu- 
nächst  wird    die    Summe   der   w  — l**"  Glieder  dieser   obigen  Reihe  her- 
geleitet und  darauf  der  Grenzwerth  dieser  Summe  bestimmt  für  den  Fall, 
dass  n  =  00  und  unter  der  Bedingung ,  dass 

0  <  a:  <  ^. 

Der  Herausgeber  leitet  hierauf  aus  der  Sinus-  die  Cosinusreihe  ab, 

indem  derselbe  in  der  obigen  Gleichung  statt  /"(.t) 

2f(x)sinx 

schreibt.   Dadurch  geht  der  Werth  von  am  über  in 

n 


2    r 

ö„  =^  ~~    I    2  /■(«)  .  sina  ,  sin  ma  .da. 


0 
Der  Bearbeiter  führt  nun  eine  Grösse  durch  die  Gleichung  ein 


bk^lfm 


t)  cos  ha.  da 

Ö 
und  gewinnt  die  Beziehung 
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r^rs^  V  ■<^'^r\^' « 


Mit  Hilfe  dieser  Beziehuog  wird  alsdann  die  Gleichung  gewonnen 

/*(a;)  =  1^  60+  ^1  cosx  +  ^f  CO*  2  a:  +  •  •  •  +  ^Ä»  cos  m  a;  +•  •  • 
Die^e  Cosinusreihe  wird  nun  auf  das  Beispiel 

f(ix)  =  x 
angewandt   und  es  wird  dabei  erwähnt,   dass  diese  Gleichung  auch  dann 
noch  giltig  ist,  wenn 

x  =  0  und  wenn  x  =  n. 

Früher  ibt  von  dem  Herrn  Bearbeiter  bemerkt: 

,, Vorläufig  notiren  wir  also  als  Giltigkeitsintervall  der  (Cosinus-)  Reihe 

n  >  a:  >  0/* 
Hier  muss  ich  bemerken,  dass  Eiern  ann  den  vom  Herrn  Herausgeber  ver- 
folgten Weg  nicht  eingeschlagen  hat.   Kiomann  nahm  an,  dass  /(ar)  eine 
periodische  Function  sei ,  deren  Wefth  sich  nicht  ändere ,  wenn  x  sich  um 
ganze  Vielfache  von  271;  ändere.    Rieraann  setzte  alsdann  die  Form 

«1  sin  X  '\'a^  sin  2  X '{•,,.'{'  Ofn  sin  mx-^- ,..    \  ,_,  fr  \ 
c  + ^1  ^ö5x  + ^«<^os  2a:  +  --  + ^m^osm  a:  +  ...   ( 
die  Geschichte  dieser  Reihe  erwähnend,  voraus.    Nachdem  die  Werthe  von 
öf*»,  6»  ii°<i  <^  bestimmt  waren,  wurde  darauf  hingewiesen,  dass  unter  gewis- 
sen Bedingungen   eine  Function  sich  allein  durch  eine  Sinus-  oder  auch 
durch  eine  Cosiuusreihe  darstellen  lasse. 

Ich  glaube,  es  wäre  wohl  am  Platze  gewesen,  wenn  Herr  Hatten- 
dorff  in  der  Vorrede  auseinandergesetzt  hätte,  welcher  durchaus  triftige 
Grund  ihn  bewogen,  von  dem  Gange,  den  der  Lehrer  beim  Vortrage  ein- 
geschlagen, hier  abzuweichen. 

Bevor  die  Summation  der  Fourier 'sehen  Reihe  vorgenommen,  wird 
nun  bewiesen,  dass 

b 


"5         /«»if-^-T««) 


0 
und 


c 

Auf  einen  Theil  des  Beweises,  den  Schluss  desselben,  muss  icli  den 
geehrten  Leser  besonders  aufmerksam  mac\^ßti.  Dieser  Fall  ist  der,  wenn 
fi^ß)  unendlich  wird  für  einen  Werth  voi|^  q  Jlw  zmaclien  c  und  b  liegt. 
Der  Herausgeber  sagt  auf  Seite  74  üqq.  ^i*    »  .  v^-. 

„Endlich    ist   noch  der  Fall  zu     ,^Vi^^    -^ftVAÄ^^^i   ^a^w  ^^^  ^"^^^^ 
Werth  c,  der  Variabein,  der  zwische^^    ^6**^^  b*^^^^^^  ^^^  EunetiouBweTtVi 
f(c^)=:O0  wird,   während  er  für  beU     ^    ^^     ^^^  t^u  c,  fteVegene  Wetihe 
von  i?  endlich  bleibt.   Dann  hat  man  ^X^     ,  ^    ^OJv^w,^>i^^ftl^^«S^»^ 
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'y^^^^     \'N/-^/%/. 


c 

ß 


nß)dß=>F{ß)   für    c.^ß^e 

ß' 
und  das  Integral 

ß 

^  'mdß=^F,(ß)  für  b>ß^c, 

einen  bestimmten  endlichen  Werth  besitzt,  der  für  /3  =  C| 
zu  Null  wird.  Ist  dies  der  Fall,  so  bleibt  der  Satz  giltig,  denn  es  ist 
b  c^  —  8  c, 


j 


f'^^'^  =/^<«^/  ^f+fr<f>%''0 


c,-a 


^frm-^Aß.f+frm^,,. 


1  «*!  +  « 


Auf  das  erste  und  letzte  Integral  der  rechten  Seite  ist  der  Satz  [Gleichang 
47)  d.  R.]  ohne  Weiteres  anwendbar,  selbst  wenn  man  die  positiven  Grössen  ö 
und  s  unendlich  nahe  an  0  bringt.  Was  das  zweite  Integral  auf  der  rechten 

Seite  betrifft,  so  ist  zu  beachten,  dass  C|  — iundC|  beide  zwischen  0  änd  — 

2 

liegen.    Für  Werthe  von  /?,  die  zwischen  C|— J  und  c^  gewählt  werden, 

ist  also  der  Quotient 

sin  k  ß 

sinß 

durchaus  endlich  und  stetig.  Sein  grösster  Werth  sei  AT,  sein  kleinster  m. 
Wir  können  c^ — ö  und  t*|  so  nahe  an  einander  nehmen ,  dass  zwischen 
ihnen  f{ß)  keine  Zeichenänderung  erleidet.  Folglich  ist  nach  §  6  der 
Werth  des  Integrals 

c  — d 
zwischen  den  Grenzwerthen 


iujf(ß)dß    und    mjf(ß)dß 


C|  —  8  c^—8 

enthalten,  d.  h.  zwischen 

M.  F(Ci  —  8)   und  m .  F((?,  —  i). 

„Lassen  wir  nun  8  unendlich  abnehmen  und  beachten ,   dass  nach 
der  VoranssetKimg 

/im/'Cci  — a)  =  o 
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ist,  so  sehen  wir,  dass  auch 


/i^y/.(^)f^rf^^o. 


c— d 


sinß 


Darch  ganz  dieselben  Schlüsse  findet  sich  aber 


sinß 


Ci 


und  folglich  ist  auch  in  diesem  Falle 

c 

„Dieselbe  Betrachtung  wiederholt  sich ,  wenn  eine  Ünstetigkeit  der 
eben  beschriebenen  Art  an  einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen  vorhan- 
den ist. 

„Der  Satz  47)  gilt  jetzt  also  unter  folgenden  Bedingungen:    Es  ist 

0  <I  c  <f  6  ^  — .     Zwischen  den  Grenzen  c  und  b  darf  die  Function  nur 

2 

an  einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen  Mazima  und  Minima  haben  oder 

endliche  Sprünge  erleiden.  Wird  sie  innerhalb  der  Grenzen  an  einzelnen 

Stellen  unendlich,  so  darf  dies  nur  in  der  Weise  geschehen,  dass  das 

Integral 

einen  bestimmten  endliehen  Werth  besitzt,  wenn  es  von  der 
Unstetigkeitsstelle' aus  einerseits  bis  zu  voraufgehenden, 
andererseits  bis  zu  nachfolgenden  Werthen  von /}  erstreckt 
wird. 

„Genügt  die  Function  f(ß)  denselben  Bedingungen  zwischen  den 
Grenzen  0  und  b,  so  gilt  der  Satz  46).  Denn  wir  nehmen  dann  0  kleiner, 
als  die  Abscisse  der  zunächst  bei  0  gelegenen  Stelle,  in  welcher  ein 
Maximum  oder  ein  Minimum  oder  eine  Ünstetigkeit  stattfindet.  Zerlegen 
wir  nun  das  Integral ,  das  von  0  bis  b  erstreckt  werden  soll,  in  eins  von  0 
bis  c  und  ein  zweites  von  c  bis  6 ,  so  gih  von  dem  ersten  der  Satz  46)  und 
von  dem  zweiten  der  Satz  47).   Und  daher  ist  auch  in  diesem  Falle 

b 

0 
„Wenn  die  Function  auch  auf  d^^  fteV)'^^^  ^®^  negativen  Abscissen 
ausgedehnt  ist,  so  kann  es  sein,  dasa  ^3^^^^^  P~^  ^^^  Sprung  statt- 

findet.   Wir  haben  dann  zu  untera<^\^e<       f  QV^^  ^^^  fC— ^)i  d«  ^- 
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die  erste  Ordinate  auf  der  positiven  Seite  und  die  erste  Ordinate  auf  der 
negativen  Seite.    In  der  Gleicliang  46)  ist  za  nehmen  /*(+0)." 

Ich  glaube,  an  dieser  Stelle  bedarf  es  keines  Wortes  von  meiner  Seite* 
Der  folgende,  von  Biemann  gegebene  Beweis  wird  dem  geehrten  Leser 
gentigen,  um  zu  sehen,  in  welcher  ausgezeichneten  Weise  der  Schüler  den 
Meister  zu  übertreffen  weiss. 

Biemann  hat  hierüber  gesagt : 

Es  kann  auch  der  Fall  eintreten,  dass  f{ß)s=QC  wird  für  irgend 
einen  Werth  von  /?,  der  zwischen  den  Integrationsgrenzen  liegt.  Es 
fragt  sich,  ob  auch  in  diesem  Falle  die  Gleichungen  46)  und  47)  noch 
Geltung  haben.  Die  Antwort  lautet:  Ja,  wenn  innerhalb  der  Integra- 
tionsgrenzen 

fmdß=F(ß) 

stets  endlich  und  stetig  bleibt.  Wird  f{ß)  für  §=0^  unendlich,  so  ist  auch 
noch 

«Jf(ß)  äß  ^fm-^^  dß  $  mj'fiß)  dß, 

Ci  —  £  C|  —  £  C,  —  8 

wenn  M  den  grössten  und  m  den  kleinsten  Werth  bezeichnet,    den  ^ 

sin  ß 

während  des  kleinen  Intervalles  von  C|  —  £  bis  Ci-\'e  annehmen  kann,  vor- 
ausgesetzt, dass  f(ß)  während  dieses  Intervalles  sein  Zeichen  nicht  ändert 
[Sollte  indessen /■((?, -f-O)  ein  anderes  Zeichen  haben,  als  ^(c,— 0),  so  kann 
man  das  Integral 

I  zerlegen  in    /   und    I 

und  auf  jedes  dieser  beiden  Integrale  das  obige  Verfahren  anwenden.] 
Aus  dem  Gesagten  folgt;  dass 

-M\Fic,-i-,)-F{c,-,)\-^fm'^^dß 

\  —  t 

^m\F(c,  +  t)-F(ct-t)\. 

Mit  abnehmendem  c  nähern  sich  die  beiden  Grenzen ,  zwischen  welchen  der 
Werth  de»  Integrals  liegt,  dem  Werthe  Null,  mithin  ist  für  ein  unendlich 
kleines  £ 


.«.  r 


m^äf^o. 


Hieraus  folgt,  dass  die  Gleichungen  46)  und  47)  auch  dann  noch  giitig  blei' 


jjib«r»i»urauii.uug.  ti«/ 


ben,  wenn /(j3)  zwischen  den  Grenzen  des  Integralti  eine  endliche  Anzahl 
Male  unendlich  wird,  voransgesetzt,  dass  nur 

fr(ß)dß=F(ß) 

an  diesen  Stellen  stets  endlich  bleibt  und  keine  Sprünge  zeigt. 

Es  folgt  nun,  wie  schon  erwähnt ^  die  Summation  der  Fourier^schen 
Reihe  nnd  die  Erweiterung  der  Grenzen,  innerhalb  welcher  diese  Reihe 
noch  giltig  ist,  ferner  die  Ausdehnung  der  Reihe  und  des  Lehrsatzes  auf 
Functionen  von  zwei  und  mehreren  Variabein. 

Hierauf  folgt  nun  der  dritte  Abschnitt  mit  der  Ueberschrift:  „Dimeren- 
tialgleichungen'\  Nachdem  in  der  Einleitung  auf  den  Unterschied  zwi- 
schen den  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  und  den  partiellen  hin- 
gewiesen, wird  die  weitere  Eintheilung  der  Differentialgleichungen  nach 
Graden  nnd  Ordnungen  gegeben,  und  alsdann  werden  ein  paar  Metboden 
der  Lösung  besprochen,  die  auch  bei  den  partiellen  Differentialgleichungen  . 
zur  Anwendung  kommen.  Dass  Riemann  an  dieser  Stelle  weder  eine  voll^ 
ständige  Theorie  der  Differentialgleichungen,  noch  früher  eine  vollständige 
Lehre  von  den  bestimmten  Integralen  und  den  unendlichen  Reiben  gegeben, 
wird  der  geehrte  Leser  in  Vorlesungen  über  partielle  Differentialgleich- 
ungen nicht  erwarten.  Der  bisher  besprochene  Tbeil  von  diesen  Vorlesungen 
ist  nur  als  Vorbereitung  für  das  Nachfolgende  anzusehen.  Riemann  sah 
sich  genöthigt,  solche  vorbereitende  Uebnngen  seiner  „Lehre  von  den  par- 
tiellen Differentialgleichungen  und  deren  Anwendung**  vorauszuschicken, 
da  unter  seinen  Zuhörern  immer  mehrere  waren ,  die  sich  erst  wenig  mit 
mathematischen  Studien  beschäftigt  hatten.  Ich  habe  es  für  nöthig  gehal- 
ten, hier  auf  die  Verhältnisse,  unter  denen  Riemann  seine  Vorlesungen 
hielt,  aufmerksam  zu  machen,  um  dadurch  den  von  Riemann  verfolgten 
Plan  zu  erklären.  Der  Herr  Heraasgeber  scheint  es  für  unnütz  gehalten  zu 
haben,  auf  diesen  Punkt  einzugeben,  da  ein  hierauf  bezüglicher  Passus  in 
der  Vorrede  nicht  vorhanden  ist.  Ein  paar  Worte  der  Vorrede,  die  den 
ersten  Theil  des  dritten  Abschnittes  betreffen,  bitte  ich  nicht  misszuver- 
stehen.    Diese  Worte  lauten : 

„Ausser  Riemann 's  eigenem  Manuscripte  habe  ich  die  in  der  Wiu- 
tervorlesung  1860/01  von  mir  gemachten  Aufzeichnungen  und  das  darnach 
ausgearbeitete  Heft  zu  Grunde  gelegt.  Diese  enthalten,  was  Gedanken- 
gang und  Formeln  betrifft,  dasselbe,  wie  das  Manusciipt;  sie  gehen  aber 
an  verschiedenen  Stellen  über  den  InhaU  des  \etzteren  hinaus.  So  sind 
die  §§  36  bis  40  etwas  ausführlicher  beh^  n^\t,  a\ft  \i^  B.\em  ann'  s Hand- 
schrift" etc.  ^* 

Ich  will  hierzu  mir  die  Bemerkung  ^  ^^  öi«,a%U\^mÄX\u\^"anoch 

über  den  Inhalt  dieser  §§  36  bis  40  hi^^X  ^^  Li"^"^  "^^^  ^^^^"""^  ^"""^^^  ^'^ 
Methode  der  mechanischen  Quadratur  ^ V  >ei^  rf^t^T^'Cv^H^^'v^^^^^''''  ^'''^''' 
gefügt  hat.  ^\^V  ^V" 

V 
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Die  zweite  Abtheilnng  des  dritten  Abschnittes  bildet  die  Lehre  Ton 
den  partiellen  Differentialgleichungen.  Nachdem  darauf  aufmerksam  ge- 
macht, dass  die  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
von  ganz  besonderem  Interesse,  weil  viele  raathematisch-phjsikalische  Un- 
tersuchungen auf  solche  Gleichungen  führen ,  wird  an  der  folgenden  von  2 
unabhängigen  Variabein 

da^^  dx.dl  df  ^  dx^^  dt^ 
erläutert,  dass  es  unendlich  viele  particuläre  Lösungen  dieser  GleicHungen 
giebt.  Es  folgt  nun  hieraus  ,  dass  eine  vollständige  Lösung  einer  partiellen 
Differentialgleichung  nicht,  wie  die  einer  gewöhnlichen,  aus  einer  Summe 
von  Producten  besteht,  deren  Anzahl  gleich  der  Zahl  ist,  welche  die  Ord- 
nung der  Differentialgleichung  angiebt,  sondern  dass  bei  den  partiellen 
Differentialgleichangen  die  allgemeine  Lösung  aus  einer  unendlich  grossen 
Anzahl  von  Producten  besteht ,  von  welchem  jedes  einzelne  Product  aus 
einer  particulären  Lösung  in  eine  willkürliche  Function  hervoi^egangen  ist. 
Zugleich  wird  darauf  hingewiesen,  dass  es  in  der  Regel  gar  keine  Schwie- 
rigkeiten hat,  particuläre  Lösungen  der  partiellen  Differentialgleichnngen 
aufzufinden ,  dass  vielmehr,  z.  B.  bei  der  Untersuchung  physikalischer  Pro- 
bleme, die  Schwierigkeit  darin  liegt,  der  Lösung  eine  solche  Form  zu  geben, 
in  der  sie  gewisse  Nebenbedingungen  erfüllt.  —  Schliesslich  wird  das  ein- 
zuschlagende Verfahren  an  den  Gleichungen 

•  a«      ,a*ti     ^  d^u     ,a«tt 
al="  a^'^'^^  ä7=«ä^ 

mit  gegebenen  Nebenbedingungen  erläutert. 

Es  folgt  jetzt  der  vierte  Abschnitt  mit  der  Ueberscbrift :  „Bewegung 
der  Wärme  in  festen  Körpern/*  Riemann,  Fourier's  Untersuchungen 
folgend,  sieht  auch  die  Wärme  als  eine  Flüssigkeit  an,  die  den  Körper 
durchströmt.  —  Nach  einigen  allgemeinen  Erörterungen  über  die  Tempera- 
tur fester  Körper  wird  zunächst  der  einfache  Fall  behandelt,  dass  ein  Kör- 
per von  der  FZ- Ebene  aus  in  der  Richtung  der  positiven  X-  Aze  sich  ins 
Unendliche  ausdehnt  und  den  halben  unendlichen  Raum  erfüllt.  Es  wird 
ferner  vorausgesetzt,  dass  eine  Wärmeströmung  nur  in  der  Rieh tung  der 
2"- Axe  vorhanden,  und  dass  in  einer  Ebene,  die  parallel  der  FZ- Ebene  ist, 
die  Temperatur  zu  gleicher  Zeit  in  allen  Punkten  dieselbe  ist.  Die  partielle 
Differentialgleichung,  welche  in  diesem  Falle  den  Temperaturzuatand  des 
Körpers  ausdrückt,  nimmt  die  einfache  Form  an: 

du_  ,  a*« 

di  ^"^  dx^' 
Die  Nebenbedingungen ,  denen  in  diesem  Falle  die  Function  u  zu  genügen 

hat,  sind  .,  ^  ,      . 

u=zf(x)f  wenn  /  =  0 

und 

u  =  g>  (t),  wenn  a;  =  0. 
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Die  Methode  der  Lösung  besteht  darin,  dass  man  schreibt 

Es  wird  nun  ti|  so  bestimmt,  dass  dieser  Werth  der  Differentialgleichnng 
genügt  und  ausserdem  den  Bedingungen 

fij=/'(a:),  wenn  t  =  0 

und    v 

«1  =  0  für  a;  =  0. 

Ferner  muss  u^  der  Differentialgleichung  genügen  und  die  Bedingungen 

erfüllen : 

tij  =  0,  wenn  /»O, 

und 

M2  =  gj(/),  wenn  a:  =  0. 

Bevor  der  allgemeine  Werth  von  t/,  aufgesucht,  wird  erst  der  specielle  Fall 

behandelt,  dass  t/s,  also  auch  u^  in  der  FZ- Ebene  constant  ist« 

Bei  der  Untersuchung  des  allgemeinen  Falles  schreibt  der  Herausgeber 

auf  Seite  181 : 

„Nun  lässt  sich  aber  durch  Beihenentwickelung  zeigen,  dass 

e     4«'« ,  i     '  =0  für  /  =  0." 
Der  Herr  Bearbeiter  hätte  wohlgethan,  wenn  derselbe  den  Beweis  für  seine 
Behauptung  gegeben  hätte. 

Biemann  hat  gesagt:  Je  kleiner  /  wird,  desto  mehr  nähert  sich 


log[e    *V<   *]=-^_|%< 


dem  Werthe  —  oo ;  folglich  ist 


-I 


e     *«**./     '  =  0  für  ^  =  0, 

Am  Schlüsse  dieser  Untersuchungen  wird  der  Fall  näher  ins  Auge  ge 
fasst,  wenn  q}{i)  eine  periodische  Function  ist,  und  darauf  werden  die  ge- 
wonnenen Resultate  auf  die  Temperatur  der  Erde  angewandt.  Möglich  ist 
diese  Anwendung,  wenn  man  dieselbe  auf  eineu  kleinen  Theil  der  Erdober- 
fläche beschränkt  und  nur  auf  geringe  Tiefen  unter  derselben  ausdehnt,  da 
man  einen  kleinen  Theil  der  Erdoberfläche  als  eben  ansehen  kann  und  da 
der  Durchmesser  der  Erde  im  Vergleich  mit  kleinen  Tiefen  als  unendlich 
angesehen  werden  darf. 

Der  zweite  Fall  ist  der,  dass  ein  Körper  von  zwei  parallelen  unend- 
lichen Ebenen  begrenzt  wird,  von  denen  die  eine,  wie  vorhin,  die  JTZ-Ebene 
ist  und  die  andere  dieser  ersteren  parallel  liegt ,  in  der  Entfernung  c.  Un- 
ter den  früher  erwähnten  Voraussetzungen  muss  u  folgende  Gleichungen 
erfüllen: 

u^f(_x),  wen      ^       0, 
In  analoger  Weise,  wie  vorhin,  wjC^V         ■y  J<^^'- 
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Darauf  wird  der  Wärmezustand  einer  Engel  ins  Auge  gefasst  und  zu- 
nächst der  specielle  Fall  untersucht,  dass  eine  Kugel  vom  Radius  c  im  luft- 
leeren Räume  oder  in  einem  Gase  erkalte,  und  dass  die  Temperatur  nur  von 
dem  Radius  r,  der  Entfernung  des  Theilcheus  vom  Mittelpunkte  und  yon  der 
Zeit  i  abhängig  sei.  Es  ergiebt  sich  unter  diesen  Bedingungen  die  Diflferen- 
tialgleichung 

d{ru)        ^d'Cr  u) 

=  CT    ^ -m 

dt  dx" 


Die  Nebeubedingungen  für  u  sind: 

M  =  F(a?),  wenn  /  =  0 


und 


u  =  ri;(i)f  wenn  r  =  c. 

Diese  Aufgabe  stimmt  offenbar  im  Wesentlichen  mit  der  letzten  über- 
ein, da  auch  für  den  Mittelpunkt  der  Kugel  noch  die  dritte  Bedingung 
hinzukommen  muss.  Am  deutlichsten  tritt  aber  die  Verwandtschaft  der 
beiden  Fälle  hervor,  wenn  mau  statt  einer  Vollkugel  eine  Hohlkugel  in  Un- 
tersuchung zieht. 

I^io  §§  71  bis  73,  die  der  Herr  Herausgeber  seinem  eigenen  Hefte 
entlehnt  hat,  wie  der  Herr  in  der  Vorrede  sagt,  enthalten  die  UntersuchuDg 
des  Wärmezustandes  einer  Kugel  für  den  Fall,  dass  die  Temperatur  von 
allen  drei  Coordinaten  x,  y  und  z  oder  von  r,  6  und  q>  abhängig  ist,  d.  b. 
von  der  Entfernung  des  Thcilchens  vom  Mittelpunkte,  von  dem  Comple- 
mente  der  Breite  und  von  der  Länge  des  Ortes.  In  diesem  Falle  muss  u 
folgender  Differentialgleichung  genügen : 


oder 


i-r^A'^'V^ 


du     aU     \    ^'•z  ,    _^_    ^0/        1     a«w 


dt  r«(  dr  ^  siaddB  ^sin*dd(p' 
Als  Nebenbedingungen  sind  angenommen :  Die  Temperatur  in  der  Ober- 
fläche der  Kugel  soll  stets  gleich  Null  sein  und  die  Anfangstemperatur  der 
Kugel  eine  gegebene  Function  von  r,  6  und  g>,  oder 

u  =  F(r,  9,  ff)  für  ^  =  0, 

M  =  0  für  r  =  c. 

Der  Herausgeber  schreibt  nun 

u=V.X 
und  setzt  voraus,  dass  F  nur  von  /  und  r  und  X  nur  von  B  und  <p  abhängig 
sei.    Statt  der  obigen  Differentialgleichung  erhält  derselbe  nun  die  beiden 


I)  K''"®l#).      1 


d*X 


sin  9d  6  sin^  d  d  q> 


'i'ZJZtQ  m"""^> 
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■^  •*  ^  ^  ^  .^>-"*^  •H^ 


JK-I-D 


Herr  Dr.  Hattendorff  sagt  dud  wörtlich  auf  Seite  175  ^gg,: 

„Um  zQ  einer  Lösnng  der  partiellen  Differentialgleichung  I)  zu  ge- 
langen, machen  wir  die  Bemerkung,  dass  der  reciproke  Werth  der  Ent- 
fernung zweier  Punkte  (a;,  y,  z)  und  (oTi,  y, ,  2;,) 


^/(x-a:,)'-l-{y-y.)'+ («-*.)• 

der  partiellen  Differentialgleichung  genügt 

Fähren  wir  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  Polarcoordinaten  r,  6,  (p 
und  resp.  ri,  0|,  goi  ein,  so  erhalten  wir 

1 

wenn  zur  Abkürzung  geschrieben  wird 

cos  B  .  cos  öl  +  sin  B  .  5t«  0, .  co5  (cp  —  9>i)  =  coä  y. 
Die  partielle  Differentialgleichung  geht  dann  über  in 

.   ar       "*"     Sind  dB     "^«>i'0a9>*"~     . 

„Setzen  wir  nun  voraus,  dass  r  y>ri  sei,  so  lässt  sich  7 nach  nega- 
tiven Potenzen  von  r  entwickeln 


jSLj 


n  =  0 


In  dieser  unendlichen  Reihe  sind  P^,  P^. . .  Pn  » .  .  Functionen  von  ro*  y, 
und  es  ist  nicht  schwer,  einen  Ausdruck  für  P„  zu  finden.    Es  zeigt  sich, 
dass  Pn  eine  ganze  Function  n^®"  Grades  von  cos  B ,  sin  6 .  co5  tp  und 
^m  6  .  sin  €p.    Führt  man  statt  der  Potenzen  von  cos  6  und  sin  B  und  statt 
der  Potenzen  von  cos  q>  und  sin  q>  die  Cosinus  und  Sinus  der  Vielfachen 
von  B  und  resp.  q>  ein,  so  ergiebt  sich  leicht,  dass  sowohl  von  6  als  von  9 
höchstens  das  »-fache  vorkommt.     Dio  Coefficienten  der  Entwickelung 
enthalten  0,  und  qp,.    Die  Function  P^  da^P  xsa^^  "VuetüacVi  als  bekannt  an- 
sehen.   Sie  genügt  einer  partiellen  Difif^     ^i\a\gWiciVi^^g  ^  d\©  sich  leicht 
herstellen  lässt.    Man  braucht  nur  in  di^  ^^  ^^c.Vv^xi^^^^^  ^^^  T  ^^^  nnend- 
liehe  Reihe  einzuführen  und  für  sich  ^  \^s^^^^^  ^^^-^^^^w^^^ 

Potenz  von  r  muUiplicirt  ist.   Dadurck  ^^0     ^  ^^ 

TfB     """«vöö^^xX  tr 


sinüötl         ■«>?'ö;^^\^  Vf^         ^^V 
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,,yon  dieser  partiellen  Differentialgleichung  ist  P^  eine  particaläre 
Lösung.  Darans  kann  man  die  allgemeine  Lösang  herleiten,  indem  man 
mit  einer  willkürlichen  Function  von  0]  und  9,,  sowie  mit  dOt  und  d(p^ 
multiplicirt  und  zwischen  den  Grenzen  0  und  2^  in  Beziehung  auf  <p^ ,  0 
und  ;t  in  Beziehung  auf  6|  integrirt.  Die  willkürliche  Function  wollen 
wir  mit 

bezeichnen.    Dann  ist  also 

<»  0 

die  allgemeine  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 

,,Jede  Function,  welche  dieser  partiellen  Differentialgleichung  Ge- 
nüge leistet,  wird  eine  Kugelfunction  n^^'^  Ranges  genannt/* 

Nun  folgen  ein  paar  geschichtliche  Bemerkungen  über  Kugelf unctionen 
etc.    Der  Herausgeber  sagt  dann  weiter : 

„Um   diese  Betrachtung  auf  die  partielle  Differentialgleichung  I) 
anwenden   zu  können ,  haben  wir  dort  nur  Jl^  statt  X  zu  schreiben  und 
die  Yorlftufig  unbestimmt  gelassene  Constante  assa  —  »(n-f-l)  zu  setzen.* 
n  ist  =  0  oder  gleich  einer  beliebigen  positiven  ganzen  Zahl. 

Die  partielle  Differentialgleichung  II)  geht  jetzt  über  in 


Wir  setzen  dann 

-^n  •  ^n  ^  ^n 

und  gelangen  zu  dem  Resultate,  dass  der  partiellen  Differenttalgleichnng 
I)  die  Function 

Genüge  leistet'*  etc.  etc. 

Das,  was  der  Herausgeber  auf  den*  letzten  zwei  Seiten  gesagt  hat,  ist 
der  Hauptsache  ncu^h  Jedem ,  der  sich  die  neueren  Arbeiten  über  Kugel - 
functionen  einmal  angesehen  hat,  bekannt.  Wer  sie  nicht  kennt ,  wird  auch 
schwerlich  das  Obige  vollständig  verstehen.  —  Als  Riemann  am  Schlüsse 
des  Jahres  1860  diese  Vorlesungen  hielt,  denen  Herr  Hattendorff  das 
Vorige  entlehnt  haben  will,  gab  es  nur  in  einzelnen  Schriften  zerstreute 
Aufsätze  über  Kugelfunctionen ;   die  Arbeiten   von  Heine  und  vonSid- 
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1er  waren  damals  noch  nicht  erschienen.  Herr  Dr.  Hattendorff,  der 
künftige  Professor  des  Aachener  Polytechnikums,  hat  deshalb  vielleicht  ge- 
glaubt, es  sei  nothwendig,  dass  er  hier  seinen  Lehrer  und  Meister  verbes- 
sere. Mit  Hilfe  dessen,  was  er  in  den  Büchern  von  Heine  oder  von  Sid- 
1er  gefunden y  sucht  derselbe  einen  Werth  zu  bestimmen,  der  als  Function 
von  B  und  q>  der  Differentialgleichung  I)  genügt.  Wie  vollständig  dem 
Herrn  dieser  Vetsuch  gelungen,  überlasse  ich  dem  Urtheile  des  geehrten 
Lesers.   Schliesslich,  als  es  nun  aber  darauf  ankommt,  eine  Function 

nach  Kugelfunctionen  zu  entwickeln ,  giebt  der  Herr  Professor  den  kühnen 
Flug  wieder  auf,  folgt  seinem  Lehrer  und  verweist  auf  die  Arbeit  von  Di- 
richlet  in  Crelle's  Journal  Bd.  17. 

Ich  kann  es  durchaus  nicht  billigen,  es  zeugt  meiner  Ansicht  nach  von 
sehr  wenig  Pietät,  dass  der  Herausgeber  bedeutende  Aenderungen  vor- 
genommen, ohne  mit  einem  Worte  sein  Verfahren  anzudeuten,  geschweige 
denn  zu  rechtfertigen. 

Ich  lasse  nun  nschfolgen,  was  Kiemann  im  Winter  1860/61  Über  die- 
sen Gegenstand  vorgetragen  hat.  (Im  Sommer  1862  ist  von  ihm  dieser  Fall 
nicht  behandelt.) 

Riemann  zerlegte  die  ursprüngliche  Differentialgleichung  nicht,  wie 
der  Herausgeber,  in  zwei,  sondern  in  folgende  drei  Gleichungen: 

1)  ä7.  +  ««==^' 


^(sinB-^) 
^  sinBdB      ""sm'Ö""'^"' 

3)  du       «'[H^).   .      I 


Bezeichnet  man  ein  particuläres  Integral  der  ersten  Gleichung  mit  O, 
so  kann  man  schreiben: 

<Z>  =3  ^m  cos  m  gp  +  ß^  sin  m  q>. 
Da  O  sich  nicht  ändern  darf,  wenn  fp  sich  um  ganze  Vielfache  von  2  n 
ändert,  so  muss  m  eine  ganze  Zahl  sein,  ja  man  darf  hinzusetzen :  eine  po- 
sitive, da  man  die  Werthe  von  ^,  welche  einem  positiven  und  einem 
gleich  grossen  negativen  m  angehören^  sich  vereinigt  denken  kann  in  obiger 
Form  oder  in  der  Gleichung 

<p(„)  =  agi  cos  mip'\-hm  sin  m  q>* 

Setzt  man  diesen  Werth  für  u  ein ,  so  gewinnt  man  die  Beziehung 

er  =  m'. 

Die  Gleichung  2)  geht  nun  über  in 
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2a)  K'"^a"^)       m'ti       . 

Da  das  erste  Glied  dieser  Gleichung  sowohl  positiv,  als  auch  negativ  sein 

kann,   ohne  dass  u  negativ  zu  sein  hiaucht,   so  folgt,  dass  ß  negativ  sein 

muss.    Da  ferner  m  alle  Zahlen werthe   von  0  bis  oo  annehmen  kann,  so 

wird  ß  die  Form 

-n(n  +  l) 

annehmen  müssen,  und  auch  n  wird  alle  Werthe  von  Null  bis  unendlich 
durchlaufen  müssen ,  da  sonst  für  ein  unendlich  grosses  m  das  erste  Glied 
unendlich  werden  müsste  für  einen  beliebigen  Werth  von  0. 

Die  Gleichung  2  a)  erhält  nun  die  Form  * 

stnu  d  ü  strr  ü  \     *     y 

und  die  Gleichung  3)  geht  über  in 

Eine  particuläre  Lösung  der  Gleichung  2  b)  sei 
dann  wird 

tll  =  QO    W=:  00 

w  =  ^    ^    («'»1,11  cos  m  (jp  +  ft^  „  sin  m  q>)  .  P^„^n) 
den  beiden  Gleichungen  i)  und  2)  genügen.  —  Ist  die  obige  Doppelsamroe 

w==QO 
11=0 

oder  ist 

+  P(n,\)  \  ö(n.i)  .cosq>  +  b^n,i) .  sin  q>  j 
+ 


+  P{n,n)  \0(n,n) .  COS  n  q>  +  b^n,n)  >  sinn  q>  \  , 

so  nennt  man  X{„)  eine  KngelfuncUon  n^®°  Ranges  von  0  und  q>.   Der  Werth 

von  X(n)  hat  offenbar  2  n  +  l  willkürliche  Constante.  Diese  willkürlichen 
Constanten  müssen  nun  so  bestimmt  werden,  dass  sie  nicht  allein  der 
Gleichung 
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genügen ,  sondem  dass  auch  die  gegebenen  Orenabedingangen  erfüllt  wer- 
den.   Gehen  die  Werthe  von 

^(n.») .  «(B,!«)   and   /'(».«).  6(«,m) 

f ür  /  :=  0  über  in 

^(»f,m)   «nd   Ä(«,ii.)» 

so  gewinnt  man  als  Nebenbedingnng  die  Gleichung 

m=oo  <i==QO 
m=0     «=0 

Da  nun  Dirichlet  in  der  früher  genannten  Abhandinng  nachgewie- 
sen, dass  eine  Function  sich  nur  anf  eine  Weise  nach  Kugel fnnctionen 
entwickeln  lässt,  so  ist  also,  wenn 

5a)  Y^n)  =  Xi  { 9in,m)  .C08m(p  +  Ä(„^^)  .sinmg>\. 

Es  hat  mithin  X(n)  nicht  allein  der  Differentialgleichung  4)  zu  genügen,  son- 
dern dieser  Werth  nrass  für  /s=0  übergehen  in  den  Werth  Y(n)  der  Gleich- 
ung 5a).  Da  ferner  die  zweite  Bedingung  ist,  dass  u=0,  wenn  rs=c^  so 
muss  auch  Ä^,,^  verschwinden,  wenn  rs=c  wird. 

Um  2^(n)  eine  Form  zu  geben ,  die  der  Differentialgleichung  4)  genügt, 
schrieb  Biemann: 

^(«)  =  «-"**''-)' .  z, 

und  setzte  voraus,   dass  Z  eine  von  t  unabhängige  Function  sei.     Dieser 
Werth  wurde  nun  für  ^(„)  substituirt  und  dadurch  eine  gewöhnliche  Diffe- 
rentialgleichung für  Z  gewonnen.    Diese  Gleichung  fUr  Z  wird  erfüllt  darch 
6)  Z==qf^.rf  +  qß^i.rf^+^+  .... 

Mit  Hilfe  der  Grenzbedingung  ^j[„)=0,  oder  auch  ZcsO,  wenn  r=c,  erhält 
der  Herr  Herausgeber  für  die  Coefficienten  der  Gleichung  6)  den  Werth 

e 

«'(«,  k) = ^ ' 

während  der  Lehrer  noch  ans  diesem  den  einfacheren  hergeleitet : 

0 
Uumtarxlf.  d.  Z«iUehr.  f.  AUth.  n.  Pby^.  XV,  8.  5 
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Der  Herr  Heraasgeber  schliesst  hiermit  das  Capitel  „Bewegung  Her 
Wärme  in  festen  Körpern"  ab,  während  Riemann  im  Winter  lS60/6i  noch 
die  Fälle  behandelt  hat,  wenn  die  Temperatur  in  der  Oberfläche  nicht 
gleich  Null,  sondern  einmal  eine  Function  der  Länge  und  Breite  oder 
=  i/;(0,  g))  und  zweitens  eine  periodische  Function  der  Zeit  ist.  Der  Herr 
Professor  Hattendorff  hält  es  natürlich  auch  nicht  der  Mühe 
werth,  sich  wegen  dieses  Verfahrens  zu  rechtfertigen. 

Kieroann  wandte  zum  Schlüsse  dieser  Untersuchungen  die  gefunde- 
nen Resultate  auf  den  Wärmezustand  der  Erde  an,  während  der  Herr 
Herausgeber  in  §  70  ein  ähnliches  Raisonnement  der  Untersuchung  des 
Wärmezustandes  einer  Kugel  vorangehen  lässt.  —  Zunächst  will  ich  dem 
geehrten  Leser  den  §70  des  Herrn  Professors  Hattendorff  vorführen  und 
dann  nachfolgen  lassen ,  was  ich  im  Winter  1860/61  während  der  Vorlesung 
notirt  hahe,  damit  der  Leser  ein  klares  Bild  davon  erhält,  in  welcher 
eigenthüralichen  Weise  der  Herr  Herausgeber  wiedergiebt,  was  sein  Lehrer 
gelehrt  hat.    Der  §  70  lautet: 

„Wir  wollen  nun  allgemein  die  Temperatur  der  Erde  betrachten. 
Di&  Erde  hat  zwei  Wärmequellen,  nämlich  die  Wärme  der  Sonne  and  die 
Wärme  des  Weltalls ,  welche  ja  auch  ohne  die  Sonne  durch  die  Fixsterne 
bedingt  ist.  Hiernach  können  wir  die  Ermittelung  der  Temperatur  der 
Erde  gleich  in  zwei  Aufgaben  zertheilen,  indem  wir  ihre  anfäugliche 
Temperatur  als  Summe  von  zwei  Zuständen  denken  und  darauf  einmal 
die  Sonne  wirken  lassen  und  das  andere  Mal  das  Weltall.  Dies  Princip 
ist  von  uns  oft  angewandt;  es  ist  eine  blosse  Folge  davon,  dass  der 
ganze  Wärmeaustausch  nur  von  den  Differenzen  der  Temperatur  abhängt 
Nehmen  wir  die  Temperatur  des  Weltalls  zum  Nullpunkt,  so  kommen 
wir  für  den  zweiteh  Theil  unserer  Aufgabe  auf  die  Untersuchung  der 
§§  64  bis  69. 

„Um  die  Einwirkung  der  Sonne  für  die  gesammte  Erdkugel  in  einem 
Problem  zu  behandeln,  würden  wir  in  den  vorhergehenden  Entwicke- 
lungen  noch  nicht  ausreichende  Hilfsmittel  besitzen.  Es  müsste  nämlich 
die  Temperatur  der  Oberfläche  als  Function  nicht  nur  der  Zeit ,  sondern 
auch  von  Länge  und  Breite  angesehen  werden.  Ziehen  wir  aber  ein  nicht 
zu  ausgedehntes  Gebiet  der  Oberfläche  allein  in  Betracht,  so  können  wir 
dafür  die  Temperatur  vom  Orte  unabhängig  nehmen  und  nur  als  perio- 
dische Function  der  Zeit  ansehen.  Dieser  Fall  ist  dann  nach  Anleitung 
der  §§  53  und  54  zu  behandeln ,  da  der  Radius  der  Erde  in  Vergleich  zu 
den  uns  zugänglichen  Tiefen  sehr  gross  ist  und  das  betreffende  Ober- 
fläühenstück  als  ehmi  angesehen  werden  darf. 

„Wenn  wir  also  für  alle  einzelnen  Punkte  der  Oberfläche  eine  perio- 
dische Aenderung  der  Temperatur  annehmen,  aber  mit  derselben  Zeit- 
periode, wie  es  ja  au^h  das  Jahr  ist,  so  wird  sich  auch  hier  eine  perio- 
dische Aenderung  im   Innern  nur   auf  eine  dünne  Schicht  erstrecken« 
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Gehen  wir  von  der  Oberfläche  ab  anf  jeder  Normalen  in's  luiiere,  äo 
wird  die  periodische  Aendernng  bald  verschwinden  nnd  die  Wärme  sich 
nnr  mit  der  Tiefe  langsam  ändern.  Abgesehen  von  der  Oberflächen- 
schicht ist  daher  der  Theil  der  Wärme  im  Innern,  welcher  von  der  Sonne 
herrührt,  constant  Zu  dieser  Wirkung  der  Sonne  müssen  wir 
dann  noch  die  Temperatur  hineafügen,  welche  sich  ans 
der  Temperatur  0  des  Weltalls  ergiebt,  indem  die  Erde 
allmälig  erkaltet.  Wir  beobachten  nur  die  Summe  von  beiden  Wir- 
kungen. Dabei  zeigt  sich,  dass  in  den  uns  sugänglichen  Tiefen  die 
Temperatur  bei  gleichen  Tiefen  fast  constant  ist*  Es  lässt  sich  also  die 
von  der  veränderten  Tiefe  herrührende  Aendernng  der  Oesammtwärme 
in  ihrer  Abhängigkeit  von  der  Tiefe  durch  Beobachtung  bestimmen.  In 
den  lieferen  Schichten  rührt  aber  von  der  Sonne  eine  Wärme  her,  die 
mit  der  Tiefe  sich  so  gut  wie  gar  nicht  ändert.  Diese  fällt  also  bei  der 
Herstellung  der  Temperaturdifferenz  für  zwei  verschiedene  Tiefen  heraus. 
Wir  können  demnach  freilich  nicht  die  Temperatur  u  selbst  finden ,  die 

d  u 
vom  Welträume  herrührt,  wohl  aber  — ,  weil  in  diesem  Differentialquo- 

tienten  das  constante  Glied  der  Sonne  sich  aufhebt.  Haben  wir  auf  diese 

du 
Weise  ^~ ,  zunächst  nur  für  die  tieferen  Schichten ,  als  Function  von  x 

o  X 

bestimmt,  so  nehmen  wir  das  ^darin  ausgesprochene  Gesetz  auch  für  die 
Oberflächenschicbt  als  giltig  an  und  würden  durch  Integration  nach  x 
die  Function  u  selbst  erlangen,  wenn  wir  ihren  Werth  für  irgend  ein  x 
kennen.   Es  ist  aber  [nach  §  69 1)  oder  auch  §  64  3)]  für  a?=:0 

d  u 

OX 

„Es  kommt  also  nur  noch  auf  den  Coefficienten  h  an ,  der  sich  aus  sei- 
nen Bestandtheilen  bestimmen  lässt.  Damit  haben  wir  dann ti  selbst,  d.  h. 
die  Temperatur,  welche  stattfinden  würde  bei  einer  nur  im  Welträume  er- 
kaltenden Erde,  welche  dem  Einflüsse  der  Sonne  nicht  ausgesetzt  ist. 
Dann  lässt  sich  auch  der  Werth  von  ti  nach  Verli^uf  einer 
unendlich  langen  Zeit  finden  und  es  ergijdbtsichhierausdas 
interessanteste  Resultat  von  Fourier's  Theorie.  Aus  der 
Temperatu  zunähme,  welche  in  der  Tiefe  constant  (etwa  1® 
auf  100^)  ist,  hat  Fourier  berechnet,  dass  die  Temperatur, 
welche  aus  dem  Weltall  folgt;  auf  der  Oberfläche  der  Erde 
jetzt  höchstens  ^\^°mehr  betrage  als  künftig,  wenn  in  grösse- 
ren Tiefen  die  Temperaturzunahme  mit  der  Tiefe  ganz  ver- 
schwunden sein  wird.  Die  Temperatur  der  grösseren  Tiefe 
selbst  können  wir  nicht  finden,  weil  wir  nicht  wissen,  in  wel- 
chem Grade  de rErkaltungsichdie  Erde  be fi nde t.  Poi SS on  be- 
rechnete die  innerste  Temperatur  einmal  bei  der  Annahme, 

5* 
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dass  die  Erde  schon  im  äassersten  Stadium  des  Erkaltnngs- 
processes  sich  befinde.  Er  fan«d  eine  ungeheure  Temperatur 
für  den  Mittelpunkt  der  Erde.  Doch  berechtigtun«  Nichts  zu 
dieser  Annahme,  und  zur  Berechnung  des  Erkaltungsgra- 
des wären  durch  sehr  lange  Zeiträume  getrennte  Beobach- 
tungen nöthig.  Für  die  Erdoberfläche  ist  aber  der  Process 
der  Erkaltung  so  gut  wie  vollendet.  Uebrigens  hat  die 
Wärmetheorie  weniger  physikalische  Aufschlüsse  Über  die 
Verbreitung  der  Wärme  gegeben,  als  dass  sie  für  die  Rech- 
nung wichtige  Resultate  geliefert«** 

Ich  kann  nicht  umhin,  hier  dem  geehrten  Leser  zu  gestehen ,  dass  ich 
nie  grösseren  Nonsens  und  grössere  Widersprüche  im  schönsten  Deutsch 
vereint  gefunden  habe  in  einem  wissenschaftlichen  Werke.  Der  ganze  §  70 
eignet  sich  meiner  Ansicht  nach  ausgezeichnet  für  eine  mathematische 
Bierzeitung.  Wie  werden  die  Herren  Zuhörer  des  Herrn  Herausgebers 
entzückt  gewesen  sein  ob  der  hohen  Weisheit  ihres  Herrn  Docentenl* 

Riemann  hat  über  diesen  Gegenstand  gesagt: 

,,Man  kann  drei  Ursachen  unterscheiden,  von  denen  die  Temperatur 
der  Erde  herrührt: 

1.  die  innere  Erdwärme  (ursprüngliche  Wärme  der  Erde); 

2.  die  Wärmeeinwirkung  der  Sonne  , 
und 

3.  die  Einwirkung  des  übrigen  Weltalls. 

Man  kann  daher  u,  die  Temperatur  der  Erde  betrachten  als  eine 
Summe  von  drei  Functionen 

W  =  Wl  +  Wt  +  «8, 

wenn  ti|  die  Temperatur  bezeichnet,  die  durch  die  Einwirkung  des  Welt- 
alls allein  in  der  Erde  entstehen  würde;  ferner  wenn  Uf  die  Temperatur  be 
zeichnet,  die  die  Erde  allein  durch  die  Sonnenwärme  annehmen  würde, 
und  wenn  t/,  die  Temperatur  bezeichnet,  die  die  Erde  haben  würde,  wenn 
weder  die  Sonne,  noch  das  Übrige  Weltall  vorhanden  wären.  —  Nehmen  wir 
die  Temperatur  des  Weltalls  zum  Nullpunkt  unserer  Scala  an ,  so  ist 

M  =  li,  +  M,. 

Die  Temperatur  u^  ist  periodisch  nach  der  Zeit,  und  zwar  giebt  es  hier 
eine  jährliche  und  eine  tägliche  Periode  (in  der  Nähe  är  i  Aequators  eine 
tägliche  und  eine  halbjährliche).  Da  durch  Versuche  festgestellt  ist,  dass 
die  periodischen  Temperaturschwankungen  in  der  Erde  nur  bis  zu  einer 
Tiefe  von  ungefähr  50'  dringen,  so  muss  u^  in  grösserer  Tiefe  constant  sein. 
Die  Erfahrung  zeigt  ferner,  dass  ungefähr  mit  116'  Tiefe  die  Temperatur 


•  Der  Herr  Professor  Hattendorf f  hat  früher  als  Pri?atdocent  in  Qöttingen 
über  diesen  Gegenstand  gelesen. 
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der  Erde  um  1^0.  zanimmt.    Es  lässt  sich  daher  der  Werth  -^r-^  annäherod 

or 

bestiramen.    Es  ist 

du     du^     dUf 

Da  aber  t/,,  wie  vorhin  gesagt,  in  Tiefen  über  50 '  constant,  so  ist  dort 

du^du9__      Ofii 
Wr^Tr^      116* 

Annähernd  ist  mithin  auch  noch  in  der  Nähe  der  Erdoberfläche 


du^ 


1 


dr  11600 

Nach  früheren  Untersuchungen  (§  63  des  Herausgebers)  ist 

*^  +  ir«.=o, 

wenn  k  den  inneren  Leitungscoefficienten  und  H  den  äusseren  Leitungs- 
coefücienten  einer  Kugel  bezeichnet,  die  Wärme  ausströmt«  Hieraus  folgt, 
dass 

"» *"  J7  •  11600' 

Setzt  man  für  k  den  grössten  Werth  und  für  H  den  kleinsten ,  den  die 
Versuche  über  die  Wärmeleitungsföhigkeit  der  Erde  ergeben  haben,  so  fin- 
det man  mit  Fourier,  daA:  ungefähr  c=4^, 

•      30 

Es  ist  also  heute  an  der  Erdoberfläche  die  Temperatur,  welche  von  der 
eigenen  Wärme  der  Erde  herrührt,  höchstens  -^j^^  C.  Zu  einer  Zeit,  wo 
diese  Temperatur  z.B.  4®  betrug,  musste  die  Temperatur  mit  der  Tiefe  min* 
destens  120  Mal  schneller  wachsen  als  jetzt;  mithin  musste  die  Temperatur 
mit  je  einem  Fuss  Tiefe  um  je  einen  Grad  zunehmen«  Diese  Thatsache 
scheint  von  Geologen  nicht  genug  beachtet  au  werden. 

Die  experimentellen  Untersuchungen  von  Bischoff  in  Bonn  stimmen 
in  ihren  Resultaten  sehr  gut  mit  den  mathematischen  überein.*' 

Ich  bin  fest  überzeugt  und  mit  mir  gewiss  der  geehrte  Leser,  beson- 
ders aber  Riemann^s  Schüler,  dass,  wenn  Riemann  die  von  Herrn  Dr. 
Hattendor  ff  besorgte  Ausgabe  seiner  Vorlesungen  über  partielle  Differen- 
tialgleichungen sähe,  er  wenigstens  den  §70  dieser  Ausgabe  nicht  als  sein 
geistiges  Eigenthum  wieder  erkennen  würde.  Was  der  Herausgeber  aus- 
spricht, ist  zum  Theil  gerade  das  Gegentheil  von  Dem,  was  Riemann  in 
der  Vorlesung  gesagt  hat.  Ich  will  nur  noch  einmal  an  die  letzten  paar 
Reihen  erinnern.  Die  geologischen  Studien  des  Herrn  Professors  scheinen 
ihn  zu  Ansichten  geführt  zu  haben ,  die  gewiss  verdienten ,  allgemein  be- 
kannt zu  werden. 
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Der  fünfte  Abschnitt  enthält  die  Schwingungen  elastischer  Körper. 
Die  erste  Abtheilung:  „Schwingungen  einer  gespannten  Saite**,  umfasst  die 
Untersuchungen  von  d*Alembert  und  von  Dan.  Bernoulli.  Zwei  Punkte 
will  ich  nur  berühren.   Auf  Seite  186  schreibt  der  Herausgeber : 

„Es  wird  also  bei  einer  Verlängerung  um  f—l  die  Spannnngszu- 
nähme 

sein,  worin  q  einen  durch  Versuche  noch  näher  zu  bestim- 
menden Factor  bezeichnet.*' 

Würde  es  nicht  einfacher  und  verständlicher  gewesen  sein,  zu  sagen: 
q  ist  der  Elasticitätsmodul  der  Saite? 

Auf  der  folgenden  Seite  sind  die  Differentialgleichungen  für  die  Trans- 
Versal-  und  Longitudinalschwingungen  einer  Saite  aufgestellt;  aber  weder 
hier,  noch  später  hält  es  der  Herr  Bearbeiter  der  Mühe  werth,  zu  sagen: 
die  Longitudinalschwingungen  hängen  von  dem  Elasticitätsmodul  der  Saite, 
die  Transversalschwingungen  dagegen  von  der  Spannung  derselben  ab 
etc.  etc.  Wozu  wendet  der  Herr  Professor  Mathematik  zur  Untersachung 
physikalischer  Probleme  an,  wenn  derselbe  nicht  zu  physikalischen  Resul- 
taten gelangt?  —  Ich  brauche  wohl  nicht  zu  bemerken,  dass  Riemann  auf 
jede  physikalische  Wahrheit,  worauf  die  mathematischen  Formeln  deuteten, 
sorgfältig  aufmerksam  machte. 

Die  zweite  Abtheilung  des  fünften  Abschnittes  trägt  die  Ueberschrift: 
„Schwingungen  elastischer  fester  Körper.**  Der  ganze  fünfte 
Abschnitt  hat  die  Ueberschrift : 

„Schwingungen  elastischer  Körper**. 

Ob  die  Saiten,  die  yon  dem  Herrn  Herausgeber  in  eine  besondere  Ab- 
theilung neben  den  elastischen  festen  Körpern  gebracht  werden,  von  diesem 
Herrn  zu  den  luftförmigen  oder  den  tropfbarflüssigen ,  elastischen  Körpern 
gezählt  werden,  darüber  lässt  uns  der  Herr  Profesor  leider  in  Zweifel. 

Zunächst  wird  auf  die  Arbeiten  von  Sophie  Germain  hingewiesen 
und  darauf  wird  Kirchhoff 's  Aufsatz  im  40.  Bande  von  Cr  eile's  Journal 
erwähnt.  Dann  werden  die  Gleichgewichtsbedingungen  aufgestellt  für  das 
Innere  und  für  die  Oberfläche  eine»  Körpers,  ferner  mit  Hilfe  des  d'Alem- 
b er  t' sehen  Princips  die  Gleichungen  für  die  Bewegung.  Darauf  werden 
die  elastischen  Kräfte  selbst  einer  Untersuchung  unterzogen.  Der  Begriff 
des  Potentials  wird  eingeführt  und  die  mechanische  Arbeit  der  elastischen 
Kräfte  bei  einer  unendlich  kleinen  Verschiebung  bestimmt  Für  die  elemen- 
tare Arbeit  der  inneren  elastischen  Kräfte  wird  folgende  Bezeichnung 
gewählt: 

—  *  /    /    I  O  .dx  .dy  .dt. 
Alsdann  wird  gezeigt,  dass  die  Function  O  die  Grössen  v ,  t;,  to,  welche  die 
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Verschiebang  eines  Punktes  (o?,  y,  2)  ausdrücken,  nicht  enthalten  kann, 
sondern  eine  Functipn  ist  von  folgenden  Grössen: 

dv       ^  dm     du      »     _y  . 

dl^^^^^      äi  +  ä^  =  ^^'^~^^*^'  . 

dm  du     dv      Y     _  TT 

Tz^^^'^'         Vy'^di^^^^'^  ^^'^- 

Endlich  wird  noch  nachgewiesen,   dass  die  Function  (D  sich  durch  eine 

Summe  von  Quadraten,  die  die  obigen  Grössen  enthalten,  ausdrücj^en  lasse. 

Der  Herr  Professor  sagt  nun  auf  Seite  218  über  die  Function  <Z>  wörtlich : 

,Die  Erfahrung  hat  gezeigt,  dass  die  Constanten  in  der 

Function  (D  stets  solche  Werthe  haben,  dass  die  Function 

wesentlich  positiv  ist." 

Auf  welchem  Wege  der  Herr  Bearbeiter  zu  dieser  „Erfahrung'^  über 
die  Function  (p  gelangt  ist,  darüber  schweigt  er  leider. 

Mit  Hilfe  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  oder  nach  dem 

Principe  des  Lagrange  ist 

d(ß  +  6)  =  0, 

rrc 

Sl^— I   I   f  Odxdy  dz 

das  Potential  der  inneren  elastischen  Kräfte  bezeichnet  und  wenn  S  das 
Potential  der  äusseren  Kräfte  ausdrückt. 

Aus  der  obigen  Gleichung  folgt ,  da  die  Variationen  von  x ,  y  und  z 
unabhängig  von  einander  sind,  dass  für  das  Gleichgewicht 

^^+"ä^+  dy  +  dz  ^^' 
^^+"ä^+  dy  ^  dz      ^' 

Der  Herausgeber  führt  hier  sowohl,  wie  auch  an  einer  andern  Stelle 
nur  diese  sechs  Gleichungen  als  Bedingungen  des  Gleichgewiclits  auf, 
ohne  die  folgenden  drei  zu  erwähnen: 

Da  die  elastischen  Kräfte  nicht  die  Grössen  u,  t;,  n>  enthalten,  sondern, 
wie  schon  erwähnt,  Functionen  sind  von  ^-^^TT^'YiTr'^^ 

du     dv     d  m  f  ^^     ^'^  ^^^       ' 

äi'    ä^"'"ä7'  |^UNiv>:R.,iry 
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dv      dw     du 

dw  •    du   .dv 

dz'     dy'^dx' 
so  kann  man  den  Werthen  von  u,  v  undtc,  welche  den  obigen  nenn  Gleich- 
ungen genügen,  noch  Werthe  hinzufügen,  welche  folgende  Form  haben : 

1)  a  =  ao  +  cy  — ftz, 

2)  »  =  6o  +  a2;  — coj, 

3)  w  =  Co  +  ftir  — «y. 

Darauf  werden  die  speciellen  Fälle  besprochen ,  wenn  6=0  and  wenn 

<P=aO.    Der  dritte  Fall  ist,  wenn  S=A  ist.  —  Da  nach  einem  Satze  der 

Variationsrechnung 

Ä(Ä  +  ö)==0 

mit  der  Bedingung  9^A  erfüllt  wird,  wenn 

so  müssen  für  diesen  Fall  die  ersten  sechs  Gleichungen  folgende  Form  an- 
nehmen : 

dZjs)    aZ(y)    dz^^)    u.nZr=(i 

«I'(*)  +  /5F(y)  +  yF(,)  +  f*ir=0, 

Die  übrigen  drei  Gleichungen  (die  der  Herausgeber  wieder  nicht  be- 
rührt) bleiben  dieselben,  fi  bezeichnet  eine  Grösse,  die  von  A  abhängig  ist. 
Genügen  die  Werthe  Uj,  t^i,  Wi  den  früheren  Gleichungen,  so  werden  die 

Werthe 

Ui       Vi       ro^ 

fi        fi         fi 

diese  befriedigen.  —  Schliesslich  wird  dann  noch  gezeigt,  dass^  wenn  die 
Werthe 

den  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  eines  Körpers  genügen,   dass  es 
dann  nicht  auch  noch  eine  andere  Reihe  von  Werthen 

«,,     »,,     ip, 
geben  kann,  wenn  nicht 

ti,  —  "i  =5  a©  +  cy  —  6  «,     »2  —  t^i  =  ^0  +  « 2;  —  c« ,    w,  —  w,  =  c^  -|-  ^^  —  «y. 

Nach  diesen  allgemeinen  Erörterungen  wird  nun  der  Fall  untersucht, 

dass  ein  Körper  überall  gleiche  Constitution  besitzt,  oder  wie  der  Herr 

Herausgeber   verbessert   hat,    ;,  dass    ein   Körper    in   Betreff   der 
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'W    rf-w^S^   ^  ^S^  •^Nrt'  ■•^^«'-■^■Vrf^.^'^S^'^'S^N^^-N^^^^^''^^^ 


Elasticität  eine  nach  allen  Bichtangen  symmetrisolie  Constitution 
besitzt." 

Mit  Hilfe  der  L am ^' sehen  TransfcArmationen  nimmt  nun  Q>  folgende 
Form  an: 

<I>  =  4  i  ö*+  f*  (-^%)  +  J^%f  +  Z«(.))  +  i  /*  (r(.)  +  Z»(,)  +  X}^y 

Die  Componenten  der  elastischen  Kräfte  werden  jetzt 

Die  drei  früher  verlorenen  Gleichungen  zeigen  sich  bei  dem  Heraus* 
geber  nun  wieder  in  folgender  Form : 


Y     ^7  {dv      dfV\ 


(du     dv\ 

6  bezeichnet  in  diesen  Gleichungen  die  Aenderung  der  Volnmeneinheit. 

Mit  Hilfe  dieser  Werthe  vereinfachen  sich  nun  die  Gleichungen, 
welche  den  Gleichgewichtszustand  ausdrücken,  und  die,  welche  die  6e- 
¥ceguDg  eines  Körpers  in  seinen  einzelnen  Theilen  bestimmen ,  bedeutend. 

Das  erste  Beispiel,  worauf  nun  diese Besultate  angewandt  werden,  ist: 
„Auf  die  Oberfläche  eines  Körpers  von  beliebiger  Gestalt,  der  von 
keinen  beschleunigenden  Kräften  getrieben  wird ,  soll  eine  allenthalben 
gleiche,  gegen  die  Oberfläche  gerichtete  Druckkraft  einwirken/' 

Das  zweite  Beispiel  bildet  die  Untersuchung  eines  Cylinders ,  dessen 
Basis  von  Zugkräften  angegriffen  wird. 

Das  dritte  Beispiel  für  die  Untersuchung  bildet  auch  ein  Cjlinder, 
dessen  Mantel  aber  von  Zugkräften  ergriffen  wird. 

Ein  viertes  Beispiel  bildet  die  Untersuchung  eines  Cylinders,  der  auf 
Torsion  in  Anspruch  genommen  wird. 

Dann  folgt  die  Untersuchung  der  Schwingungen  einer  gespannten  Mem- 
bran von  constanter  Dicke,  und  zwar  werden  die  beiden  Fälle  untersucbt, 
.wenn  die  Membran  ein  Rechteck  ist  und  wenn  sie  einen  Kreis  bildet. 

Es  folgt  nun  der  letzte,  der  sechste  Abschnitt:  „Bewegung  der  Flüs- 
sigkeiten".   Es  werden   zunächst  die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen 
für  compressible  Flüssigkeiten  aufgestellt.    Diese  sind : 
•v  i  dp      ^     du        du        du        du 

(f  dx  dt         d9        dy        dz 
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^v                           \  dp  ^.     dv  d  V  dv  d  V 

q  dy  dt  dx  dy  dz 

^v                          i  dp  „     dn>  dw  dfv  dw 

/                          Qdz  dt  dx  dy  dz 

Zu  diesen  kommt  dann  noch  hinzn: 

^Q,d{QU)        d(Qv)        d(QW) 

^^  ai""*"  ~dx~~+  'dT      dV^^ 

nnd 

Ist  die  Flüssigkeit  aber  incompressibel,  so  ist 
5  a)  ^  =  const. 

Der  Herr  Bearbeiter  sagt  nun  wörtlich  auf  Seite  268 : 

„Man  kann  aber  für  incompressible  Flüssigkeiten  die  Gleichung  5a) 
mit  4)  verbinden.  Es  folgt  nämlich  aus  der  Gleichung  5a)  so- 
fort, dass  das  totale  Differential  von  q  gleich  Null  sein  muss, 
d.h.: 

dg  ^  9   ,     dg.      dg 

dt         dx        dy        dz 

Führt  man  in  4)  die  Differentiationen  aus,  so  erhält  man 

dg  .      dg  .     dg  .      dg  .      (du  ,  dv     dn)\      ^ 
dt         dx        dy         dz     ^\dx     dy     dz) 

und  dies  mit  der  vorigen  Differentialgleichung  verbunden,  giebt 

.  dudv.dw^.. 

Hier  beweist  der  Herr  Professor  wenigstens  das  Eine 
sehr  deutlich,  dass  derselbe  nicht  einmal  die  ersten  Elemente 
der  Differentialreehnnng  anzuwenden  versteht.  Mehr  hinzuzufügen 
halte  ich  für  überflüssig« 

Es  schreibt  der  Herr  Bearbeiter  dann  weiter; 

,,§  101. 
„Die  partiellen  Differentialgleichungen  1),  2),  3)  des  vorigen  Para- 
graphen lassen  sich  zu  einer  einzigen  Gleichung  zusammenziehen,  wenn 
die  Componenten  der  äusseren  Kräfte  X,  F,  Z  die  nach  den  Ooordinaten 
genommenen  Derivirten  einer  Function  V  des  Ortes  sind,  d.  h.  wenn 
die  Gleichungen  gelten : 

^)  X-^-I         F-^  Z-i^ 

*^  ^-d^'     ^-gj,'      ^-dz- 

„Dies  trifft  bei  den  in  der  Natur  vorkommenden  Kräften  immer  (?) 
zu  und  daher  ist  es  wichtig,  gerade  diesen  Fall  besonders  zu  behandeln 

„Wir  setzen  zur  Abkürzung : 
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du   ,      du  ,     du   ^      du       _ 
dl         ox        cy         oz 
..  dv  dv         dv  dv 

drv  ^      dw  ^      dw  ,      dto       -. 
dt         dx        dy         dz 

„Mnltipliciren  wir  die  Gleichungen  1) ,  2) ,  3)  des  vorigen  Paragra- 
phen der  Reihe  nach  mit  dx^  dy,  dz  und  addiren,  so  ergiebt  sich  für 
compressible  Flüssigkeiten : 

c)      dr'-lo{Q)(^^dx  +  ^^dy  +  ^^dz\  =  Pdx  +  Qdy  +  EdZ', 

dagegen  für  incompressible  Flüssigkeiten : 

c»)      dr'--(l^dx  +  y^dy  +  ^^dz)==Pdx  +  Qdy  +  Rdz. 

Q  \ox  öy  oz     j 

„In  beiden  Fällen  ist  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  vom  Gleich- 
heitszeichen ein  vollständiges  Differential,  folglich  muss  auch 

Pdx-^Qdy  +  Rdz 
ein  solches  sein,  d.  h.  es  muss 

i^-.!^-^o        ^-?^=o        ?^-£^=o 
^  dy      dx        '      dz      dy        '      dx       dz 

sein.  —  Führt  man  an  P,  Q  und  R  Differentiationen  wirk- 
lich aus,  so  sieht  man,  dass  zu  dem  Bestehen  der  letzten  drei  Gleich- 
ungen die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  ist: 

V  du     dv dv     dm dtv     du 

^^  d^^di^^'      rz'^dl^^'      Vx^Tz        ' 

d.  h.  es  muss 

udx'\'Vdy  -^wdz^^dq} 

ein  vollständiges  Differential  sein.    Darnach  ist 

dq>  dw  dq> 

"T^-   '"äS'  "=55' 

„Die  Gleichungen -^i)  und  c*)  lassen  sich  dann  integriren  und  man 
erhält  für  compressible  Flüssigkeiten : 

dagegen  für  incompressible  Flüssigkeiten: 
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I*)  |?  +  j(,^+„«4.„.)=F-^  +  r. 

Vi  Q 

,,Die  Integrationsconstante  T  ist  von  x^  y^  z  unabhängig,  kann  aber 
noch  eine  Function  von  i  sein. 

„Die  Gleichungen  e),  welche  erfüllt  sein  müssen,  wenn  die  eben 
ausgeführte  Integration  zulässig  ist,  lassen  sich  noch  weiter  verein- 
fachen. Wir  wollen  voraussetzen,  die  Gleichungen  e),  oder  was  das- 
selbe ist,  die  Gleichungen  d)  seien  zu  einer  gewissen  Zeit  t  erfüllt.  Dif- 
ferentiiren  wir  die  erste  der  Gleichungen  f)  nach  y  und  die  zweite  nach 
Xy  so  findet  sich  durch  Subtraction: 

^  [F-y'eTx)   .  ^  \—d^^ )     ^  \ Vy ) 


+  —1 _ 1- : -^ :-  =  o, 


dt  '  dy  dx 

d.  h. : 


\dy     oxj 


\  =0. 

dt 

'„Durch   entsprechende  Behandlung  *  der  zweiten  und  dritten  und 
resp.  der  dritten  und  ersten  der  Gleichungen  f)  ergiebt.sich 


(dv     dn>\  (dm     du\ 

dz     dy)  \dx     dz) 


=  0,         r- ^  =  0. 


dt  '  dt 

„In  diesen  drei  Gleichungen  spricht  sich  aus,  dass 
die  Differenzen  auf  der  linken  Seite  der  Gleichungen  e} 
von  der  Zeit  unabhängige,  constante  Werthe  haben.  Sie  sind 
also  immer  =0,  wenn  sie  in  irgend  einem  Momente  den  Werth  0  haben^ 
z.  B.  zur  Zeit  f =0.  Demnach  finden  die  Gleichungen  I)  und  resp.  I  *) 
statt,  wenn  die  Anfangswerthe  der  Geschwindigkeit  Uq,  v^,  ir^  partielle 
Derivirte  derselben  Function  sind,  d.  h.  wenn 

^^  dy      dx        '      dz       dy        '      dx      dz 

Die  Gleichungen  g)  bilden  also  die  verain&ohte  Bedingung,  unter  der 
die  Gleichungen  I  und  I*)  giltig  sind?  —  Wodurch  die  Gleichungen  g)  ein- 
facher sind  als  die  allgemeinen  e),  scheint  Geheimniss  des  Herrn  Professors 
zu  sein,  wenn  derselbe  nicht  etwa  glaubt,  dass  ein  mathematischer  Aus- 
druck einfacher  wird^  wenn  man  sämmtlichen  Grössen  Indices  giebt.  — 
Ich  muss  aber  auch  noch  den  ausgezeichneten  Beweis  mit  ein  paar  Worten 
berühren,  durch  den  der  Herr  Professor  zu  der  gerühmten  Vereinfachimg 
gelangt.  Der  Herr  setzt  voraus,  dass  zu  einer  bestimmten  Zeit,  z.  B.  teiO| 
die  Gleichungen  e)  giltig  sind ,  das&.  also 


Vdy     dx\      ""^' 
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••,^^*^»^'*.^ -< 


and  beweist  dann  aaf  einem  weiten  Umwege,  dass  nan  auch 


L^-     -  -      =0. 


dt 

Eines  solchen  Beweises  bedarf  es  aber  darchans  nicht, 
wenn  derselbe  nicht  etwa  dazn  dienen  soll,  dem  mathemati- 
schen Publikum  zu  zeigen,  wie  gross  die  Fähigkeiten  des 
Herrn  Heransgebers  sind. 

Riemann  hat  an  dieser  Stelle  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass, 
wenn  nur  zu  irgend  einer  bestimmten  Zeit,  z.  B.  zur  Zeit  /=0,  die  Gleich- 
ungen e)  Geltung  haben,  dass  dann  auch  stets  für  diesen  Moment  die  Gleich- 
ungeo  I)  und  I*)  giltig  sind,  selbst  wenn  nicht  allgemein  die  An- 
nahme gemacht  wird,  dass  JT,  1^  und  Z  die  Derivirten  einer  Fuuction 
nach  X,  y  und  z  sind.  Die  Eichtigkeit  dieser  Behauptung  ergiebt  sich, 
wenn  man  bedenkt,  dass  die  Gleichungen  I)  und  I*)  durch  Integrationen 
entstehen,  die  unabhängig  von  i  sind. 

Es  folgen  nun  die  Untersuchungen  Über  die  Fortpflanzung  der  Schwing- 
ungen in  einem  compressibeln  Medium.  Es  wird  hier  von  Tornherein  die 
beschränkende  Voraussetzung  gemacht,  dass  die  Dichte  sich  so  wenig  än- 
dert, dass  die  Dichte  q  während  der  Bewegung,  dividirt  durch  die  Dichte  zf 
während  der  Ruhe ,  also 

und  dass  8  ein  sehr  kleiner  Bruch  sei. 

Zuerst  wird  der  Fall  untersucht,  wenn  nur  Bewegung  parallel  der  X- 
Axe  vorhanden  in  einer  unendlichen  Flüssigkeit.  Darauf  wird  der  Fall 
behandelt,  dass  sich  im  Punkte  a;=0  eine  feste  Wand  befindet.  Drittens 
wird  der  Fall  besprochen,  wenn  die  Bewegung  von  allen  drei  Coordinaten 
abhängig  ist.  Besonders  von  Interesse  ist  bei  diesem  Falle  noch ,  dass  die 
sechsfachen  Integrale,  zu  denen  die  Anwendung  des  Fouri  er 'sehen  Lehr- 
satzes führt,  sich  auf  Doppelintegrale  zurückführen  lassen. 

Den  Schluss  des  Buches  bildet  die  Untersuchung  der  Bewegung  eines 
festen  Körpers  in  einer  unbegrenzten,  incompressibeln  Flüssigkeit,  und 
zwar  das  Dirichle tische  Beispiel:  „Die  Bewegung  einer  Kugel*^ 

Der  Herr  Herausgeber  hat  am  Schlüsse  jedes  der  letzten  drei  Ab- 
schnitte einige  Literatur  angeführt;  wie  unvollständig  indessen  diese  Lite- 
ratur ist,  kann  der  geehrte  Leser  daraus  ersehen,  dass  nicht  einmal  die  Ar- 
beit von  de  Saint-V^nant:  „Die  Biegung  prismatisclver  Körper*^  er- 
wähnt ist.  Ja  noch  mehr.  Nicht  einmal  Riemann*s  eigene  Arbeit* 
„Ueber  die  Fortpflanzung  ebener  Luftwellen  von  endlicher  Schwingungs- 


*  Band  VIII  der  Abhandlungen  der  könlgl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  eu 
Göttingen, 
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weite*'  findet  Platz,  obgleich  dieselbe  die  vorhin  erwähnte  üntersncbinig 
über  die  FortpflaDzung  der  Bewegung  in  einem  compressibeln  Medium  als 
einen  speciellen  Fall  in  sich  scbliesst.  Es  bAtte  sich  um  so  mehr  wohl  er- 
warten lassen,  dass  der  Herr  Professor  diese  Arbeit  citirt  hätte,  da  der- 
selbe dann  wenigstens  noch  einen  Ornnd  mehr  gehabt,  weshalb  derselbe  auf 
Riemann^s  jüngste  Vorlesungen  im  Sommer  1862  gar  keine  Eücksicbt 
genommen.  Biemann  hat  im  Sommer  1862  ungefähr  dasselbe  über 
Schwingungen  von  endlicher  Weite  in  seinen  Vorlesungen  über  partielle 
Differentialgleichungen  vorgetragen ,  was  sich  in  der  genannten  Arbeit 
findet.  Der  Hauptgrund,  der  den  Herrn  Professor  bewogen  hat,  sieb  um 
Kiemann*s  jüngste  Vorlesungen  über  diesen  Gegenstand  nicht  zn  küm- 
mern ,  wird  wahrscheinlich  der  gewesen  sein ,  den  derselbe  in  seiner  Bro- 
schüre* ausspricht:  „Es  hat  viel  für  sich,  ganz  nach  eigenem 
Sinne  und  ganz  aus  einem  Guss  zu  arbeiten.  Und  es  ist  fO 
tlkss,  auf  die  fertige  Arbeit  blicken  zu  können  mit  dem  Ge- 
danken:   Ich  habe  Alles  selbst  gemacht.*' 

Schliesslich  muss  ich  aber  noch  einmal  auf  den  letzten  Theil  der  citir- 

• 

ten  Vorrede  zurückkommen.  Dieser  Theil  lautet: 

„Am  Schlüsse  des  Semesters  hat  Biemann  auch  noch  die  Be- 
wegung eines  Binges  in  einer  unendlichen  Flüssigkeit,  analog  der  Di- 
richlet'schen  Aufgabe  von  der  Kugel  bebandelt.  Er  hat  sich  jedoch 
darauf  beschränkt,  in  die  partielle  Differentialgleichung  Bingcoordinaten 
einzuführen  und  für  die  Lösung  den  Weg  im  Grossen  vorzuschreiben. 
.  Bei  der  Durchführung  der  Becbnung  bleibt  mir  noch  ein  Punkt  aufzuklä- 
ren und  ich  möchte  deshalb  das  Problem  für  eine  besondere  Bearbeitung 
vorbehalten.'^ 

Zunächst  will  ich  bemerken,  dass,  soviel  mir  bekannt,  Biemann  nie 
den  Ausdruck  „Bingcoordinaten"  gebraucht  hat,  sondern  wahrscheinlich  ist 
der  von  Biemann  benutzte  Ausdruck  ,,Semipo]arcoordinaten'*  identisch 
mit  den  Bingcoordinaten  des  Herrn  Professors.  Biemann  hat  auch  nicht 
den  von  dem  Herrn  Bearbeiter  an  mehreren  anderen  Stellen  beliebton  Aus- 
druck „Ungleichung'*  statt  ,, Ungleichheit**  angewandt.  Auch  diese  Verbes- 
serung scheint  der  Herr  Professor  für  nothwendig  gehalten  zu  haben. 

Was  nun  aber  die  Theorie  der  Bewegung  eines  Binges  in  einer  FIüs- 
sigkeit  betrifft,  so  muss  ich  das  in  der  Vorrede  Gesagte  mindestens  als  un- 
genau bezeichnen.  Meine  Aufzeichnungen,  die  ich  im  März  1861  während 
der  Vorlesung  gemacht  habe,  enthalten  vier  particuläre  Lösungen  der  Dif- 
ferentialgleichung in  folgender  Form : 

^  ^   \+  Cjji^^.f{t)  .sinfA^p  .sinvtp  +diik^p.  f{i)  .sinii^.cosvfp) 


*  Elliptische  Functionen   ans  dem  Nachlasse  von  Gauss.      Ein  Beitrug  su 
einem  Schreib-  und  Druckfehlerverzeichniss  von  Dr«  Hattendorff. 
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f{t)  bezeiebnet  vier  verschiedene  hypergeometrische  Reihen.  Nor  eine 
dieser  vier  Reihen  hat  die  Eigenschaft,  dass  sie  ansserhalb  des  Ringes 
stetig  bleibt  und  in  der  Oberfläche  desselben  einen  bestimmten  Werth  an- 
nimmt.   Der  Werth  dieser  Reihe  ist  folgender: 


/•(/)  =  <*+'' 


^^+i  ^+* 


1  v+1 


■*■ Tt  •  (»  +  !)(.+ 2)  "^     +— J- 

Unvollendet  hat  Riemann  die  Lösnng  der  Aufgabe  nnr  insofern  ge- 
lassen,'als  Q(  den  Werth  der  willkürlichen  Constanten  nicht  so  bestimmt 
hat,  dass  sie  den  anfgestellten  Bedingungsgleichungen  genügen;  indessen 
ist  von  Riemann  der  Weg  hierhin  zu  gelangen  zum  l^heil  noch  geebnet, 
zum  Theil  vorgezeichnet.  Aus  diesem  Grunde  möchte  ich  daher  den  Herrn 
Professor  Hattendorff  bitten,  den  folgenden  Satz  der  Vorrede  als  un- 
wahr zu  streichen: 

„Er  (Riemann)  hat  sich  jedoch  darauf  beschränkt,  in  die  par- 
tielle Differentialgleichung  Ringcoordinaten  einzuführen  und  für  die  Lö- 
sung den  Weg  im  Grossen  vorzuschreiben." 

Ferner  möchte  ich  den  Herrn  Herausgeber  noch  ersuchen,  statt: 
„Bei   der  Durchführung  der  Rechnung  bleibt  mir  noch  ein  Punkt 
aufzuklären" 
zu  schreiben : 

„Bei  der  Durchführung  der  Rechnung  ist  mir  Einiges  (oder  auch 
vielleicht  —  Manches)  unklar  geblieben;  ich  werde  daher"  etc. 

Ich  halte  diese  Verbesserung  deshalb  für  nothwendig,  damit  der  Leser 
nicht  etwa  auf  den  Gedanken  komme,  Riemann  habe  seinen  Schülern  Un- 
fertiges vorgeführt.  Der  Herr  Professor  Hattendorff  findet  dann  auch 
vielleicht  noch  Platz,  um  zu  erklären,  ob  in  Riemann's  handschriftlichem 
Nachlasse  auf  diesen  Gegenstand  Bezügliches  sich  vorfindet  oder  nicht. 

Lüneburg,  im  Februar  1870. 

Dr.  F.  GÖDECKBB. 


TTeber  dos  Zurftekbleiben  der  Alten  in  den  HatorwiMengohaften,  Recto- 
ratsrede  von  C.  v.  Littrow.    Wien,  Gerold. 

Durch  eine  Reihe  von  astronomischen  Thatsachen  sucht  der  Verfasser 
zu  beweisen,  „dass  es  den  Sinnen  der  Griechen  an  der  Schule  für  genaue 
Beobachtung  gebrach ,  dass  sie  als  Naturforscher  2m  sehen  noch  nicht  ge- 
lernt hatten" ,  oder ,  wie  er  sich  S.  15  ausdrückt ,  „dass  es  den  Alten  selbst 
an  der  primitivsten  Beobachtungsgabe  gefehlt  habe".    Diese  Ansicht  er- 
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scheint  dem  Referenten  ziemlich  oberflächlich ;  sie  steht  ohnehin  im  Wider- 
spruche mit  der  eigenen  Angabe  des  Verfassers  (S.  5),  wonach  die  Griechen 
sich  von  der  Bewegung  des  in  unseren  Breiten  so  schwer  sichtbaren  Plane- 
ten Mercur  eine  verhältnissmässig  genaue  Kunde  verschafft  haben ,  die  ans 
erst  durch  das  Fernrohr  vermittelt  worden  ist.  Gerade  diese  Thatsache 
beweist,  dass  die  Alten  recht  gut  beobachten  konnten,  wenn  sie  wollten; 
aber  sie  wollten  eben  nicht.  Der  Grund  hiervon  ist  jedem  klar,  der  die  Ge- 
schichte der  griechischen  Philosophie  etwas  näher  kennt.  Schon  Zenon 
aus  Elea  leugnete  die  unendliche  Theilbarkeit  und  suchte  die  Nichtexistens 
des  Baumes,  sowie  die  Unmöglichkeit  der  Bewegung  (der  Pfeil,  Achilles 
und  die  Schildkröte)  nachzuweisen ;  dabei  war  es  ihm  aber  keineswegs  um 
blose  Sophistereien  zu  thun,  sondern,  wie  schon  Tennemann  riqhtig  be- 
merkt hat,  um  einen  apagogischen  Beweis  des  Satzes,  dass  alle  Sinnes- 
anschauung  trüglich  sei.  Diese  letztere  Ansicht  zieht  sich  mit  der  Beharr- 
lichkeit eines  Axioms  durch  die  gesammte  griechische  Philosophie  hindurch 
und  erhält  ihren  schärfsten  Ausdruck  bei  Pia  ton,  welchem  die  sinnlich 
erkennbare  Welt  als  wesenloses  Schattenbild  erscheint,  wogegen  die  Wahr- 
heit einzig  und  allein  in  der  Welt  der  Ideen  lebt,  die  aber  schlechterdings 
nicht  durch  Beobachtung,  sondern  nur  durch  reines  Denken  erkennbar  ist. 
(Vergl.  den  Anfang  des  7.  Buches  vom  Staate.)  Dem  entsprechend  lässt 
Pia  ton  den  Sokrates  (im  Phädon)  sagen,  „er  habe  sich  zwar  sehr  für 
Physik  interessirt;  aber  was  er  auch  gemeint  verstanden  zu  haben,  sei  ihm 
bei  weiterem  Nachdenken  wieder  undeutlich  geworden ,  und  so  glaube  er, 
die  Götter  wollten  nicht,  dass  Menschen  die  Naturgesetze  erkennen  sollten." 
Wenn  sich  aber  die  eminentesten  Griechen  in  einem  solchen  Sinne  ausspre- 
chen, so  ist  es  nicht  wunderlich,  dass  ihre  Landsleute  die  Naturerscheinun- 
gen mit  ebenso  wenig  Ernst  betrachteten,  wie  wir  ein  Schattenspiel  oder  die 
bunt  wechselnden  Bilder  des  Kaleidoscops.  —  Erst  mit  dem  Erlöschen  der 
griechischen  Philosopie  überhaupt  verlor  sich  das  Misstrauen  gegen  die 
Sinnesanschaunng,  und  von  diesem  Augenblicke  an  traten  Astronomen  wie 
Hipparchos,  Sosigenes,  Ptolemäus  etc.  auf,  von  denen  wohl  Nie- 
mand behaupten  wird,  „dass  es  ihnen  selbst  an  der  primitivsten  Beobach- 
tungsgabe gefehlt  habe*^  . 

Im  Uebrigen  enthält  das  Schriftchen  einige  hübsche  Bemerkungen  zur 
Geschichte  der  Astronomie.  In  sprachlicher  Beziehung  ist  der  häufig  wie- 
derkehrende ungeschickte  Gebrauch  des  Wortes  „ausnehmen"  lästig,  z.  B. : 
„man  kann  in  den  PIejaden  elf  Sterne  ausnehmen",  oder  „kleine  Sterne 
neben  hellen  lassen  sich  imZwielichte  weit  eher  ausnehmen,  als  in  tiefer 
Nacht"  und  so  öfter.  Solche  niederösterreichische  Provincialismen  gehören 
nicht  in  die  Schriftsprache,  der  so  gute  Worte,  wie  „b6obachten^^,  „wahr- 
nehmen",  „unterscheiden"  u.  a.  zu  Gebote  stehen. 

SCHIiÖMILCH. 
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Heber  die  Beitimmimg  von  Lftngendifferemen  mit  Hilfe  des  elektmehen 
Telegraphen.  Von  Dr.  Th.  Albbecht,  Assistent  am  Centralbareaa 
der  europäischen  Gradmessnng  zu  Berlin«  Leipzig,  Verlag  von 
EDgelmann  1800. 

Der  Verfasser  sagt  in  der  Vorrede:  „In  den  letzten  Jahrzehuten  ist 
bereits  eine  grössere  Zahl  telegraphischer  Längenbestimmungen  aus- 
geführt und  ein  reicher  Schatz  von  Erfahrungen  hierbei  gesammelt  worden, 
80  dass  es  mir  von  Interesse  schien,  eine  Zusammenstellung  der  wesentlich- 
sten Wahrnehmungen  dieser  Art  vorzunehmen  und  unter  Berücksichtigung 
dieser  Erfahrungen  die  verschiedenen  Methoden  der  telegraphischen  Län- 
genbestimmung hinsichtlich  ihrer  leichten  und  bequemen  Handhabung  näher 
zu  untersuchen.  Ich  habe  versucht,- in  der  vorliegenden  Schrift  eine  solche 
Discusslon  zu  liefern,  und  neben  der  Angabe  der  bequemsten  und  sichersten 
Verfahrungsweisen  mein  Bestreben  besonders  auch  auf  Untersuchung  des 
Genauigkeitsgrades  sowohl  der  astronomischen  Zeilbestimmung  und  der  re- 
sultirenden  Längendifferenz,  als  auch  der  einzelnen  Reductionselemente 
gerichtet,  weil  durch  eine  solche  Betrachtung  wesentliche  Momente  zur  Be- 
nrtheilung  der  Güte  der  einzelnen  Methoden  erlangt  werden.  Zugleich 
schien  mir  erwünscht,  eine  kurze  Anleitung  zur  Ausführung  und  Berechnung 
der  Längenbestimmungen  zu  geben,  weil  ich  hoffe,  doss  eine  solche  gerade 
jetzt ,  wo  eine  grössere  Zahl  telegraphischer  Längenbestimmungen  zum 
Zwecke  der  europäischen  Gradmessung  ausgeführt  werden,  von  einiger 
Bedeutung  sein  könnte.*^ 

Um  mit  wenigen  Worten  die  Leistung  des  Verfassers  zu  charakterisi- 
ren,  darf  man  sagen,  dass  derselbe  eine  zeitgemässe  Idee  mit  äusserst  an- 
erkennenswerther  Sorgfalt  ausgeführt  hat.  Auch  für  Diejenigen,  welche 
nicht  gerade  Astronomen  von  Fach  sind,  dürfte  die  vorliegende  Schrift 
manches  Interessante  enthalten,  wie  z.  B.  die  genaue  Untersuchung  über 
persönliche  Fehler  und  deren  Variationen. 

SCHLÖMILCH. 


Heues  logarithmisoh-trigonometritoheB  Handbneh  auf  sieben  Deoimalen. 
Bearbeitet  von  Dr.  C.  Bruhns,  Director  der  Sternwarte  und  Profes- 
sor der  Astronomie  in  Leipzig.  Verlag  von  B.  Tauchnitz.  Leipzig 
1870. 

Der  wesentlichste  Unterschied  zwischen  den  vorliegenden  und  den 
älteren  Tafeln  von  Bremiker  und  Schrön  besteht  darin,  dass  die  Loga- 
rithmen der  trigonometrischen  Functionen  von  0^  bis  5^  50'  von  Secunde  zu 
Secunde  angegeben  sind,  während  sie  darüber  hinaus  von  zehn  zu  zehn  Se- 
cunden  fortgehen.    Der  übrige  Inhalt  des  Werkes  ist  der  gewöhnliche ,  wie 
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dies  der  Natnr  der  Sache  nach  nicht  anders  sein  kann.  Ueber  die  Correct- 
heit  desselben  lässt  sich  begreiflicherweise  für  jetzt  kein  Urtheil  f&llen; 
doch  kann  man  erwarten,  dass  eine  fünfmalige  Correctnr,  bei  welcher  die 
Tafeln  von  Bremiker  nnd  Schrön,  der  Thesaums  logariihmorum  von 
Yoga  nnd  Taylor 's  Table  of  logarilhms  nach  einander  benatzt  worden, 
eine  grosse  Znyerlässigkeit  bieten  werde.  Die  typographische  Aasstattang 
ist  eine  sehr  sorgfältige  and  zeichnet  sich  namentlich  darch  einen  Snsserst 
scharfen  (dem  Referenten  fast  zn  scharfen)  Typenschnitt  aas. 

SCHLÖMII<CH. 
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Eapoustin,  f.,  Methode  graphique  pour  diviser  un  angle  en  un 
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Wehrle,  J.,  Projective  Abhandlung  über  Steinschnitt.  4.  Lief. 
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SteinhauseB;  A.,  Ueber  die  geometrische  Construction  der  Ste- 
reoscopbilder.    Graz »  Lejkam.  %  Thlr. 

Eberhard,  K.,  Betrachtung  der  Niveauflächen  und  des  hydro- 
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cale  Axen  rotirenden  Flüssigkeit.    Berlin,  Calvarj  &  Comp. 

16  Ngr. 

Hagen,  G.,  Ueber  die  Bewegung  des  Wassers  in  cjlindrischen 
nahezu  horizontalen  Leitungen.    (Akad.)    Berlin,   Dümmler. 
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Kann,  J.,  Die  Würmeabnahme  mit  der  Höhe  von  der  Erd- 
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Recensionen. 

üebniigsbuch  zum  Studinm  der  höheren  Analytis.  Von  Dr.  Oskar  Schlö- 
HiLCH,  königl.  Sachs.  Hofratfa  nnd  Professor,  Ritter  desk.s.C.-V.-O. 
etc.  Zweiter  Theil :  Aufgaben  aus  der  Integralrechnung.  Mit  Holz- 
schnitten im  Texte.  Leipzig,  Druck  und  Verlag  von  B.  6. Teubner. 
1870. 

Der  Verfasser  sagt  im  Vorwort:  „Da  ich  in  der  Vorrede  zum  ersten 
Theile  des  vorliegenden  Werkes  mich  hinreichend  über  dessen  Zweck 
ausgesprochen  habe,  so  bedarf  es  nur  weniger  Worte  zur  Einführung 
des  zweiten  Theiles.  Die  Aufgaben  des  ersten  Capitels  enthalten  zwar 
nichts  Neues,  aber  sie  bilden  nun  einmal  das  unentbehrliche  Handwerks- 
zeug der  Integralrechnung  und  konnten  daher  nicht  wegbleiben.  In  den 
übrigen  Capiteln  dagegen  wird  man  fast  durchaus  neue  Beispiele  finden 
und  zwar  nur  solche,  die  zu  eleganten  Resultaten  führen  und  dadurch  das 
Interesse  des  Studirenden  wach  erhalten.  Aus  dem  letzteren  Grunde  habe 
ich  auch  die  meisten  Beispiele  zur  Integration  von  Differentialgleichungen 
in  das  Gewand  geometrischer  Aufgaben  gekleidet.** 

Inhalt. 

Capitel  I.  Integration  von  entwickelten  Functionen  einer  Variabelen. 
§  1:  Grundformeln  und  allgemeine  Regeln.  §2:  Integration  rationaler 
Functionen  (50  Beispiele).  §3:  Fortsetzung.  Integration  durch  Zerlegung 
in  Partialbrüche  (25  Beispiele).  §4:  Integration  irrationaler  Functionen 
(40  Beispiele).  §  5:  Fortsetzung.  Integration  durch  Ration alisirung  (28 
Beispiele).  §  6 :  Integration  exponentialer  und  logarithmischer  Functionen 
(22  Beispiele).  §7:  Integration  goniometrischer  Functionen  (45  Beispiele). 
§8:  Integration  cjclometrischer  Functionen  (26  Beispiele).  §0:  Integra- 
tion mittels  unendlicher  Reihen  (24  Beispiele). 

Capitel  II.  Quadraturen  und  Rectificationen.  §  10:  Die  Quadratur 
ebener  Curven  (30  Beispiele).     §11;  Vermischte  Aufgaben  über  Quadra- 
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turen  (9  Beispiele).  §  12:  Die  Rectafication  ebener  Carven  (34  Beispiele); 
§13:  Vermischte  Aufgaben  über  Eectificationen  (2  Beispiele).  §14:  Qua- 
dratur und  Eectification  zweiqr  besonderen  Gattungen  von  Carven.  §  15: 
Die  Rectification  räumlicher  Curven  (20  Beispiele). 

Capitel  III.  Cubaturen  und  Complanationen.  §16:  Die  Cnbatnr  be- 
grenzter Volumina  (32  Beispiele).  §17:  Die  Complanation  von  Cjlinder- 
fiächen  (18  Beispiele).  §  18:  Die  Complanation  von  Umdrehungsflächen 
(20  Beispiele). 

Capitel  IV.  Einfache  bestimmte  Integrale.  §  19:  Berechnung  der 
Werthe  von  bestimmten  Integralen  (57  Beispiele).  §20:  Transformationen 
bestimmter  Integrale  (12  Beispiele).  §  21 :  Die  Variation  der  Constanten 
(18  Beispiele). 

Capitel  V.  Beiben ,  Producte  und  bestimmte  Integrale.  §  22 :  Ent> 
Wickelung  bestimmter  Integrale  in  Reihen  oder  Producte  (15  Beispiele). 
§  23:  Summirung  von  Reihen  mittels  bestimmter  Integrale  (9  Beispiele). 

Capitel  VI.  Die  Doppelintegrale  und  ihre  geometrischen  Anwendungen. 
§  24:  Allgemeine  Formeln  und  Regeln.  §  25:  Cubaturen  durch  Doppelinte- 
grale in  rechtwinkligen  Coordinaten  (36  Beispiele).  §  26 :  Cubaturen  darch 
Doppelintegrale  in  räumlichen  Polarcoordinaten  (8  Beispiele).  §27:  Com- 
planationen durch  Doppelintegrale  in  rechtwinkligen  Coordinaten  (24  Bei- 
spiele). §28:  Complanationen  durch  Doppelintegrale  in  räumlichen  Polar 
coordinaten  (7  Beispiele).  §  29:  Vermischte  Aufgaben  über  Doppelintegrale 
(7  Beispiele). 

Capitel  Vn.  Die  dreifachen  Integrale.  §  30:  Allgemeine  Formeln  and 
Regeln.   §  31 :  Beispiele  für  dreifache  Integrationen  (21  Beispiele). 

Capitel  VIII.  Die  Mittelwerthe  gegebener  Functionen.  §  32:  Ein- 
fachste Fälle  der  Bestimmung  von  Mittelwerthen  (3  Beispiele).  §33:  Die 
mittleren  Radien  von  Carven,  Flächen  und  Körperräumen  (11  Beispiele). 
§  34:  Die  näh erungs weise  Darstellung  von  Functionen  einer  Variabelen 
(5  Beispiele).  §35:  Die  näherungswoise  Darstellung  von  Functionen  zweier 
Variabelen  (2  Beispiele). 

Capitel  IX.  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  §36:  Allgemeine 
Regeln.  §  37:  Einfache  lineare  Differentialgleichungen  (30  Beispiele). 
§38:  Homogene  lineare  Differentialgleichungen  (20  Beispiele).  §39:  Diffe- 
rentialgleichungen verschiedener  Grade  (35  Beipiele).  §40:  Die  Evolven- 
tare (4  Beispiele).  §41:  Die  Trajectorien  (12  Beispiele).  §  42:  Die  Boll- 
curven  (10  Beispiele). 

Capitel  X.  Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen.  §  43:  Die 
einfachsten  Formen  der  Dlfferentialgleichangen  zweiter  Ordnung  (38  Bei- 
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spiele).  §  44:  Lineare  Di£Perentialgleichnngen  zweiter  Ordnang  (12  Bei- 
spiele). §  45:  Homogene  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  (8  Bei- 
spiele).   §46:  Functionalgleichnngen  (6  Beispiele). 


Teorioa  delle  ftinzioni  di  variabili  oomplette.    Dal  Do^t.  Felicb  Caso- 
BATi.     Pavia ,  Tipografia  dei  fratelli  Fusi. 

L'ouvrage  dont  nous  venons  de  transcrire  le  titre  doit  compter,  sans 
contredit,  parmi  les  plus  importantes  productions  scientifiques  de  ces  der- 
niires  annöes.  Son  bnt  est  Texposition  compl^te  de  cette  brauche  d'analjse 
que  C\uchy  a  fond^e,  et  dont  Riemann  a  ^t^  le  second  cr^ateur. 

Les  d^couvertes  de  Cauchj  ont  trouv^  daus  notre  pays  de  lumineux 
interpr^tes  et  doivent  aux  g^omMres  fran^ais  d^importantes  additions.  Mais 
jusqu^ici  la  doctrine  de  Riemann  ne  nous  ^tait  gu^re  connue  que  par  les 
onyrages«de  ses  disciples,  Berits  presque  tous  dans  une  langue  dont  l'^tude 
est  malheureusement  tropsacrili^e  cheznous  aux  pr^tendues  exigences  litt^- 
raires  de  Tesprit  fran^ais.  Aussi  devons-nous  nous  r^jouir  de  la  publication 
d^un  livre  dont  la  langue  est  facilement  intelligible  k  tout  Fran^ais  un  peu 
lettr^,  et  composä,  en  outre,  avec  un  remarquable  talent  par  un  g^om^tre 
qui,  tout  jeune  encore,  a  su  d^jä  si  bien  se  rendre  maltre  du  vaste  ensemble 
des  th^ories  qui  gravitent  autour  de  son  sujet  principal. 

Le  premier  volume,  le  seul  qui  ait  pam  jusqu^^  ce  jour,  se  compose  de 
deux  parties  principales,  dont  la  premi^re,  sous  le  titre  d^lniroducäon,  con- 
tient  UD  aperQU  historique  du  döveloppement  de  la  th^orie'  des  quantit^s 
complexes.  Cet  aper<;u,  qui  formerait  k  lui  seul  un  excellent  memoire,  est 
un  r^sum^  substantiel  et  m^thodique  des  plus  grandes  d^couvertes  de  Tana- 
lyse  moderne,  oü  la  part  de  chaque  g^om^tre  est  indiqu^e  et  appr^ci^e  avec 
autant  de  clart^  que  de  profondeur.  Les  cent  quarante-trois  pages  que 
Tauteur  a  cousacr^es  k  cet  objet  seront  un  pr^cieux  secours  pour  tous  ceux 
qui  voudront  se  mettre  au  courant  des  hautes  th^ories  analytiques ,  et  qui, 
priv^s  de  ce  fil  conducteur,  ne  sauraient  comment  s'orienter  au  milieu  de 
tant  de  travaux,  diff^rents  par  l'esprit  comme  par  la  forme,  et  dont  rien  ne 
leur  indique  d'avance  la  d^pendance  mutuelle,  non  plus  que  Tordre  dans 
lequel  il  convient  de  les  Studier. 

Cette  introduction  est  divis^e  en  deux  chapitres ,  dont  le  premier  con- 
tient  rhistoire  de  la  thöorie  des  fonctions  elliptiques  et  aböliennes,  une  des 
plus  importantes  applications  des  quantit^s  complexes,  dans  laquelle  Tem- 
ploi  de  ces  quantit^s  a  ete  la  condition  ndcessaire  des  d^couvertes  d'Abel 
et  de  Jacob i.  M.  Casorati  trace  le  tableau  des  progris  successifs  de 
cette  brauche  de  Tanalyse ,  depuis  les  trayaux  de  Fagnani  et  d' Euler, 
jusqu'^  ceux  de  Cayley,  d'Eisenstein,  d'Hermite,  de  Weier- 
strass. 
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Le  second  cLapitre  traite  plas  particuli^remeot  des  variablßs  complexes 
et  des  fonctions  de  ces  variables.  L*aatear  coramence  natarellement  par 
Texpos^  des  travaux  de  Canchy  sur  ce  sojet;  il  ^tablit  nettement  et  avec 
impartialit^  la  part  qui  revient  k  ce  grand  analjste  dans  des  d^couvertes 
dont  quelques  auteurs  allemands  semblent  parfois  trop  dispos^s  k  attribner 
tout  rhonneur  k  leurs  compatriotes. 

Citons,  k  ce  propos,  quelques  pages  de  la  remarquable  ^tude  qae  M. 
Beltrami  a  consacree  au  livre  de  M.  Casorati,  dans  le  Giornale  dt  Mate- 
matiche  de  Naples ,  t.  VII ,  1869 ,  p.  36  et  suiv.  Ces  pages  nous  paraissent 
^minemment  propres  k  faire  saisir  les  points  de  contact  entre  Toeuvre  de 
Canchj  et  celle  de  Kiemann,  et  k  montrer  ce  que  le  second  doit  au 
premier : 

„Ün  de  ces  points  de  contact  se  präsente  d^s  les  premiers  pas  que  Ton 
fait  dans  la  tb^orie  g^n^rale  des  fonctions,  savoir :  dans  la  conception  naSme 
de  la  fonction.  D^jä  Cauchj  avait  reconnu  qü*il  convient  de  faire  ab- 
straction  de  toute  supposition,  explicite  ou  implicite,  de  Texisteoce  d^ane 
formule  analytique  de  nature  quelconque,  et  de  ne  considörer  que  la  döpen- 
dance  qui  doit  avoir  lieu  entre  la  valeur  de  la  variable  et  celle  de  la  fonc- 
tion. Mais,  dans  le  passage  de  la  variabilit^  reelle  k  la  variabilit^  com: 
plexe,  Cauchy  avait  donn6  k  ce  principe  nne  extension  trop  grande,  ce  qui 
Favait  condnit  k  distinguer  par  une  appellation  speciale  {monogenes)  les  fonc- 
tions auxquelles  Riemann,  mieux  inspir^,  a  cru  devoir  r^server  exclusive- 
ment  la  denomination  de  fonctions  (d^une  variable  complexe).  Ce  point  est 
tr^s -  clairement  expos^  par  M.  Casorati  dans  son  pr^ambule  bistorique, 
ainsi  que  dans  les  premiers  cbapitres  de  la  deuxi^me  section . . . 

„Quant  ä  la  d^finition  d^une  fonction  au  mojen  de  propri^t^s  caracte- 
ristiques  süffisantes,  ce  sujet  n^est  pas  encore  traitö  dans  le  volnme  pablie, 
bien  que  Tauteur  laisse  entrevoir  k  plusieurs  reprises  dans  ViniroducÜon 
(p.  134 — 136,  par  exemple)  toute  Timportance  de  ce  nouveau  point  de  vuo, 
qui,  employö  primitivement  dans  les  m^tbodes  de  la  pbjsique  matbema- 
tique,  et  introduit  ensuite  avec  beaucoup  d^avantages  dans.Tanalyse  pure, 
semble  se  rapprocber  singuli^rement  de  celui  de  la  göom<$trie  moderne, 
suivant  leqnel  les  propriet^s  des  figures  s'^tablissent  comme  cons^quences 
de  quelques  donni^es  caracteristiques ,  sans  faire  aucun  usage  des  ^quations 
analytiques. 

„Parmi  les  nombreux  mörites  qui  appartiennent  k  Caucby  en  ce  qui 
touche  au  perfectionnement  gdnc^ral  de  la  science,  on  doit  mettre  en  pre- 
mi^re  ligne  celui  d^avoir  constamment  soutenu,  d^s  le  commencement  de  sa 
carri^re  scientifique ,  la  n^cessitö  de.  bien  d^limiter  Petendue  et  la  significa- 
tion  de  tout  Symbole  que  Ton  veut  introduire  et  employer  dans  Tanalyse. 
Kn  revenant  sans  cesse  sur  la  discussion  des  meilleures  r^gles  k  suivre  ponr 
parvenir  k  ce  but,  r^gles  qu^il  a  successivement  modifi^es  sans  jamais  abouGr 
k  leur  donner  une  forme  definitive,  il  a  montrö.clairement  que,  si  Ton  n'iStait 
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pa8  eucore  entre  dans  la  seule  voie  qui  coDdnit  sürement  an  bat,  la  n^cessit^ 
d'atteindre  ce  bnt  ne  lai  en  paraissait  pas  moins  absolae.  Et  en  cela  il  ^tait 
dans  le  vrai.  Seulement  Cauchy,  entrain^,  coinme  cela  se  voit  si  sonvent, 
an  delk  des  justes  bornes  par  son  ardeur  k  r^agir  contre  Pabns  da  Symbole, 
a  p^ch^  par  Texc^s  contraire,  en  ^tablissant  plus  d'une  fois  ses  d^finitions 
de  faQon  k  interrompre  arbitrairement  la  continuit^  des  variables,  et  k 
perdre  ainsi  de  vue  le  guide  infaillible  qui  aurait  du  le  diriger. 

„Malgr^  Timperfection  des  r^saltats,  l'id^e  premi^re  est  tellement 
vraie,  et  les  considörations  qu*il  a  d^velopp^es  en  plnsiears  endroits  sont  si 
justes ,  que  plus  d'un  lecteur  du  tome  IV  des  Exercices  (Tanalyse  et  de  phy- 
sique  malhemalique  a  du  trouver  de  lui  -  meme  la  v^ritable  voie  qui  m^ne  k 
la  Solution  de  la  difficult^ . . . 

„La  premi^re  section  de  Touvrage  de  M.  Casorati  est,  en  grande 
partie,  consacr^e  k  Texacte  dötermination  du  sens  qu^il  faut  attacher  aux 
fonctions  simples  d'une  variable  complexe ,  et  les  exemples  qu^il  a  choisis 
nous  sembles  on  ne  peut  mieux  «pproprids  k  ce  but^  sous  le  double  rapport 
de  la  continuitö  et  de  la  conservation  des  propri^t^s  caract^ristiques. 

Les  restrictions  qui,  conime  nons  le  disions  tont  k  Theure,  ont  ^t^  im- 
pos^es  mal  k  propos  par  Cauchy  k  la  continuit^  de  la  variable  complexe 
qui  entre  dans  ane  fonction  donn^e,  proviennent  surtout  de  ce  qn'il  prö- 
tendait  s^parer  les  diverses  s^ries  de  valenrs  dont  est  sasceptible  une  fonc- 
tion k  plusiears  ddterminations,  et  cönsid^rer  cbacune  d'elles  comme  une 
fonction  s^parde.  De  cette  mani^re,  en  supposant  les  valeurs  de  la  fonction 
placöes  sur  les  valears  correspondantes  de  la  variable  (ce  que  toutefois 
Cauchy  n'avait  pas  coutume  de  faire),  le  champ  des  valeurs  dela  fonction 
devenait  simple,  mais  contenait  inövitablement  des  lignes  de  discontinuitö. 
Riemann,  le  premier,  a  remarqu^  que,  en  concevant  les  divers  cfaamps 
correspondants  de  cette  mani^re  aux  diverbes  s^ries-  de  valeurs  de  la  fonc- 
tion, cfaacun  d'eux  pr^sentait  bien  de  telles  lignes  de  discontinaitö ;  mais 
que  chacun  de-ces  champs  devait  n^cessairement  se  raccorder  en  formant 
la  continuit^  avec  un  autre  le  long  d'une  de  ces  lignes ,  et  que  Pon  pouvait 
ainsi  obtenir  un  champ  entierement  continu,  composö  de  plusieurs  coaches 
superposöes  et  connexes,  et  comprenant  la  totalit^  des  valeurs  de  la  fonc- 
tion. Cette  remarque  a  et^,  sans  doute,  un  trait  de  gönie;  mais  noas  ue 
porterons  pas  atteinte  k  la  sagacitd  de  Tillustre  novateur,  en  affirmant  que 
son  admirable  invention  ne  pouvait  plus  se  faire  longtemps  attendre,  da 
jour  oü  Ton  commencerait  k  p^netrer  au  fond  des  id^es  de  Cauchy.  Ce 
qui  frappe  le  plus,  en  effet,  dans  cette  d^couverte,  ce  n'est  pas  tant  la  con- 
ception  primitive  que  la  süret(^  avec  laquelle  Kiemann  s'en  rend  maitre, 
et  en  d^voüe ,  du  premier  coup ,  la  puissance  et  la  f^condit^ ,  par  la  con- 
struction  de  Tädifice  colossal  et  majestaeux  que  quelques  instants  lai  ont 
suffi  pour  ölever/* 
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ludiqnoDs  maintenant  rapidement  le  contena  des  divers  chapitres  de  la 
seconde  partie  du  volume,  oii  Tauteur  entre  dans  rexposition  de  la  th^orie. 

Cette  partie  e&t  divis^e  en  quatre  sections ,  comprenant  cbacnne  pla- 
siears  chapitres. 

Seotion  I.  Operations  aritbmötiques  et  formules  simples  correspon- 
dantes. 

Chapitre  I.  Operations  arithmetiques,  Extension  de  Videe  de  nombre, 
et^  par  suite  aussi,  des  Operations.    Continuile, 

Chapitre  II.  Representation  geometrique  des  nombres^  et  construdions 
correspondantes  aux  Operations  arithmetiques,  —  L^aoteur  y  donne  une  d^mon- 
stratioQ  tr^s-pr^cise  et  tr^s - compl^te  du  c^lebre  th^or^me  de  Jacob i,  sur 
rimpossibilitä  de  Texistence  d'une  fonction  monodrome  d'une  seule  variable, 
ayant  plus  de  deux  p^riodes.  Le  Chapitre  se  termine  par  urie  exposition  de 
la  repr^sentation  sur  la  sph^re  des  valeurs  d*ane  variable  complexe,  suivant 
la  m^thode  indiqu^e  par  Riemann,  dans  ses  le^ons  orales,  et  pablie  par 
Neumann(  Vorlesungen  über  Riemann  s  Theorie  der  AbeV  sehen  Integrale). 

Chapitre  III.    Conventions  particuJieres  pour  e*  et  Iz, 

Section  n.  Idäe  de  fonction  et  distinctions  fondamentales  qui  s^y  rap- 
portent. 

Chapitre  I.  Fonctions  reelles  d^une  variable  reelle.  —  L'autear  y  traite 
avec  detail  des  diverses  esp^ces  de  discontiuuit^,  qui  avaient  d^j^  M 
distingn^es  par  M.  Neumann*.  Seulement,  M.  Casorati  ne  classe  pas 
parmi  les  discontinnites  les  valeurs  infinies  que  M.  Neumann  d^signe  sous 
le  nom  de  discontinuitSs  polaires,  les  valeurs  r^ciproques  de  la  fonction  ätant 
continues ,  et  les  inlinis  pouvant  disparaitre  au  moyen  d'une  transformation 
homographique  analogue  k  celle  qui  changerait  toutes  les  sections  coniques 
en  elüpses. 

Chapitre  II.    Fonctions  reelles  de  plusieurs  variables  reelles. 

Chapitre  IIL   Fonctions  complexes  de  variables  reelles* 

Chapitre  IV.    Fonctions  d\me  variable  complexe,  —  Üne  fonction  de 

z=X'\-yi  est  une  fonction  dont  la  valeur  ne  dopend  que  de  celle  du  bi- 

n6me  o^  +  ^t,  et  qui  ne  changerait  pas  si  Ton  rempla9ait  les  valeurs  reelles 

de  j:  et  de  ^  par  des  valeurs  complexes  quelconques,  pourvu  que  le  binöme 

X'\-yi  restät  invariable.     Une  teile  fonction  w  a  une  d^rivöe  d^termin^e 

par  rapport  ä  z.   Elle  satisfait  ä  T^quation  aux  ddriv^es  partielles  du  pre- 

niier  ordre 

dw      1  dw 

dx       t   dy^ 


*  Voyez  aussi  Na'tani,  Die  höhere  Analysis^  besonders  abgedruckt  aus  dem  Ma- 
thematischen Wörterbuche  y  p.  402. 


•  .      s, 
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et  si  Ton  pose  tv^^u  +  vi,  u  et  r  ätant  r^els,  chacnne  de  ces  derni^res 
qiiaiiktit^8  satisfMt  k  T^quation  anx  d^riv^eg  partielles  da  seoond  ordre 

CS*      oy^ 
Cette  question  est  trait^e  avec  beaacoup  de  d^tails  particuliers  k  raateur, 
et  qni  jettent  nn  grand  jour  aar  cette  qnestion  d^licate. 

Chapitre  V,  ^ Interpretaiions  geomStriques  de  la  condilion  renfermee 
dans  Videe  de  foncUon  dune  f>ariable  entUremeni  independante.  Recherches 
gdometriques  relatives  ä  ceriaines  fonctions  pariiculieres.  —  Apr^s  avoir  expos^ 
rinterpr^tation  g^omdtriqne  des  conditions 

du  '  dv       du dv 

dx     dy^      dy  dx^ 

teile  quW  la  retroave  dans  roayrage  de  MM.  Briot  et  Bouqnet*, 
Tauteur  s'occnpe  de  celle  qni  a  ^t^  donn^e  par  Gauss,  et  qui  consiste  en 
ce  que  les  r^seaux  infinit^simanx  qni  representent  les  valears  correspon- 
dantes  de  la  variable  et  de  la  fonction  sont  compos^s  d^^I^ments  semblables 
chacnn  h  chacnn.  Discnssien  de  la  repr^sentation  des  fonctions  2?^  is",  e*y 
sinz,  sin  am  z  et  de  lenrs  fonctions  inverses. 

Seetien  in.    Revue  des  expressions  analytiques. 

Chapitre  I.  Classification,  —  Distinction  des  fonctions  en  alg^briques 
et  transcendantes,  monodromes  et  poljdromes  etc. 

Chapitre  II.  Series.  —  Inflnence  de  Vordre  des  termes  d'une  s^rie. 
Operations  rationelles  sur  les  sdries;  diff^rentlation,  int^gration.  Series  or- 
donn^es  suivant  les  puissances  enti^res  et  positives  d^ane  varifible ;  cercle 
de  convergence.  Series  contenant  des  puissances  negatives.  Series  simples 
on  doubles,  k  p^riodicit^  simple  ou  double.  Inflnence  du  groupeoient  des 
termes  d*une  s^rie  double,  l^tude  des  series  0,  simples  ou  multiples.  Cette 
^tude,  fond^e  sur  une  application  de  la  serie  de  Fourier,  et  pr^sent^e  par 
Tauteur  avec  une  remarquable  simplicit^,  semble  destin^e  k  entrer,  t6t  ou 
tard ,  dans  les  trait^s  d'alg^bre  k  la  suite  de  la  th^orie  des  fonctions  ex- 
ponentlelles  et  circulaires. 

Chapitre  IIL  ProduHs  infinis.  —  La  th^orie  de  ces  produits,  taut 
simples  qne  multiples,  est  trait^e  d'une  mani&re  analogue  k  la  th^orie  des 
e^ries  infinies. 

Chapitre  IV.  Integrales.  —  Ce  chapitre  renferme  Texpos^  des  d^- 
couvertes  capitales  de  Cauchy.  L'auteur  d^veloppe  avec  beaucoup  de 
soin  rid^e  dUnt^gration  le  long  d*un  contour  donn^.  Le  th^or^me  fonda- 
mental  relatif  k  Tint^gration  d'une  diff^rentielle  exacte 


*    Theorie  des  fonctioM  douklement  p^riodfquea  et  en  portieulier  des  fonctions  etlip* 
iiques,  p.  8.    In  -8;  1859.   Librairie  Ganthier-Villars  (rare). 
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udX'-\'vdy 
le  loDg  d'au  contour  ferm^  est  d^montr^  de  denx  mani^res  diff^rentes: 
d'abord  par  la  mdthode  de  Caiichj,  reprodaite  par  les  aateurs  frani^ais; 
pnis  par  la  m^thode  de  Rie  mann,  fond^e  sur  des  consid^rations  analognes 
k  Celles  que  Ganss  avait  cmploj^es  dans  son  memoire  sar  Fattraction  des 
ellipsoides.    Examen  des  integrales  des  fonctions 

L  ^  I 

Seotion  IV«  Analyse  des  maniöres  dont  les  fonctions  penvent  se  com- 
porter ,  dans  rbypotlicse  de  la  monodromie ,  antonr  des  diverses  valeurs  de 
la  Tariable. 

Chapitrel.  Commeni  une  fonclion  se  comporle  autour  dMne  valeur  de 
la  variable  pour  laguelle  eile  est  monodrome^  coniinue  et  finie.  —  Demonstration 
de  la  formule  de  Canchy 


1    fn^)  dK 


Theoreme  de  Canchy  sur  le  developpcment  d^une  fonction  monodrome, 
continne  et  finie  suivant  les  puiss^nces  enti^res  et  positives  de  z  —  y,  Con- 
s^quences.    Indices  d'ordre  des  z^ros. 

Chapitre  IL  Commeni  une  fonclion  se  comporle  autour  d^une  valeur 
de  la  variable  pour  laqüelle  eile  est  monodrome,  coniinue  et  in  finie  (dans  le  sens 
indique  au  ebapitre  I  de  la  section  II).  —  Determination  d*nne  fonction  ra- 
tionelle, infinie  de  la  m^me  mani^re  que  la  fonction  propos^e.  Indices 
d'ordre  des  infinis.    Expression  de  l'indice  d'un  point  au  mojen  de  Tinte- 


s"*'*  ^if'^'"'- 


Cbapitre  III.  Comment  une  fonction  sc  comporle  autour  dfune  valettr 
de  la  variable  pour  laguelle,  isolement,  eile  est  discontinue.  —  Tbeor^me  de 
Laurent.  Proprietes  des  fonctions  fondees  sur  la  distinction  des  disconti- 
nuites  en  separces  et  non  söparees  des  infinis. 

Cbapitre  IV.  Examen  des  manieres  dont  une  fonclion  peut  se  comporter 
pour  la  valeur  oo  de  la  variable,  en  supposant  qu  autour  de  cclte  valeur  eile 
doive  itre  monodrome  et  coniinue,  —  L'auteur  emploie  la  representation  sur 
la  spb^re  de  Eiemann,  connideree  comme  resultant  de  la  deformation  du 
plan.    II  introduit  le  plan  antipode,  dont  Tidee  est  due  k  M.  Nenmann, 

et  qui  correspond  an  cbangement  de  la  variable  2  en  — . 

Cbapitre  V.  Comment  se  comportent^  autour  de  chaque  valeur  de  la  va- 
riable, la  derivde  et  V integrale  d' une  fonction,  par  comparaison  avec  la  fonction 
eile -mime. 
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Ces  indications,  n^cessairement  incomplMeS;  ne  peavent  doBDer  qu'ane 
id^e  bten  imparfaite  de  la  richesse  des  mati^res  contenaes  daii8  le  volame 
de  M.  Casorati.  Tons  cenx  qui  liront  cet  ouvrage  d^sireront,  comme 
nons,  avec  impatience,  qae  le  savant  professear  nons  donne  bientdt  la  snite« 
qni  doit  traiter  des  parties  pIns  ^lev^es  de  la  th^orie  qa'il  a  si  bien  appro* 
fondie ,  et  qa'il  expose  avec  tant  de  lacidit^. 

Bordeaux.  J.  Hoüel. 


Die  darstellende  Oeometrie  im  Sinne  der  neneren  Oeometrie.  Von  Jos. 
Sohlesinger,  Privatdocent  am  k.  k.  polytechnischen  Institut  und 
Professor  an  der  öffentlichen  Oberrealschule  des  ersten  Bezirks  in 
Wien.  Mit  Holzschnitten  im  Texte.  Wien,  Druck  und  Verlag  von 
C.  Gerold's  Sohn.    1870. 

Die  darstellende  Geometrie  ist  seit  der  Zeit,  wo  ihr  Monge  eine  hohe 
Ausbildung  und  eine  scheinbar  vollendete  Gestalt  verlieh,  ziemlich  unver- 
ändert geblieben,  und  wenn  auch  einzelne  Geometer  (wie  z.  B.  der  ver- 
dienstvolle Gugler)  rein  geometrische  Untersuchungen  mit  der  descripti- 
ven  Geometrie  verflochten,  so  wurden  hierdurch  zwar  schätzenswerthe,  aber 
doch  etwas  ftusserliche  Zusätze  gewonnen,  welche  keine  wesentliche  Um- 
gestaltung bewirkten.  In  den  letzten  10  Jahren  dagegen  hat  sich  nach  zwei 
Seiten  hin  das  Bedürfniss  geltend  gemacht,  die  darstellende  Geometrie  in 
einem  andern,  als  dem  bisherigen  Sinne  aufzufassen.  Von  theoretischer 
Seite  wies  Profesßor  Fiedler  schon  im  Jahre  1863  (s.  Jahrg.  Vlllf  S.  444 
der  vorliegenden  Zeitschrift)  darauf  hin ,  dass  die  darstellende  Geometrie 
mit  der  sogenannten  neueren  Geometrie  in  eine  engere  systematische  Ver- 
bindung treten  und  sich  namentlich  der  Lehre  von  den  geometrischen  Ver- 
wi\nd tschaften  bemächtigen  müsse;  eine  Ansicht,  der  schon  die  einfache 
Bemerkung  zur  Stütze  dient,  dass  z.  B.  die  Collineation  im  Wesentlichen 
auf  eine  Centralprojection  hinauskommt.  Aber  auch  von  Seiten  der  Praxis 
ergab  sich  die  Nothwendigkeit  jener  engeren  Verbindung,  nachdem  Prof. 
Culmann  in  seiner  gegenwärtig  auf  allen  polytechnischen  Instituten  ein- 
gebürgerten „graphischen  Statik"  gezeigt  hatte,  dass  viele  Aufgaben  aus  der 
Statik  der  Baueonstructionen ,  wie  sie  namentlich  bei  Entwürfen  von  Futter- 
mauern, steinernen  und  eisernen  Brücken  etc.  vorkommen,  durch  Constuction 
rascher  und  übersichtlicher,  als  durch  Rechnung  lösbar  sind,  sobald  man  die 
Lehren  der  neneren  Geometrie  zu  Hilfe  nimmt.  Nach  diesen  Vorgängen 
war  es  ohne  Zweifel  ein  zeitgemässer  Gedanke,  die  darstellende  Geometrie 
,,im  Sinne  der  neueren  Geometrie"  zu  behandeln,  und  es  bedarf  nur  noch 
eines  kurzen  Referates  über  die  Art  und  Weise,  in  welcher  der  Verfasser 
seine  Aufgabe  gelöst  hat. 

Das  Werk  zerfällt  in  sieben  Abschnitte,  deren  erster  mehr  vorbereiten- 
der Natur  ist  und  eine  kurze  Repetition  der  nöthigen  stereometrischen  Sätre 
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und  der  zugehörigen  Constractionen  giebt.  Der  zweite  Abschnitt  behandelt 
,,da9  Projiciren  in  der  Ebene*'  und  die  hieraus  entspringenden  projecti- 
▼ischen  Verwandtschaften  der  Congruenz,  Aehnlichkeit,  Af&nität,  Col- 
lineation,  die  involatorischen  Punktreihen  und  Strahlen htlschel,  Pole  and 
Polaren,  sowie  schliesslich  die  Heciprocit&t.  Abschnitt  III  ist  den  verschie. 
denen  Projectionsmethoden  gewidmet  und  enthält  daher  die  gewöhnliche 
descriptive  Geometrie,  sowie  die  Lehre  von  der  axonometrischen  und  der 
centralen  Projection.  Im  vierten  Abschnitte  werden  diejenigen  Flächen 
untersucht,  welche  man  sich  durch  Bewegung  von  Geraden  oder  Curven 
entstanden  denken  kann;  der  ftlnfte  Abschnitt  lehrt  die  Construction  der 
Durchschnitte  gegebener  Flächen,  der  sechste  beschäftigt  sich  mit  Beleuch- 
tungsconstructionen ,  der  siebente  mit  geometrischen  Orten  in  der  Ebene 
und  im  Räume. 

Aus  dieser  allgemeinen  Uebersicht  wird  man  schon  die  ungemeine 
Beichhaltigkeit  des  vorliegenden  Werkes  erkennen,  Wobei  noch  besonders 
hervorzuheben  ist,  dass  der  Verfasser  nicht  nur  in  der  Behandlungsweise, 
sondern  auch  materiell  vielfach  Neues  giebt,  wie  z.  B.  in  dem  interessanten 

« 

Abschnitte  über  die  Flächen.  Die  Darstellung  ist  überall  klar  und  wird 
durch  geschickt  entworfene  Figuren  zweckmässig  unterstützt.  Hiermit  sei 
das  Werk  den  Freunden  der  desoriptiven  Geometrie  bestens  empfohlen. 

SCHLÖMILCH. 


Bibliographie 

vom   1.  bis  15.  Juni  1870. 


Periodisohe  Sohriften. 

Annalen  der  königl.  Sternwarte  bei  München,  herausgegeben  von 
Lamont.    17.  Bd.    München,  Franz.  1%  Thlr. 

0.  Supplementsband,  enthaltend:  Verzeichniss  von  4793  telescopischen 

Sternen  zwischen  3®  und  6®  Declination.    Ebendas.  1%  Thlr. 

Biblioiheca  hisiorico-naturalis,  physico-chemica  ei  mathematica, 
10.  Jahrg.  2.  Heft,  Juli  —  December  1869.  Ed.  H.  Gutes.  Göttingen, 
Vandenhoeck  &  Ruprecht.  %  Thlr. 

Sitzungsberichte  der  königl.  bayerischen  Akademie  der  Wis- 
senschaften.  1869,  II,  4.  Heft.   München,  Franz.  16  Ngn 

Beine  Matfaematik. 

Schbön's  ,  L. ,  Logarithmen.  10.  Stereotypausgabe.  Braunschweig, 
Vieweg.  i%  Thlr. 

Cbemona,  L.,  Grundzüge  einer  allgemeinen  Theorie  der  Flä- 
chen in  synthetischer  Behandlung.  Uebersetzt  von  M.  Curtze. 
Berlin,  Calvary  &  Comp.  2%  Thlr. 

Ganbtner,  0.,  und  F.  Jünghans,  Sammlung  von  Lehrsätzen  und 
Aufgaben  aus  der  Planimetrie.  Für  den  Schulgebrauch.  2.  Th, 
2.  Aufl.   Berlin ,  Weidmann.  24  ifgr. 

Unfebbimger,  J.,  Transformation  und  Bestimmung  des  drei- 
fachen Integrales 

(Akad.)    Wien,  Gerold.  .  3  Ngr. 

WiKKLBB,  A.,  Ueber  einige  zur  Theorie  der  bestimmten  Inte- 
grale gehörige  Formeln  und  Methoden.  (Akad.)  Wien, 
Gerold.  8  Ngr. 


92  Li  teratar  Zeitung. 

Angewandte  Mathematik. 

Oppolzer,  Th.,    Befitimma^g    einer    Kometenbahn.  2.  Abhdlg. 

(Akad.)    Wien ,  Gerold.  4  Ngr. 

LiCHTENBEBGER,  C. ,   Tabelle  znr  Stellung  der  Uhren  auf  mitt- 

lere  Zeit  etc.    Trier ,  Groppe.  3  Ngr. 

Physik. 

Meterstein,  M. ,  Das  Spectrometer.   2.  Auf  1.    Göttingen,  Deuerlich^ 

%  ThlrJ 
Lang,    N.    y.  ,    Er  jstallographisch  -  optische    Bestimmungen. 
(Akad.)    Wien ,  Gerold. 


J 


Literaturzeitungt 


Recension. 

Abhandlungen  ans  dem  Grenzgebiete  der  Mathematik  nnd  Philosophie. 
Von  J.  C.  Becker.  Zürich,  Drnck  und  Verlag  von  Fr.  Sclmltbess. 
1870- 

Der  Z\^eck  des  vorliegendeD  Schriftchens  ist  ein  doppelter;  einerseits 
soll  dasselbe  wieder  auf  die  tiefen  Untersucbungen  Kantus  nnd  Scho- 
penbauer'fi  Über  die  Quellen  und  Grenzen  unserer  Erkenntniss  aufmerk- 
sam machen,  andererseits  stellt  es  sich  die  Aufgabe,  das  gute  Recht  der 
unmittelbaren  Anschauung  gegen  eine  gewisse  speculative  Mathematik  zu 
vertreten,  die  wo  möglich  sogar  die  Axiome  der  Geometrie  durch  Integral- 
rechnung begründen  möchte.  Referent  hftlt  diese  historischen  und  kriti- 
schen Untersuchungen  des  Verfassers  für  um  so  zeitgemässer,  als  gegen- 
wärtig selbst  Empiriker  vom  reinsten  Wasser,  nämlich  die  Physiologen, 
sich  auf  ihrem  Wege  der  Kant* sehen  Weltansicht  immer  mehr  nähern; 
sagt  doch  z.  B.  Hei  m  h  ol  tz  geradezu  in  seiner  Abhandlung  über  das  Sehen 
(Preuss.  Jahrb  ,  1866);  dass  seine  Forschungen  ihn  schliesslich  zu  demsel- 
ben Resultate  geführt  hätten,  welches  Kant  durch  eine  mühsame  Dialectik 
erreicht  habe.  Unter  diesen  Umständen  dürfte  ein  näheres  Eingehen  auf 
die  vier  Abhandlungen  des  Verfassers  mindestens  von  IntereKse  sein. 

In  Nr.  1  wird  die  Natur  des  Raumes  nach  den  Ansichten  von  Kant 
und  Gauss  besprochen  und  dabei  an  eine  Bemerkung  des  Letzteren  an- 
geknüpft, welche  folgendermasscn  lautet  (IL  Bd.  S.  177  der  Werke):  ,, Die- 
ser Unterschied  zwischen  rechts  und  links  ist  ....  in  sich  völlig  bestimmt, 
wenn  wir  gleich  unsere  Anschauung  des  materiellen  Unterschiedes  Anderen 
Bur  durch  Nachweisung  an  wirklich  vorhandenen  materiellen  Dingen  nach- 
weisen können.  Beide  Bemerkungen  hat  schon  Kant  gemacht;  aber  man 
begreift  nicht,  wie  dioser  scharfsinnige  Philosoph  in  der  ersteren  einen 
Beweis  für  seine  Meinung,  dass  der  Raum  nur  Form  unserer  äusseren  An- 
schauung sei,  zu  finden  glauben  konnte,  da  die  zweite  so  klar  das  Gegen- 
theil  und  dass  der  Raum  unabhängig  von  unserer  Anschauungsart  eine 
reelle  Bedeutung  haben  muss,  beweiset."    Sonderbarerweise  findet  sich  die 
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von  Gauss  angegriffene  Stelle  in  Kantus  Hauptwerke,  der  Kritik  der  rei- 
nen Vernunft,  gar  nicht;  die  einzige  Stelle,  welche  Gauss  gemeint  haben 
kann,  steht  zu  Anfang  des  §  13  der  „Prolegoinena  zu  jeder  künftigen  Meta- 
physik*^, aber  in  dieser  handelt  es  sich  nur  um  den  Nachweis,  dass  es  Un- 
terschiede giebt,  die  begrifflich  gar  nicht  ausdrückbar  sind,  sondern  ledig- 
lich in  der  Anschauung  bestehen.  Rechte  und  linke  Hand  z.  B.  haben 
dieselben  Bestandtheile  in  gleicher  Anordnung  (auf  den  Daumen  folgt 
allemal  der  Zeigefinger  u.  s.  w.);  wer  also  (wie  Hegel)  die  Anschauung 
ignorirt  und  mit  dem  Begriffe  Alles  construirt  zu  haben  glanbt,  müsste  dem- 
nach beide  Hände  für  identisch  erklären  und  den  rechten  Handschuh  über 
die  linke  Hand  ziehen  können ;  in  der  That  besteht  aber  die  Verschieden- 
heit, dass  die  Anordnung  der  gleichen  Bestandtheile  nach  zwei  entgegen- 
gesetzten Richtungen  geht,  und  Das  lässt  sich  durch  keinen  Begriff,  sondern 
einzig  und  allein  durch  Anschauung  erkennen.  Dies  und  nichts  weiter 
wollte  Kaut  an  jener  Stelle  nachweisen;  in  dieser  simpeln  Bemerkung 
gleich  einen  „Beweis**  für  die  rein  subjcctive  Bedeutung  des  Raumes  zu 
finden,  ist  Kant  gar  nicht  eingefallen;  dazu  gehörten  noch  ganz  andere 
Untersuchungen,  von  denen  der  Verfasser  das  Nöthigste  mittheilt  und  mit 
eigenen  guten  Anmerkungen  begleitet. 

Die  zweite  Abhandlung,  betreffend  „die  Axiome  der  Geometrie^S  rich- 
tet sich  hauptsächlich  gegen  die  kleine  Schrift  Riemann's  „über  die  Hy- 
pothesen, welche  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen**  (aus  dem  Nachlasse 
herausgegeben  von  Dedekind).  Schon  der  Titel  dieser  Schrift  verräth 
eine  gewisse  Unklarheit,  die  nachher  scharf  hervortritt,  wennBiemann 
behauptet,  „dass  die  Thatsachen,  welche  Euklid  in  Form  von  Axiomen 
ausgesprochen,  wie  alle  Thatsachen  nicht  nothwendig,  sondern  nur  von 
empirischer  Gewissheit,  d.  h.  nur  Hypothesen  seien  u.  s.  w.**  Hier  Ver- 
wechselt der  berühmte  Mathematiker  nichts  Geringeres,  als  ausserliche 
Thatsachen  und  innere  Gesetze  der  Anschauung,  oder  kürzer:  ZufäUigea 
und  Nothwendiges.  Eine  ausserliche  Thatsache  besitzt  allerdings  nur  eine 
empirische  Gewissheit  (präciser:  einen  bestimmten  Grad  von  Wahrschein- 
lichkeit), und  hieraus  wird  nie  eine  absolute  Gewissheit,  weil  es  immer 
freisteht,  sich  die  Sache  anders  zu  denken,  und  weil  jeden  Augenblick 
neue  Erfahrungen  auftauchen  können,  wodurch  die  Ansicht  in  der  That 
eine  andere  wird  (Cromwell  war  vielleicht  ein  Heuchler,  vielleicht  auch 
nicht);  aber  von  den  Frincipien  der  Geometrie  gilt  diese  Möglichkeit  des 
Andersseins  am  allerwenigsten.  Man  denke  sich  doch,  wenn  man  kann, 
zwei  Gerade,  die  sich  in  drei  Funkten  schneiden;  man  skizzire  doch,  wenn 
man  kann,  eine  Gerade  zwischen  zwei  Punkten,  die  länger  ist  als  ein 
Kreisbogen  zwischen  denselben  Punkten;  da  hilft  nun  einmal  kein  Gerede, 
es  geht  eben  nicht.  Ein  Satz  aber,  dessen  Gegentheil  nicht  einmal  gedacht 
werden  kann,  ist  keine  mehr  oder  minder  wahrscheinliche  Hypothese, 
er  ist  vielmehr  eine  unerschütterliche  absolute  Wahrheit.     Referent 
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kann  daher  dem  Verfasser  nur  beistimmen,  wenn  er  Riemann's  subtile 
Untersuchungen  über  die  Eigenschaften  eines  ausgedehnten  Mannichfalti- 
gen  wenigstens  für  die  Geometrie  nicht  für  besonders  werthvall  erachtet. 
Ausserdem  macht  der  Verfasser  noch  darauf  besonder^  aufmerksam ,  dass 
Kiemann  offenbar  die  Mathematik  für  eine  Wissenschaft  aus  blossen  Be- 
griffen ansieht,  was  sie  nach  Kantus  klassischer  Untersuchung,  welche  der 
Verfasser  geschickt  reproducirt,  entschieden  nicht  ist. 

In  der  dritten  Abhandlung  „über  die  Grundbegriffe  der  Geometrie  und 
die  Bewegung  als  Hilfsmittel  bei  geometrischen  Untersuchungen*'  findet 
sich  eine  ziemliche  Reihe  kritischer  Bemerkungen.  Zunächst  polemisirt  der 
Verfasser  gegen  die  Wunderlichkeiten  in  Trendelenburg's  „logischen 
Untersuchungen^^  Der  genannte  Philosoph  setzt  nämlich  vorläufig  den 
ausdehnungslosen  Punkt  (wo  er  ihn  hernimmt  und  wohin  er  ihn  setzt,  er» 
fährt  man  nicht);  dieser  Punkt  strebt  über  sich  selbst  hinaus  (woher 
diese  Unruhe?)  und  dehnt  sich  zur  Linie,  nachher  erweitert  sich  die  Linie 
zur  Fläche  und  letztere  verdickt  sich  zum  Körper.  (!)  Hierzu  bemerkt  der 
Verfasser:  „man  stelle  sich  einmal  recht  lebhaft  vor,  wie  der  ausdehnungs- 
lose Punkt  sich  gleichwohl  ausdehnt*',  und  zeigt  dann  ganz  richtig,* dass  die 
Vorstellungen  von  Fläche ,  Linie  und  Punkt  lediglich  durch  Abstractionen 
gewonnen  werden,  welche  den  Raum  als  Gegenstand  reiner  Anschauung 
schon  voraussetzen.  Im  weiteren  Verlaufe  seiner  Untersuchungen  kommt 
der  Verfasser  noch  einmal  auf  die  Riemann'sche  Schrift  zurück,  um  die 
Stellung  der  analytischen  Geometrie  zur  rein  anschaulichen  synthetischen 
Geometrie  zu  charakterisiren;  Referent  kann  auch  diese  Partie  nur  als  eine 
gelungene  bezeichnen. 

Die  vierte  Abhandlung,  ,,zur  Methode  der  Geometrie'%  bespricht  die 
von  Mehreren  (auch  u.  A.  vom  Referenten)  gemachten  Versuche,  an  die 
Stelle  des  Euklidischen  Sjstemes  ein  natürlicheres  zu  setzen.  Der  Ver- 
fasser ist  nun  zwar  von  Euklid  sehr  wenig  erbaut,  'aber  auch  mit  jenen 
Versuchen  nicht  recht  zufrieden,  weil  sie  der  unmittelbaren  Anschauung 
immer  noch  nicht  soviel  Rechte  zugestehen,  als  er  verlangt.  Wer  selbst 
einen  solchen  Versuch  gemacht  hat,  wird  dem  Referenten  zugeben,  dass  es 
nicht  leicht  ist,  das  rechte  Maass  hierin  zu  treffen ,  und  es  bleibt  daher  nur 
der  Wunsch  Übrig,  dass  der  Verfasser,  der  offenbar  ein  guter  Mathematiker 
ist,  seine  Ideen  in  einem  Lehrbuche  der  Elementargeometrie  verwirklichen 
möge.  Erst  wenn  dieses  jedenfalls  bemerkenswerthe  Werk  vorliegt ,  würde 
sich  über  die  Sache  weiter  reden  lassen. 

Referent  gesteht  gern,  dass  er  die  kleine,  aber  gehaltvolle  Schrift  mit 
steigendem  Interesse  gelesen  hat,  und  er  empfiehlt  sie  deshalb  Allen,  die 
einigen  Sinn  für  die  Philosophie  der  Mathematik  besitzen.  Von  Herzen 
aber  unterschreibt  er  den  Ausspruch  des  Verfassers:  „Man  glaubt,  Kant 
als  einen  überwundenen  Standpunkt  hinter  sich  zu  haben,  während  man  im 
Oegentheil  kaum  angefangen  hat,  ihn  zu  begreifen.*'  Schlömilch. 
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Antikritik. 

Die  partiellen  Differentialgleichungen  nnd  deren  Anwendnng  anf  pliy- 
sikalische  Fragen.  Vorlesungen  von  Bernhard  Kibmann.  Für  den 
Druck  bearbeitet  und  herausgegeben  von  K.Hattekdorff.  Braun- 
schweig, Fr.  Vieweg  und  Sohn.    1869. 

Meine  Bearbeitung  von  Riemann*8  Vorlesung  ist  in  dieser  Literatur- 
zeitung (1870,  S.  45— 75)  ausführlich  besprochen  worden.  Der  Herr  Reccn- 
scnt  giebt  einen  Ueberblick  über  den  Gedankengang  des  Buches  und  hebt 
dabei  eine  Reihe  von  Funkten  heraus,  in  denen  ich  mich  sowohl  gf'gen 
Riemann,  als  auch  gegen  die  Wissenschaft  vergangen  haben  soll.  Ich 
habe  mich,  wenn  auch  nur  mit  Widerstreben,  entsehlossen ,  auf  die  einzel- 
nen Ausstellungen  einzugehen. 

Erster  Punkt. 

£s  handelt  sich  um  drei  Integrale  und  die  dazu  gemachten  Beiiior- 
kungen,  nämlich  (§§  17  nnd  18  moiner  Bearbeitung): 


00 


„33)  /  er^'dx^^^. 

u 
,,K8  kann  hier  nur  das  positive  Vorzeichen  der  (Quadratwurzel  gelten, 
weil  die  Function  unter  dem  Integral  wesentlich  positiv  ist." 

.00 


I  e-"'^da:=:^ij/-. 


ü 
„Auch  liier  ist  die  Quadratwurzel  mit  positivem  Zeichen  zu  nehmen.** 

r  /n  J^ 

ü  _ 

worin  ß  keiner  Beschränkung  unterliegt,  aber  J/  -  positiv  zu  nehmen  ist.*' 

Der  Herr  Recensent  spricht  sich  darüber  nicht  aus,  wo  hier  ein  Fehler 
stecken  soll.    Er  sagt  nur: 

„„Der  Lehrer  dagegen  hat  die  Bemerkung  gemacht:  Die  Gleich- 
ungen sind  nur  so  lange  giltig,  als  a  eine  reelle,  positive  Grösse 
ist.**** 

Hierzu  darf  ich  wohl  bemerken,  dass  dies  in  meiner  Bearbeitung  nicht 
vernachlässigt  ist.  Das  zweite  der  drei  Integrale  ist  ans  33)  hergeleitet  durch 
die  Substitution  x  =  ay.  Die  Integrationen  nach  x  und  nach  y  sollen  von  0 
bis  00  durch  das  Gebiet  der  positiven  reellen  Zahlen  erstreckt  werden. 
Deshalb  ist  bei  Einführung  der  Substitution  besonders  notirt:  a^O,  d.  h. 
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f^  ^■^  ^  ^  -^  ^  ^  ^    ^  ^  ^-^  ^  ^  ^ 


doch  in  Worten :  a  ist  reell  und  grösser  als  0.  Nachher  wird  aa=:ti  gesetzt. 
Was  also  der  Plerr  Recensont  dem  Lehrer  in  den  Mund  legt,  ist  in  der  Be- 
arbeitung gesagt.  Der  Lehrer  und  die  Bearbeitung  würden  indessen  mit 
jener  Bemerkung  allein  zu  wenig  gesagt  haben.   Riemann*s  Mannscript 

fügt  durchaus  correct  hinzu,  dass  ^/tc  sowohl,  als  ^a  positiv  zu  nehmen 
sind.    Ich  habe  mich  streng  an  das  Manuscript  gehalten. 

Zweiter  Punkt. 

Es  handelt  sich  tun  Fourier's  Reihen.  Gegen  die  Herleitung  der 
Reihe,  die  nach  d(»n  Sinus  der  Vielfachen  des  Arguments  fortschreitet, 
hat  der  Herr  Recen>(^nt  Nichts  einzuwenden.  Die  Reihe,  die  nach  den  Co- 
sinus fortschreitet,  hätte  ebenso  behandelt  werden  können.  Sie  wird  hier 
aber  auf  einem  sehr  einfachen  Wege  aus  dor  Sinusreihe  abgeleitet.  Der 
Herr  Recensent  ,,diiiss  hier  bemerken,  dass  Riemann  diesen  Weg  nicht 
eingeschlagen^^  Er  glaubt,  „es  wäre  wohl  am  Platze  gewesen,  wenn  ich 
in  der  Vorrede  auseinandergesetzt  hatte,  welcher  durchaus  triftige  Grund 
mich  bewogen,  von  dem  Gange,  den  der  Lehrer  beim  Vortrage  eingeschla- 
gen ,  abzuweichen**. 

Ich  bin  nun  allerdings  der  Meinung,  dass  die  Vorrede  zu  lang  gewor- 
den wäre,  wenn  ich  den  Gedankengang  der  einzelnen  Paragraphen  darin 
hätte  begründen  sollen.  Doch  will  ich  dem  Herrn  Recensenten  den  durch- 
aus triftigen  Grund  nicht  verschweigen:  ich  habe  mich  streng  an  Rie- 
mann's  Manuscript  gehalten. 

Der  Herr  Recensent  scheint  auch  nicht  einverstanden  zu  sein  mit  dem, 
was  ich  über  das  Giltigkeitsintervall  der  Cosinusreihe  habe  drucken  lassen. 
Die  Sache  ist  aber  vollständig  in  Ordnung.  Da  nämlich  die  Cosinusreihe 
aus  der  Sinusreihe  abgeleitet  ist,  so  darf  man  zunächst  auch  für  sie  nur  das 
Giltigkeitsintervall  der  Sinusrcihe  nehmen,  nämlich  :r>-p>0.  In  dem 
Beispiele  f{x)  =  x  wird  dann  mit  Absicht  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass 
hier  die  Reihe  auch  noch  für  ar  =  0  und  a:=;r  den  Functionswerth  giebt.  Ob 
dies  allgemein  von  der  Cosinusreihe  gelte,  bleibt  allerdings  eine  offene 
Frage.  Der  Herr  Recensent  scheint  mir  nun  vorwerfen  zu  wollen,  dass  ich 
diese  offene  Frage  übersehen  oder  vertuscht  habe.  Das  ist  aber  nicht  der 
Fall.    Der  Herr  Recensent  hätte  nur  den  citirten  Satz : 

,, Vorläufig  notiren  wir  als  Giltigkeitsintervall  der  Reihe 

nicht  aus  dem  Zusammenhange  reissen  sollen.  Er  hätte  unmittelbar  vorher 
lesen  können: 

„Ob  die  abgeleitete  Reihe  allgemein  für  ar=0  und  a:=7r  noch  giltig 
ist,  lässt  sich  mit  Sicherheit  noch  nicht  beurtheilen.** 

Der  Herr  würde  dann  die  definitive  Antwort  auch  da  gefunden  haben, 
wo  sie  gegeben  werden  kann,  nämlich  nach  Durchführung  der  Dirichlet- 
schen  Summirung  (S.  80  meiner  Bearbeitung). 
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Dritter  Punkt. 
Es  liandelt  sieb  am  die  beiden  Sätze  von  Diricblet: 


0 
und 

e 
wenn 

->/;>r>0. 

Der  Herr  Hecenscnt  bebt  den  Fall  beraus ,  dass  /(/J)  zwiscben  c  und  h 
unendlicb  wird.  Ich  mnss  bemerken,  dass  Rieniann^s  Manuscript  diesen 
Fall  bei  Seite  iHsst.  Ich  habe  mich  also  an  das  halten  müssen,  was  Rie- 
mann  mündlich  vorgetragen,  sowie  an  die  jedem  Mathematiker  zo^ Gebote 
stehende  Literatur.  Die  Verantwortung  ftir  das,  was  ich  habe  drucken 
lassen,  trage  ich  allein.  Der  Herr  Recensent  druckt  die  ganze  Stelle  wört* 
lieh  ab  und  fügt  dann  hinzu :  ,  Jch  glaube,  an  dieser  Stelle  bedarf  es  keines 
Wortes  von  meiner  Seite." 

Das  glaube  ich,  der  Heransgeber,  allerdings  auch.  Es  wäre  mir  aber 
angenehm  gewesen,  wenn  der  Herr  Recensent  seine  Ausstellungen  vor- 
gebracht hätte.  Das  fett  gedruckte  Wort  ,,yorail88etlQli^'  bringt  mich  auf 
die  Verrouthung,  dass  der  Herr  Recensent  wissen  will,  wo  diese  Voraus- 
setzung gemacht  sei.  Er  braucht  nur  eine  gute  halbe  Seite  zurückzugehen 
zu  den  Worten:  Ist  dies  der  Fall  ...  Dies,  d.  h  das  unmittelbar  vorher 
Gesagte.  Es  ist  aber  in  der  That  nicht  nöthig,  bei  diesem  Punkte  länger  xu 
verweilen,  da  ich  das  Urtheil  über  die  Darstellung  den  Fachgenossen  über- 
lassen darf. 

Ich  übergehe  auch  die  folgende  Stelle  (S.  55  der  Recension)  und  be- 
merke nur,  dass  der  Herr  Recensent  hier  die  Güte  hat,  ein  Stück  der  von 
mir  vernachlässigten  Vorrede  zu  schreiben.  Ich  habe  nun  einmal  keinen 
Geschmack  für  lange  Vorreden.  Hätte  ich  die  mir  bis  dahin  unbekannten 
Wünsche  des  Herrn  berücksichtigen  wollen,  meine  Vorrede  wäre  am  Ende 
so  lang  geworden,  wie  die  Recension,  und  ich  habe  einen  grossen  Wider- 
willen gegen  alles  tiberflüssige  Schreiben. 

Vierter  Punkt. 

Der  Herr  Recensent  verlangt  von  mir  den  Beweis  dafür,  dass  sich 
durch  Reihenentwickelung  zeigen  lässt: 

-^    ^» 

Urne    4«''  /    '  =  0  für  /  =  0. 
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Diesen  Beweis  wird  der  Herr  Recensent  im  Stande  sein,  jedem  Schü- 
ler za  führen;  es  wäre  also  unartig  von  mir,  vorzngreifen.    Ich  darf  viel- 

leicht  den  Herrn  erinnern  an  die  Reibe  für  e    ^^'^    Diese  könnte  man  mit 

i'^^  multipliciren.    Das  Resultat  könnte  man  in  den  Nenner,  die  Einheit  in 
den  Zähler  setzen  und  fragen ,  was  ans  dem  Bruche  wird  für  ^=0. 

Fünfter  Punkt. 
Es  handelt  sich  um  die  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 

Die  Nehenbedingungen  lauten: 

M  =  F(r,6,  q>)  für  <  =  0, 
M  =  0  für  r==0. 

Die  partielle  Differentialgleichung  muss  in  der  Recension,  wenn  man 
den  Herrn  Recensenten  verstehen  soll,  mit  (1),  d.  h.  arabisch  Eins,  be- 
zeichnet werden.    Alsdann  muss  man  auf  S.  58  der  Recension  statt 


«=5«» 


lesen: 


M==^  "ni 


n=0 

und  unmittelbar  vorher  vor:  ,,die  Function**  schreiben:  (l)  d.  h.  arabisch 
Eins,  statt  (I),  d.  h.  römisch  Eins. 

Dann  ist  das  Citat  im  Wesentlichen  correct.  Wenn  der  Herr  Recen- 
sent,  anstatt  „etc.  etc.*'  zu  setzen,  ruhig  weiter  gelesen  und  namentlich  den 
Zusammenhang  mit  dem  folgenden  Paragraphen  aufgefasst  hätte,  so  würde 
er  vielleicht  eingesehen  haben ^  dass  bedeutende  Aenderungen  nicht  vor- 
genommen sind.  Die  Redaction  —  das  steht  auch  in  meiner  kurzen  Vor- 
rede —  habe  ich  zu  verantworten.  Ich  lasse  mich  aber  auf  eine  Discussion 
nur  ein,  wenn  mir  nachgewiesen  ist:  Hier  liegt  ein  Fehler.  Die  Frage,  ob 
Jemand  ohne  andere  Kenntniss  der  Kugelfunctionen  den  §  72  verstehen 
werde,  kann  ich  mit  dem  Herrn  Recensenten  am  allerwenigsten  besprechen. 
Es  kommt  für  das  Verständniss  mathematischer  Deductionen  immer  viel  auf 

den  guten  Willen  an. 

* 

Sechster  Punkt. 

Der  Herr  Recensent  citirt  den  §70  meiner  Bearbeitung,  der  von  der 
Anwendung  der  Wärmetheorie  Fourier's  auf  die  Erdtemperatur  handelt. 
Der  Herr  setzt  nach  wörtlicher  Wiedergabe  des  Paragraphen  das  Folgende 
hinzu: 
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,f  „Ich  kann  nicht  umhin;  hier  dem  geehrten  Leser  zn  gestehen,  dass 
ich  nie  grösseren  Nonsens  und  grössere  Widersprüche  im  schönsten 
Deutsch  vereint  gefunden  hahe  in  einem  wissenschaftlichen  Werke.  Der 
ganze  §  70  eignet  sich  meiner  Ansicht  nach  ausgezeichnet  für  eine  ma- 
thematische Bierzeitung/*  '* 

Dieser  zarten  und  geschmackvollen  Kritik  hahe  ich  gar  nichts  zu  er- 
widern. Ich  muss  aher  bemerken,  dass  der  §  70  nicht  von  mir  herrührt, 
sondern  aus  Riemann's  Manuscript  abgedruckt  idt.  Die  Handschrift  ist 
in  meinen  Händen.  Ich  bin  gern  bereit,  sie  Jedem,  der  es  wünscht,  zur 
Ansicht  vorzulegen.  Einen  Besuch  des  Herrn  Recensenten  muss  ich  mir 
allerdings  verbitten. 

Siebenter  Punkt. 

Der  Herr  Recensent  stellt  in  Beziehung  auf  die  schwingenden  Saiten 
zwei  Fragen,  nämlich: 

,,,, Würde  es  nicht  einfacher  und  verständlicher  gewesen  sein,  za 
sagen:  g  ist  der  Elasticitätsmodul  der  Saite?**'* 
und: 

,,„Der  Herr  Bearbeitor  hält  es  nicht  der  Mühe  werth,  zu  sagen: 
Die  Longitudinalschwingungen  hängen  von  dem  Elasticitätsmodul  der 
Saite,  die  Transversalschwingnngen  dagegen  von  der  Spannung  derselben 
ab.  Wozu  wendet  der  Herr  Professor  Mathematik  auf  physikalische 
Probleme  an,  wenn  derselbe  nicht  zu  physikalischen  Resultaten  ge- 
langt?***' 

Der  Herr  Recensent  fügt  dann  hinzu : 

„„Ich  brauche  wohl  nicht  zu  bemerken,  dassRiemann  auf  jede 
physikalische  Wahrheit,  worauf  die  mathematischen  Formeln  deuteten, 
sorgfältig  aufmerksam  machte.**** 

Da  ich  das  ganze  Capitel  über  die  schwingenden  Saiten  fast  wörtlich 
aus  Riemann*s  Manuscript  genommen  habe,  so  sieht  der  geehrte  Leser, 
dass  der  Herr  Recensent  niclit,  wie  er  be'absichtigte,  Riemann  gegen 
Hattendorff,  sondern  Riemann  gegen  Riemann  ins  Feld  führt.  Uebri- 
gens  ist  der  Name  „Elasticitätsmodul**  kein  physikalisches  Resul- 
tat, und  der  Satz  von  den  Longitudinal-  und  Transversalschwingungen  ist 
für  den  denkenden  Leser  deutlich  genug  in  den  ersten  drei  Formeln  auf 
S.  187  enthalten. 

Achter  Punkt. 

Der  Herr  Recensent  ist  im  Zweifel  darüber,  ob  ich  die  Saiten  zu  den 
„luftförmigen  oJer  den  tropfbarflüssigen**  Körpern  zähle.  Ich  habe  kein  In- 
teresse daran,  diesen  Zweifel  aufzuklären.  Der  Herr  hätte  sich  die  ganze 
Nörgelei  über  die  Deberschrift  „Schwingungen  elastischer  fester  Körper** 
sparen  können.  Wenn  es  ihm  auf  die  Sache  ankam ,  brauchte  er  nur  den 
ersten  Absatz  von  §  79  zu  lesen. 
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'^^y\f^., , 


:^  Ich  mu86  diese  und  einige  andere  Kleinlichkeiten  übergehen  nnd  kann 

^  mich  namentlich  nicht  dabei  aufhalten,  dem  Herrn  die  „verlorenen*'  Gleich* 

j^  ungen  (2)  von  S.  206  anf  Schritt  und  Tritt  nachzutragen.    Ich  will  nur  be- 

merken, dass  leider  am  Schluss  des  §85  ein  Druckfehler  stehen  geblieben 
ist.    Es  muss,  wie  man  leicht  sieht,  heissen: 

;  J^a  =  «y  =  0, 

^Jf  —  X%  --^  V  • 

»  «5=y*=o. 


Ht 


a 


Neunter  Punkt. 

Im  Anfange  des  §  100  ist  auseinandergesetzt,  dass  ein  Fltissigkeits* 
theilchen,  welches  zur  Zeit  /  im  Punkte  (a:,y,z)  sich  befand,  nach  Ablauf 
des  nächsten  Zeitdifferentials  di^  also  zur  Zeit  /+^'>  ^>^  Punkte 

(a:  +  fi  rf/,  y  +  ü  d/,  z  +  »  dC) 
angekommen  ist.    Dasselbe  Theilchen  hat  zur  Zeit  i  die  Dichtigkeit  ^,  zur 
Zeit  i  +  di  die  Dichtigkeit 

Soll  nun  im  besonderü  Falle  die  Dichtigkeit  constant  sein ,  so  sieht 
man,  dass 

dg  .      dg    .      dg  .      dg      ^ 

zu  setzen  ist.  Dies  geschieht  zu  Ende  des  §  100.  Der  Herr  Recensent  sieht 
darin  den  Beweis,  dass  ich  nicht  einmal  die  ersten  Elemente  der  Differen- 
tialrechnung anzuwenden  verstehe.  Er  hält  es  für  überflüssig,  mehr  hinzu* 
zufügen.   Ich  auch. 

Zehnter  Punkt. 

Es  handelt  sich  bei  den  hydrodynamischen  Grundgleichungen  um  die 
Bedingungen  für  das  Vorhandensein  einer  Potentialfunction.  Diese  Be- 
dingungen lauten  dabin,  dass  während  des  Verlaufes  der  Bewegung  ^u 
jeder  Zeit 

du     dv dv     dw  drv     du 

dy  dx  '  dz  dy  '~  "*  dx  dz" 
sein  muss.  Nun  wird  im  §  101  bewiesen,  dass  diese  drei  Gleichungen  zur 
Zeit  t  -f* ^^  noch  giltig  sind,  wenn  sie  es  zur  Zeit  i  waren.  Die  Bedingungen 
sind  demnach  zu  jeder  Zeit  erfüllt,  wenn  sie  es  in  irgend  einem  Momente 
sind,  z.  B.  für  /=0.  Die  vereinfachten  Bedingungen  bestehen  also  da- 
rin, dass  die  obigen  drei  Gleichungen  zur  Zeit/  =  0  erfüllt  sein  müssen. 
Ich  habe  dies  in  den  Formeln  durch  den  an  u,  9,10  angehängten  Index  0 
ausgedrückt« 

Der  Herr  Besensent  erklärt  nun  die  Vereinfachung  für  mein  besonde- 
res Geheimniss.   Er  überlegt,  ob  ich  vielleicht  glaubte ,  ein  mathemati- 

8* 
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scher  Ausdruck  werde  dadurch  einfacher ,  dass  man  allen  Grössen  In- 
dices  giebt.  Er  citirt  etwas  als  meinen  „ausgezeichneten**^  Beweis ,  was  ich 
nie  gedacht,  geschweige  denn  gedruckt  habe,  und  fordert  das  Publikum  auf, 
danach  über  meine  Fähigkeiten  zu  urtheilen. 

Es  lässt  sich  wohl  nicht  leugnen ,  dass  der  Herr  Becensent  sich  hier 
etwas  weit  aufs  Feld  gewagt  hat.  Ich  ziehe  daraus  keinen  Schluss  auf 
seine  Fähigkeiten.  Aber  das  liegt  auf  der  Hand,  dass  der  Herr  sich  besser 
dabei  gestanden  hätte,  wenn  er  vor  der  Becension  hätte  versuchen  wollen, 
den  Gedankengang  des  citirten  Paragraphen  zu  verstehen.  Was  der  Herr 
Becensent  an  dieser  Stelle  Biemann  in  den  Mund  legt,  mag  der  Herr  in 
der  Vorlesung  so  aufgefasst  haben.    Biemann  hat  es  aber  nicht  gesagt. 

Elfter  Punkt. 

Der  Herr  Becensent  wendet  sich  noch  einmal  gegen  die  Vorrede.  Er 
macht  mir  einen  Vorwurf  daraus ,  dass  ich  in  meiner  Vorrede  das  Wort 
„Bingcoordinaten"  gebrauche,  das  Biemann  im  Vortrage  nicht  gebraucht 
hat.  Es  ist  dem  Herrn  wahrscheinlich,  dass  ich  ,,Semipolarcoordinaten" 
gemeint  habe.  Was  „Bingcoordinaten**  sind,  kann  der  Herr  Becensent  von 
jedem  Mathematiker  erfahren,  und  was  andererseits  unter  „Semipolar- 
coordinaten**  zu  verstehen  ist,  darilber  brauche  ich  mir  von  dem  Herrn  Be- 
censenten  keinen  Anfschluss  zu  holen.  Doch  das  ist  Nebensache.  Ich  habe 
in  der  Vorrede  eine  Aufgabe  zu  besonderer  Veröffentlichung  vorbehalten, 
weil  in  der  Durchführung  der  von  Biemann  vorgezeichneten  Bechnung 
noch  ein  Punkt  aufzuklären  ist.  Der  Herr  Becensent  schüttet  nun  mit  einer 
wahren  Hast  das  Füllhorn  seines  Heftes  aus.  Ich  kann  dem  Herrn  zur  Be- 
ruhigung sagen,  dass  mir  das  von  ihm  Vorgebrachte  und  vielleicht  noch 
etwas  mehr  bekannt  ist,  und  doch  noch  ein  Punkt,  ein  einziger 
Punkt,  Herr  Becensent,  aufzuklären  bleibt.  Es  scheint  dem  Herrn  Be- 
eensenten  bekannt  zu  sein ,  dass  eine  Hauptaufgabe  bei  partiellen  Differen- 
tialgleichungen darin  besteht,  die  willkürlichen  Constanten  der  allgemeinen 
Lösung  aus  den  Bedingungen  des  Problems  zu  bestimmen.  Nach  Bie- 
mann's  eigenem  Ausspruche  (§  41  am  Ende)  liegt  darin  häufig  der  wich- 
tigste Punkt  der  Frage.  Der  Herr  Becensent  sagt  selbst,  dass  Biemann 
bei  der  vorliegenden  Aufgabe  diese  Coefficientenbestimmung  in  der  Vor- 
lesung nicht  durchgeführt  hat.    und  weil  ich  sage : 

., .Biemann  hat  sich  darauf  beschränkt,  für  die  Lösung  den  Weg 
im  Grossen  vorzuschreiben'*, 
fühlt  der  Herr  Becensent  die  sittliche  Verpflichtung,  mich  der  Unwahr- 
heit zu  zeihen! 

Der  Herr  giebt  sich  die  Miene ,  als  müsse  er  Biemann  in  Schutz 
nehmen  gegen  meine  Nachrede ,  er  habe  Unfertiges  gegeben.  Diese  Nach- 
rede habe  ich  nicht  geftthrt.  Wenn  ich  die  Aufgabe  von  der  Bewegung  des 
Ringes  veröffenttichO;  dann  kann  man  Bechenschaft  von  mir  verlangen  über 
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das,  was  ich  vorgefanden  habe.  Ich  werde  diese  Rechenschaft  nicht  schul- 
dig bleiben.  Wer  das,  was  ich  bis  jetzt  von  Bieman  n's  Arbeiten  heraus- 
gegeben habe,  mit  unbefangenem  Auge  prüfen  will,  der  kann  mir  nicht 
nachsagen,  dass  ich  mich  ruhmsüchtig  vorgedrängt  babe.  Ich  bin  mir  be- 
wusst,  mit  Liebe  und  Treue  gearbeitet  zu  haben,  und  ich  glaube,  es  ist  nicht 
nöthig,  Kiemann  gegen  Anmassungen  von  meiner  Seite  zu  schützen.  Und 
wenn  es  nöthig  wäre,  und  wenn  der  Recensent,  Herr  Dr.  Fr.  Gö  deck  er  in 
Lüneburg,  den  Beruf  und  das  Recht  dazu  gehabt  hätte,  durch  diese  Recension 
wäre  er  des  Rechtes  verlustig  gegangen,  durch  diese  Recension,  die  von 
blinder  Animosität  dictirt  ist.  Geht  doch  der  Herr  in  seinem  Eifer  gegen 
mich  so  weit,  dass  er  Riemann's  Manuscript  eine  Bierzeitung  nennt,  weil 
er  sich  einbildet,  eb  sei  von  mir  geschrieben.  Riemann  wird  dadurch 
nicht  herabgesetzt,  und  die  höhnischen  Redensarten,  die  gegen  mich  ge- 
schleudert werden,  machen  mich  auch  nicht  schlechter.  Wenn  aber  der 
Herr  Dr.  Fr.  Gödecker  um  Nichts  und  wieder  Nichts  es  wagt,  mit  der 
Beschuldigung  der  Unwahrheit  die  Reinheit  meines  Namens  anzutasten,  so 
weiss  ich,  dass  dafür  die  Verachtung  jedes  Mannes  von  Ehre  auf  ihm  lastet, 
eine  Verachtung,  die  auch  nicht  gemildert  werden  kann  durch  das  Mitleid, 
das  man  mit  dem  wissenschaftlichen  Theile  seines  Angriffes  fühlen  muss. 

Hannover,  den  20.  Juni  1870.  E.  Hattendobff. 
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RecenBionen. 

Die  Speetralanalyte  in  einer  Beihe  von  teoht  Vorlesungen  mit  wiisen- 
Bchaftlichen  Hachtrftgen  von  H.  E.  Bot ooe.  Antorisirte  deutsche 
Ausgabe,  bearbeitet  von  Schorlehmer.  Brannschweig,  Vieweg 
&  Sohn.   1870.   X  und  300. 

Das  vorlfegende  Werk  reibt  sich  den  vorzüglichen,  im  besten  Sinne 
populären  naturwissenschaftlichen  Werken,  die  wir  in  nenerer  Zeit  von 
englischen  Autoren  erhalten  haben ,  würdig  an. 

Die  Vorlesungen  beginnen  mit  den  einfachsten  Erörterungen  über  die 
Zerlegbarkeit  des  weissen  Lichtes  und  schliessen  mit  einer  eingehenden 
Orientirung  über  die  neuesten  Resultate,  die  für  die  physische  und  chemische 
Beschaffenheit  der  Sonne,  für  die  Beschaffenheit  und  die  Bewegung  der  Fix- 
sterne, für  die  Spectren  der  Nebelflecke  Und  Cometen  erlangt  worden  sind. 
Die  beductionen  sind  scharf  und  klar,  die  Beschreibnng  der  Versuche, 
durch  vorzüglich  entworfene  und  ausgeführte  Holzschnitte  unterstützt,  ist 
in  hohem  Grade  anschaulich  und  lebendig. 

Um  auch  einem  tiefergehenden  wissenschaftlichen  Bedürfniss  entgegen- 
zukommen, hat  nun  der  Verfasser  jeder  Vorlesung  eine  Reihe  von  Original- 
abhandlungen  oder  Auszügen  aus  solchen  beigegeben,  welche  eine  hervor- 
ragende Bedeutung  für  Spectralanalyse  und  ihre  Anwendung  erlangt  haben. 
In  welch  hohem  Grade  dadurch  der  wissenschaftliche  Werth  des  vortreff- 
lichen Bnches  gesteigert  wird,  erhellt  am  Besten  durch  Aufzählung  eines 
Theiles  der  mitgetheilten  Abhandlungen.  Nach  der  ersten  Vorlesung  folgen 
n.  A.  Abhandlungen  aus  New  ton' s  klassischer  Optik,  die  Fundamental- 
versnche  über  Farbenzerstreuung  enthaltend;  Bunsen*s  und  Roscoe's 
Untersuchungen  über  die  chemisch  wirksamen  Strahlen  der  Sonne.  Nach  der 
zweiten  Vorlesung :  EinTheilder  AbhandlungKirchhoff's  und  Bunsen's 
(Poggendorff  CX,  167  flgg.)  über  die  Spectralreactionen  der  Salze  der  Al- 
kali- und  der  Erdalkalimetalle;  ein  Theil  der  zweiten  grossen  Abhandlung 
derselben  Forscher  (Poggendorff  CXllI,  337)  über  die  Methode,  den  Spec- 
tralapparat  zu  benutzen;  die  Abbandlang  Bunsen's  (Poggendorff  CX  IX, 
10)  über  die  graphische  Darstellung  von  Spectralbeobachtungen. 
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Der  dritteD  Yorlesnng  sind  angehängt:  Ein  Auszug  aus  Kirchhoff^s 
und  B  u  n  8  e  n  ^  8  zweiter  Abhandlung  über  die  Reactionen  der  Bubidiam*  und 
Cäsiumverbindungen;  Kirchhoff's  Abhandlung  zur  Geschichte  der  Spee- 
tralanalyse  (Poggeodorff  CXVIII,  94). 

Der  vierteil  Vorlesung  sind  beigefügt:  Huggins*  Zeichnung  der  Me- 
tallspectra;  ein  Auszug  aus  Huggins*  Abhfindlung  über  die  Spectra  eini- 
ger chemischer  Elemente  (Phil.  Trans.  1864,  S.  130),  nebst  den  zugehörigen 
Tabellen ;  Beschreibung  des  Mikrospectroskops  von  S  o  r  b  y  und  Browning. 

Nach  der  fünften  Vorlesung,  welche  die  Resultate  der  spectroskopischen 
Sonnenbeobachtungen  enthält,  folgen  ein  Auszug  aus  AngstrÖm^s  Re- 
cherches  sur  le  specire  solaire,  Ups.  1868;  die  interessanten  Mittheilungen 
Lockyers  über  die  Beobachtung  der  Protuberanzspectren  an  der  nnver- 
finsterten  Sonn«,  vom  20.  October  1868  beginnend,  nach  den  Prec.  4)f  Ute 
Itoy,  Soc.  of  London,  VoUXVll,  1866  —  1869;  sowie  die  klassischen  Beobach- 
tungen Zöllner's  über  die  Protuberanzen  nach  Poggendorff  CXXXVIII, 
S.  139,  nebst  einer  vorzüglich  ausgeführten  Wiedergabe  der  jener  Abhand- 
lung beigegebenen  chromo-  lithographirten  Abbildung  der  rothen  Bilder  von 
19  Protnberanzformen.  Dieser  Vorlesung  ist  ferner  Kirchhoff^s  grosse 
Zeichnung  des  Sonnenspectrums  von  A^G  und  Angström's  Ergänzung 
für  den  Raum  G — H^  beigegeben. 

Die  sechste  Vorlesung,  der  Spectroskopie  der  Planeten  und  der  Fix- 
sterne gewidmet,  wird  durch  eine  chromo  -  lithographische  Tafel  mit  sieben 
Fixsternspectren ,  dem  Sonnenspectrum ,  dem  Wasserstoffspectrum,  dem 
Stickstoffspectrum  und  zwei  Kohlenstoffspectren  (Leuchtgas  und  Cyangas) 
ergänzt,  ferner  durch  Auszüge  ans  Huggins'  Abhandlungen  über  die  Mi- 
kroskopie des  Mars,  über  die  Versuche,  die  Bewegung  gewisser  Fixsterne 
aus  den  Spectren  zu  erkennen;  dann  die  Mittheilung  Zöllner's  über  sein 
neues  Reversionsspectroskop;  die  Tabellen  zu  Kirchhoff 's  Zeichnung  des 
Sonnenspectrums  und  der  hellen  Spectrallinien  der  Elemente;  die  Tabelle 
der  Linien  des  Cer,  Lanthan,  Didym,  Palladium,  Platin,  Iridium,  Ruthe- 
nium; die  Tabelle  der  Haupteisenlinien  von  Thalen  und  Ang ström. 

Den  Schluss   des  Werkes  bildet  ein  reichhaltiger  Literatur  nach - 

R.  Hegeb. 


Dib  Kepler 'sehen  Gesetze;  eine  neue  elementare  Ableitung  derselben  ans 
dem  New  ton' sehen  Anziehungsgesetze.  Von  Dr.  H.  Müller,  Pro- 
fessor am  Gymnasium  zu  Lahr.  Braunschweig,  Druck  und  Verlag 
von  Fr,  Vieweg  &  Sohn.   1870. 

Das  vorliegende,  fünf  Druckbogen  umfassende  Schriftchen  zerHUlt  in 
drei  Abschnitte,  von  welchen  die  beiden  ersten  als  Einleitungen  zu  betrach- 
ten sind.  Im  ersten  Abschnitte  werden  die  Kegelschuitte  soweit  untersucht. 
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als  es  für  die  Theorie  der  PlanetenbewegUDg  erforderlich  ist;  'der  zweite 
Abschnitt  enthält  eine  elementare  Herleitung  der  nöthigen  Sätze  ans  der 
Dynamik  mit  Einschlnss  des  Principes  der  Erhaltung  der  Flächen  bei  Gen- 
tralbewegungen  und  des  Satzes  von  der  lebendigen  Kraft;  nach  diesen  Vor- 
arbeiten wird  im  letzten  Abschnitte  die  Centralbewegung  naeh  dem  New. 
ton'schen  Anziehungsgesetze  discutirt.  Der  Verfasser  geht  hierbei  fast 
genau  denselben  Weg  wie  die  analytische  Mechanik.  Bezeichnet  nämlich 
K  die  Anziehung  der  Sonne  auf  eine  in  der  Entfernung  1  befindliche  Mas* 
seneinheit,  so  sind  bekanntlich  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung 

rf*ir_         Kx        ^y  ^        ^y 
JF^"  y{x*  +  y^y '  d?"  "" "~  y{x^  +  y*)» ' 

und  diese  liefern  einerseits  die  Flächengleichung 

r*  dd  =  A  di  oder  r  =  —  , 
andererseits  mittels  des  Satzes  von  der  lebendigen  Kraft 

worin  A  und  B  Integrationsconstanten  sind,  v  die  Geschwindigkeit,  r  den 
Radius  vector  und  q  den  Abstand  des  anziehenden  Mittelpunktes  von  der 
durch  den  angezogenen  Punkt  gehenden  Tangente  an  der  Bahn  bezeichnet. 
Durch  Elimination  von  v  entsteht  die  Gleichung 

welche  eine  charakteristische,  rein  geometrische  Eigenschaft  der  gesuchten 
Trajectorie  darstellt  und  zur  Bestimmung  der  letzteren  dient.  Bis  zu  dieser 
Stelle  ist  der  Gang  des  Verfassers  völlig  einwurfsfrei;  im  Folgenden  aber 
begnügt  sich  der  Verfasser  mit  dem  Nachweise,  dass  die  obige  Eigenschaft 
den  Kegelschnitten  zukommt,  und  das  ist,  streng  genommen,  nicht  ausrei- 
chend.   Zufolge  des  Werthes 


r« 


0^  = 


/-^  e-^j 


ist  nämlich  die  obige  Gleichung  eine  Differentialgleichung  zweiten  Grades, 
die  mehrere  verschiedene  Auflösungen  zulassen  könnte;  der  Verfasser  hat 
daher  nur  bewiesen,  dass  die  Planetenbahnen  Kegelschnitte  sein  können, 
nicht  aber,  dass  sie  Kegelschnitte  sein  müssen.  Das  Letztere  dürfte  sich 
auch  schwerlich  auf  elementarem  Wege  beweisen  lassen,  wenigstens  nur 
mit  den  grossen  Weitläufigkeiten,  welche  bei  jeder  Reduction  eines  Integra- 
les auf  den  Grenzwerth  einer  Summe  unvermeidlich  sind.  Sonach  hat  der 
Verfasser  immerhin  das  Mögliche  geleistet  und,  wie  Referent  gern  an- 
erkennt, in  einer  durchaus  klaren  Darstellung.  Schlömilch. 
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Terbesserangen 

in  den  fünfstelligen  logarithmischen  nnd  trigonometrischen  Tafeln  von 

0.  SOHLÖMILOH. 


Seite  44  ist  bei  8mtfi(f  stott  0,08715^  su  lesen  0,08716. 

„    44  sind  die  beiden  Differenzen  (/>•  T) 

ein  5»  10'     0,09005 
20' 

30' 


28,0 
28,0 


0,00295 
0,09585 

in  20,0  amznändern,  weil  letztere  Zahl  etwas  genauere  Werthe  liefert. 

47.    Die   Differenz   zwischen   sin  23^  40'   und   ein  23®  50'   ist   aus    demselben 
Grande  nicht  =26,7,  sondern  =26,6  zu  nehmen. 

40.    Ebenso  ist  die  Differenz  zwischen  <fn32°40'  und  nii  32^50'  nicht  =24,4, 
sondern  =24,5  zu  setzen. 

52  ist  neben  /tfn^a=50  angegeben  tang\a^^fi  statt  des  genaueren  Werthes 
/an^|a  =  25,0. 
,,    158  ist  zu  verbessern,  dass  das  Königreich  Württemberg  zu  den  Staaten  ge- 
hört, welche  den  Fuss  decimal  theilen. 
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